Sup PCSI 2022—2023 Mathématiques
TD 8 Calcul intégral
Ex 1 A. Calculerles intégrales I ou primitives F suivantes : ¢ € R, (n,m) € N2x eR.
In (2) 1 T
LoI= [ q (Be™s+1)%dx Y R S— 17. I = [¢ cos (2t)tan (t)dt
3 v1-x2Arcsin(x) x
2. I= f1 et (Z+ln(u)) du 18. F(x) = " ch(3t)sh(t)dt

t s
3 1 = Iez dx 10. F(t) _I cos?*(3z) dz 19. [ = flA—rCtm;(t) dt
a7 e ymagx) = oS 4cos3y — 7) si d 1+t
. Ie > 11 J; (605£+ cos3y — 7) sin(y) dy 2. [ = fo etsin(et) dt
fef xln(xl)ln(;n(X)) 12. I = [z* (sin(t))°dt 21. I(x) = [* xsh(tx)dt
5. I=] (1+-=>x)dx 4 1.
0 E — 2t
« 13. 1 = [+(sin(30))2dt 22. 1= [; e*sh(t)dt
6. F(x)=[ VO+db 0 23 1=t
7. g = [ t7exdt 14. 1 = [ cos®(2x) sin®(2x)dx 24. F 0—1}i’€ LYCRIP
8 = fi te3t dt 15. I = f”sin(nt) sin (mt)dt - F) =] t(1+In(t2))
: 0 16. | = f21r/3 sint dt
- Jcos(2t)+1
B. Idem. On pourra utiliser la parité de I'intégrande et/ou simplifier son expression sur l'intervalle d'intégration.
1 _ 2/e ly] x3_-x3
25. I = e Mdu 26. 1= ["2=dy _ (3 __ e e
-1 4/e y 27. I = f ln—dx
(3+cos(tan (x)))
Ex 2 Calculer les intégrales suivantes en appliquant le théoréme d’intégration par parties ou passage en cpxe (ou rien ?)
1. 1= [](5u%+3)ch(2u)du 6. I=[ t2In(4t)dt ) 2
b4 — 3,— 2
2. 1= [%(5t— Dsin®(2t)dt 7. 1= 23t - t)sin (46)dt 12.1= |, %™/ da
° _r 2 2
K i 8. 1= 7" ei(sin(e) — cos () de 13.1 = [ cos (In(t))dt
3. I= fl In“(y)dy y [ = (e , -
p 9. F(@) =f Arccos(t)dt 14. 1 = fl Tro0)2 4w (on écrira
— -t (1+w?)
4. 1= cos(2t)e~tdt _— 1 bwtc
0\/3_, 10. I = [ tsin(t)e'dt cos = ot 1y O G b,costes)
5. I=["](2t*Arctan(t)dt 11.
Ex 3 Calculer les intégrales suivantes :
— [?_3 t3 0
1L I= fl 21_14txdt 7. l—f 1@6& 13. I = f% Toae dt
Y _ 0 1 2
2. I = f_41 3x_42 dx 8. I= f 5/\/__25+9t‘2 dt 14. [ = _Ol%dt
3. [ = d _ 0 x3 E
fo (1—2x)7 X 9. [ = fl il dx 15. | = fo 1 1 .
4 1_f x6-1 dx 10 [—IOde 1 22t+_tl+t
) 0 1+2x 0T (xez41)3 16. I = fo s dt
301 2 -
5. 1=/, i 11, szolﬁdt 7 1= t2-3¢
6. F(x)= fodt 1 01 2t§+t+1
| D 12 1= fy g ot 18 1= [y Sy e
Ex 4 Calculer a I'aide de changements de variables les intégrales suivantes :
= (% tgn I (7 ot = tan (%
1. I= f: tlcu:l (t))dt (CV:x = tan(d) 6. I=]2 2rsinc €Vt = tan( )). f =
— [Axin +x? _ 2 _ (T__ax 11. I = t (CV:t = cos*(x))
2. I= f3 o dx(evit=1+x) 7. I= fo Treosi\CV ¢ = tan () 121t
3. 1 =f eViduy (cV:x =Vu) 21+V1+t 12. F dx
f11/22A o 8. I= fl Noer Tdt 0= f Tox?
4. I = rccos(x)dx 13. I dx (CV:u=t
9. I_fl/z ’1 tdt (CV:t = cos?(x)) 2= fO 1+sinx X (CVeus an( ))
5. 1 = fn 1
10. I =
0 1+ch(x)
Ex 5 Calculer a I'aide de changements de variables ou pas les intégrales ou primltives suivantes :
1 1= [ st 7. 1= [ eJT—tdt 13. .1 = [ VAZ +9dt (CV:t =?7)
t24+t+1
1 8 1
2. 1=, ——dx 8 I= fg (1+30)V3 —2tdt 1. 1= [21-4c%de
_ _ 2 s
3. 1= (1 - 2a)7da S. I_flltll tdt 15. I = [ VtZ—t+ 1dt
— 1
4. I= fol/zjidt 10. 1=, =t 16. I = [2t%1—t2dt
1-t?
5. 1= —at 1. 1= [ VI—tZdt(cV :t=?)
22‘/1?5,5 12. .1=f12\/t2—1dt(CV:t:chx))

6. I=]

1 2x-1 dx



17. CalculerI = f1 ——=dx. On fera pour cela un bon changement de variable aboutissant a intégrer

2x—x? 1-u?

18. Calculer ] = f_f\/ —x — x*dx. On fera pour cela un bon changement de variable aboutissant a intégrery/ 1 — u?.
2

19. Calculer = f;,/(x —a)(b — x)dx ou a, b réels tels que a < b. On pourra effectuerleCV : u = x — aTer.

Ex 6 Trouver une primitive des fonctions f suivantes :

1. fi(x+»Vx2—x) 6. f:(x > xArcsin(x)) 1. fi(x o lnzix))

) 1+x 7. f:(x > xcos(2x)e™)
2. filewe (3+2x+x2)2017) 1 12. fr(x - _12 7
8 fi(xw m) (1+x2)

3. f ( L E) x 1+ n (x) 13. f: (x N e(x+ex))

4 f (x o X 5_2x2 +6) 9. f (y ind Cos(y)) 14. fi (7‘ — r )
2—x sin (\/—) r2+6r-7

5. fi(te t+1) 10. fi(x »——) 15. f:(x » 2%)

’ 2+t+t2

Ex 7 PELE-MELE 0)Calculer | = [, e7°c>s®)dx.

1) soit] = [?—2 __ Montrer quel = [/ du . En déduire la valeur de I .

/3 sinx+sin (2x) 0 (1-uw)(1+w)(1+2uw)

2) Montrer que fozln(cosx) dx = fozln (cos (g - x)) dx). En déduire la valeur de | = fozln(l + tan (x)) dx

3) Soit f une fonction continue sur [a, b] et telle que : Vx € [a,b],f(a+ b — x) = f(x) . Calculer [ = fab xf (x)dx en fonction
deJ = fabf(x)dx .Application : Calculer I, = dx (CV: u =?? ou forme connue#&’&)).
4) Déterminer une primitive de f: (x » cos(x) In(1 + cos(x))) sur]—m, n[ On pourra faire une IPP.

5) Soit I = ff (1 +x—12) Arctan(x)dx. Montrer, en effectuantleCV u ==, que: [ = ; 12 Ly —du — I. En déduire 1.
2

fn xsinx
0 1+cos’x

6) Déterminer toutes les primitives de f : (x ) On pourra effectuer le CV : u = tan(x).

2+sin*(x)

In (V5-2) ch?(t 1 /5-2
~——dr . Montrer que | = fln(ﬁ—1) %d ==

21472

1 2 2 -
7) Soit I = [ "—— =+ — —du. Endéduire .
Ex 8 Justifier que :
1. Si f est continue sur R et impaire alors pour tout réel a, f_aaf(t)dt =0

2. Sif est continue sur R et paire alors pour tout réel a, fa f)dt =2 faf(t)dt

3. Sif est continue sur R et T-périodique alors pour tous réels a et b f f()dt = f;:TTf(t)dt et fon(t)dt = f;”f(t)dt

Ex 9 Trouver des relations de récurrence en appliquant le théoréme d’intégration par parties :

dt .Etablir une relation entre I,, et I, ;. En déduire | —f ———dt et] =

1. vneN* , onposel, = 0 (1t t2)3

1 101
e fo Gt
2. vVneN,onpose], = foz cos™tdt. INTEGRALE DE WALLIS
a. Montrer que: (n + 2)J,,,» = (n + 1)J,. En déduire une expression de J,, a I' aide de factorielles.
b. Montrer que (J,,) est convergente.
3. Vn€N,onposel, = fol(l —t2)"dt .
a. Déterminer une expression de I,, a I'aide de la formule du binbme .
b. Exprimer I, en fonction de I,,_; . En déduire une autre expression de I,,.
c. Donner alors une formule sommatoire .
d. Montrer que (I,,) est convergente .

Ex 10 1. Calculer lirr}ifxe‘tzdt et lim fox e~tdt.
x—

x et
(x> - ?
2.F: (x f1 = 1+t9 dt) est une primitive de quelle fonction

3.F: (x - X ffe‘tzdt) est une primitive de quelle fonction ?
X

Ex 11 Fonction définie par une intégrale Soit ¢(t) = - (t) et f(x) = fx ln(t) dt.

1. Déterminer le domaine de définition et celui de continuité de ¢.
2. Monter que Vx €]0,1[, f(x) existe. Monter que Vx €]1, +oo, f(x) existe. Ainsi, Dy = D =]0,1[U]1, +oo[.
3. Justifier que ¢ admet une primitive G sur I'intervalle ]0,1[ et une primitive H sur I'intervalle ]1, 4+oo[.



Soit x €]0,1[. Exprimer f(x) a I'aide de G, x et x*. En déduire que f est de classe C* sur]0,1[ et exprimer f'(x) a l'aide de
@, x et x*. En déduire les variations de f sur 10,1].
Faire de méme sur l'intervalle 11, +oo].

x2—x < < x%-x E d,d . I I t d f no
2In (x) < f) = {n o ENn déduire les limites de f en 0.

Soit x €]0,1[.Montrer que :

Z_X Xz—x 4 H ..
< <Xz
2In (x) — f(x) < . En déduire les limites de f en +oo.

. 2 a
Soit x €]1, +oo[.Montrer que Vt € [x,x?],0 < — < no S

X

Soit x €]1, +-oo[.Montrer que :

1 x?

En déduire la limite de f en 1%.

Faire de méme en 1~ et conclure.



