SUP PCSI 2022-2023 Mathématiques Chapitre 7

Calcul intégral- Recherche de primitive.

Définition : Soit f une fonction définie sur un domaine D de R et a valeurs complexes. Soit a € D.

1. VxeD, f(x) = Re(f(x)) + ilm(f (x)) . On définit Re( f): (x - Re(f(x))) et Im(f): (x » Im(f(x)) les
fonctions partie réelle et partie imaginaire de f. Ce sont deux fonctions définies sur D et a valeurs réelles.
Soit f une fonction définie sur un domaine D de R et a valeurs complexes. Soit L un complexe et a un point ou
un bord de D non isolé.

f est bornée sur D lorsqu’il existe un réel M tel que : Vx € D, |f(x)| < M.

}ci—rgf(x) = L lorsque chl_l’)lfll Re(f)(x) = Re(L) et )1{1_1’)1(11 Im(f)(x) =Im(L) .

f est continue en a (resp. sur D) lorsque Re(f) et Im(f) sont continues en a (resp. sur D) .

f est dérivable en a (resp. sur D) lorsque Re(f) et Im(f) sont dérivables en a (resp. sur D)

et f’ = (Ref)’ + i(Imf). Autrement dit, Vx € D, Re(f'(x)) = (Ref)’(x)et Im(f'(x)) = (Imf) (x).
Une primitive de f sur D est toute fonction F dérivable sur D telle que Vx € D, F’'(x) = f(x),;autrement
dit lorsque sur D, Re(F) est une primitive de Re(f) et Im(F) est une primitive de Im(f).
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Exemples a connaitre :
1. Soit a un complexe et f: (t — e%). Alors f est dérivable sur Ret Vt € R, f'(t) = ae™

etsia # 0 alors F: (t » %eat) est une primitive de f.

2. Soit ¢ une fonction dérivable sur D a valeurs dans C et f: (t = e?®).
Alors f est dérivable sur Det Vt € D, f' (t) = ¢’ (t)e?®.

| Généralités (Rappels

Définition : Soit a et b deux réels tels que a < b. L'intégrale d’une fonction f : [a, b] = R continue sur [a, b] est
I"aire algébrique Vde la surface délimitée par la courbe de f , I'axe des abscisses , les droites verticales d’équation

x = a etx = b. Cette aire est notée f; f(®)dt ou f[a b]f . (fig1)

La fonction que I'on intégre s’appelle I'intégrande.

NB : 1)l’aire géométrique de la méme surface est f;lf(t)ldt )
2)lintégrale f;f(t)dt ne dépend pasde t, f; f(t)dt dépendde f de a et de b. La variable t est dite muette,
fff(t)dt = fff(x)dx = f: fy)dy = ff f(6)d6. Cette intégrale dépend de I'expression de f, de a et de b.

2) D’ou vient cette notation (fig2): dx signifie une petite variation de x (ici sur I’axe des abscisses) .
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Comme f est continue, f varie peu lorsque x varie peu . On peut donc approximer f par f(x) lors de la variation
dx de x et ainsi f (x)dx est Iaire algébrique hachurée. On va sommer ces aires algébriques pour obtenir I'aire

globale : la somme est indiquée par fa qui signifie que I'on fait la somme de toutes ces petites aires quand x varie
de maniére continue de a a b (on ne peut pas utiliser simplement le signe ). puisqu’ il indique une somme sur

des entiers donc « discontinue » mais on pourra utiliser lim ), Cf sommes de Riemann).
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Définition : Soit a et b deux réels. L’intégrale d’une fonction f : [a, b] - C continue sur [a, b] est 'aire :
2 f®dt = [ Re(f)(®O)dt +i [ Im(f)(©)de
Alors Re ([, f(®)dt) = [} Re(F)(D)dt et Im ([} f()dt) = [ Im(f)(£)dt .

Par convention, f;f(t)dt =0et fbaf(t)dt = — f: f(t)dt pour tous a et b réels tels que a < b.

CONSEQUENCE : Si f est continue sur un intervalle I et & valeurs réelles ou complexes alors pour tout (a, b) € I,
b :
J, F©)dt existe .

Définition : Si f est continue sur Ja, b] et lim, f(x) = L finie (i.e. f est prolongeable par continuité en a ) alors
xX—a

f (x - {f(xz SSZ;C E]Z’ b]) est continue sur [a, b] et par définition, fff(t)dt = f; f()dt .1demenb~.

Théoréme Relation de Chasles : Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Soit a, b, ¢ trois réels de I.

fbf(t)dt: fcf(t)dt+fbf(t)dt

Théoréme Linéarité de I'opérateur intégral : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I . Soit a, b deux
réels de I . Soit ¢ une constante (réelle ou cpxe) .

b b b b b
f f(t)+g(t)dt=f f(t)dt+f gt)dt etf af(t)dt=af f®)dt

On peut résumer ces deux propriétés en une seule : soit a et § deux constantes réelles ou complexes), alors

b b b
[ ar®+pg@ic =« | rwac+p | gwar

Théoréme Positivité de I'opérateur intégral : Si a, b sont deux réels tels que a < b et f est continue et positive
b
sur [a, b] alors f[a'b]f(t)dt = fa f®)dt=0.

Théoréeme Croissance de I'opérateur intégral : Si a, b sont deux réels tels que a < b et f et g sont continues
b b
sur [a,b] et Vt € [a,b], f(t) < g(t) alors f[a,b]f(t)dt = fa f®)dt < fa g®)dt = f[a,b]g(t)dt

Il Propriétés utiles au calcul intégral et a la recherche de primitive

¥9¥Théoreme fondamental de I'intégration :
1. Soit f une fonction continue sur I'intervalle I et a € I . " application F: I — R, définie par: F(x) = f‘ff(t)dt ,

est une primitive de f sur I et est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
2. Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

Notation : on pourra noter H(x) = f:f(t)dt une primitive quelconque de f.

NB:

e Si F est une primitive de f sur un intervalle I alors les primitives de f sur I sont de la forme F + cste (réelle si f
est réelle et complexe si f est complexe .

e SiF estune primitive de f sur les intervalles disjoints I et J alors les primitives de f sur I U ] sont de la
forme F + csteq surl et F + cste, sur ] .

e SiF estune primitive de f et G est une primitive de g sur un méme intervalle I et a et [§ sont deux constantes
alors aF + BG est une primitive de af + g sur unintervalle I.




THEOREME FONDAMENTAL

“16 Wlustration : t=15 42|
= 14c aire hachurée=F(x0)
- 1 aire pleine=F(x)

aire damier=F(x)-F(x0)
Lorsque x tend vers x0, f(x) tend vers&( 0) et la surface damier peut étre assimjlée
a un rectangle de base x-x0 et de hauteur f(x0) , autrement dit F(x)-F(x0) = (x-xQ)f(x0) .

Donc quand x=x0, le taux d'accroisgesrr'ent de F en x0 est presque égal a f(x0).
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/]6 Exemple : Soit B un réel . Calculons I=f:2 t(lfﬁ. Soit f définie par: f(t) =

continue sur [e, e?] et I existe bien. On a alors :

1 2 e
OF vt € [e,e?],In(t) = 1 donc, f est définie et

1 _a1e . ) .
— (In@)*F| sip#1 (—(1-21-8
Lor =l ¢ (@ Far = [ tnn] sis ={1—B(1 2L

W v ! ()@ [ln(ln(t))]iz sip=1 -In(2) sip=1
avec a=—f s'integre en

et u(t)=In (t) {ﬁu(t)““si az-1
Infu(t)| si a=-1

/) J NB:uet v jouent le méme réle : on a aussi ff u()v' (t)dt = [u(t)v(t)]s — f; u'(Hv(t)dt.

JJO Exemple : Calculons I = f: t*sin (t)dt. Soit f définie par : f(t) = t%sin(t). f est continue sur [0,7] donc I existe. Et,

T

1= fon tj sin(t) dt = t? (—cos(t))] - fon 2t (—cos(t))dt = w2 + Zfon tcos(t)dt .

ol PP Gt ¢ D

u(t) v'(t) U=t P = cos(t) u(t) v(t) 0 u'(t) v(t) 7
u'(t)=1,v'(t)=sin(t)
T
De méme, | = fon ¢t cos(t)dt = [ ¢ sin(t)] - fon 1 sin(t)dt = —f: sin(t) dt. Donc, J = [cos (t)]F=(—-1—1) = -2
a(t) B'(t) pp a®) g 1, a'(t) B(t)

a(t)=t,B(t)=SIN(t)
a'(t)=1,B'(t)=cos(t)
et | =m?—4. «Contrdle qualité » : Vt € [0, 7], t?sin (t) = 0 donc par la propriété de positivité , I = 0 OK 1 ....

M Application a la recherche d’une primitive de In : in est continue sur R** . Donc, F: (x = flx In(t) dt) est une primitive de In .
Soit x € R**. Calculons F(x) =f1x In(t) dt (pour obtenir une expression de F sans intégrale)et pour cela, appliquons le TIPP avec u(t) = In(t)
et v(t) = t.u et vsont declasse C! sur R**.
x X
F(x) = f In(t)dt = f 1 xIn(t)dt = [t xIn(t)]f —f
1 1

IPP 1
F(x) = xIn(x) —x + 1. Ainsi, H : (x » xIn(x) — x + 1) est une primitive de In sur R**.

Donc G = F — 1 est aussi une primitive de In.Ainsi, |G : (x = xln(x) — x) est une primitive de In sur R**. |
Vérification : G'(x) = In(x) + x X i —1=In(x) OK!

X 1 X
t X ?dt = xln(x) — J. 1dt =xIn(x) — [t]f
1




B

6 NB : souvent ¢ est bijective etf fx)dx = f(p_l(g)f(go(t))go’(t)dt .

\/
x= @) et t= ¢~ (x)
dx = @' (t)dt etdt = (¢~ 1) (x)dx
x=ast=¢9 Y(a)
r=Ro t=n1R

.QA Exemple: Calculons [ = fo i )en effectuant le changement de variable t = e*

Soit f définie par: f(x) = ) .Vx € R, ch(x) = 1 doncch(x) # 0.Donc f est continue sur [0,1] et I existe . Alors,

1 dx 1 2dx 1 e*dx e dt T
=Jo anoo = o ez = 2o o 5 21 g = 2lArctan(D)]f = 24rctan(e) 3.
e cv
\ /

x=In(t)ett=e*

dx=%dt etdt = e*dx
x=0st=1
x=1t=e

IQB Application a la recherche d’ une primitive de (x - ﬁ) ,(x e \/%), (x> \/%) telquea >0
a“—x a“+x

x 1 1px 1 z A Lo .
Vx,f o1 dt = Pl (£)2+1 :t i) uz+1adu = —Arctan( ) + cste . Avec le méme principe : Vx €] — a; a,
a. =
adu=dt
t=0ou=0
t=xou=-—
x 1 x 1 1.5 01 . (x
J dt= J = o dt Z o @ 7= adu = Arcsin (;) + cste .
u=-
adu:adt
t=0eu=0
t=xou="—
Etvx, [ ==dt = [ L_dar = lfE L_qdu=mn(*+ (5)2+1 + cste
W W £)z . as Viru? a a
a. u=-
adu=dt
t=0eu=0
t=xou=—
vx € [-1;1], [*V1I —uZdu = fArcsm(x) 1 — (sinf)2 cos(0) d6 = fATCSin(x) cos?0 cos(0) d6 =
' u=sin(0) ' '
du=cos(6)d6
u=00=0

u=xo0=Arcsin(x)

i i i Arcsin(x) g ; . — .
fArcsm(x) cosz(e)d9=fArcsm(x) cos(260)+1 d3=l [sm(ZB) + 9] _sm(ZAr:sm(x)) Arcszm(x) + cste = xy1-x +2Arcsm(x) + cste
x x a’—x*+a*Arcsin(:
Alors, Vx € [—a; al, [“a? —t?dt = a [* ’1 - (2) 2dt = azfoa\/1 —u?du = f@) + cste .

: X .
u=t

adu:adt

t=0ou=0

t=xou=>

Il Méthodes de calcul intégral

Nous cherchons a calculer I = f: f(tdt
A. ustifier que I existe ....
Si f est continue sur le segment [a, b] alors I existe.
Si f est continue sur le segment ]a, b] et f a une limite finie en a alors I existe.

Si f est continue sur le segment ]a, b[ et f a une limite finie en a et une limite finie en b alors I existe.



2;?— B. Observer la forme de fet travailler en conséquence ....
FORME SIMPLE QUE L'ON PEUT INTEGRER DIRECTEMENT :

QJ& Expression de f Une Primitive usuelle de f Exemple

exp(ax + b) 1
- b
L exp (ax + b)

exp ((ai + b)x)

exp((ai + b)x)

ai+b
! ! In (Jax + b|
ax+b a n (lax )
In(x) xln(x) — x
1
cos(ax + b) - sin(ax + b)
i -1
sin(ax + b) N cos(ax + b)
1
ch(ax + b) ; sh(ax + b)
1
sh(ax + b) ; ch(ax + b)
1 1 X
i aAretan Q)
tan (x) —In|cos (x)|
2 __1 t
1+ tan’x (= Cosz(x)) an(x)
x%telque ¢ ER xa+l
sia# —1
a+1
In(|x]) sia=-1
1 In(x++/x%2+1)
vx2+1
1 In (x +Vx2 — 1)
x?—1
1 Arcsin(x)
1—x?
1 Arctan(x)
x?+1 - _
’ +
u'(ux)*tga # -1 u(x)® (x - ln(zx) ) est une primitive de (x - M) sur R**
a+1 - *
' ’ - —at 1 . sh(3x)
% =u (x)u(x) a tga # 1 u£?+ - (X - m) est une primitive de (x [ m) sur R.
u'(x) In (lu(x)) —In|cos| est une primitive de tan sur ]— %,g[
u(x) _ _
u'(x)e™ e (x = cos(x) e5"™)) est une primitive de eS™  sur —%,% :
u'(x)sin (u(x)) —cos (u(x))
u' (x)cos (u(x)) sin (u(x))
u'(x) sh(u(x)) ch(u(x))
u'(x) ch(u(x)) ch(u(x))
u'(x) sh(u(x)) sh(u(x))
u'(x) tan (u(x))
— WA
cos?(u(x)) w o
+ tan?(u(x))
u'(ax + b) u(ax + b)
a
u'(x) X v'(u(x)) v(u(x))

2)93 FORME PLUS COMPLIQUEE POUR LAQUELLE ON DOIT TRAVAILLER :
» Transformer I’expression
» Faire une ou des IPP
> Faire un changement de variables ....



f(x)

Méthode pour intégrer f

Exemple

sin?(px) ou cos?(px)
p réel

OBJECTIF : faire apparaitre des termes de la forme cos(mx). Pour cela :
Linéariser avec la formule de trigo : cos(2a) = 1 — 2sin?*(a) = 2cos*(a) —
1

fol sin? (gx) dx

cos(px) cos (mx)

OBJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme cos(mx).

fncos(px) cos (qx)dx

p,mréels Pour cela :
Linéariser avec la formule de trigo : taq (p,q) € N2
cos(a+ b) + cos(a — b)
cos (a)cos (b) = >
sin(px) sin(mx) OBJECTIF : faire apparaitre une somme des termes de la forme cos(x). Pour
p, mréels cela:
Linéariser avec la formule de trigo :
i ) cos(a —b) — cos(a + b)
sin (a)sin(b) = >
sin(px) cos (mx) OBJECTIF : faire apparaitre une somme des termes de la forme sin(mx).
p,mréels Pour cela :
Linéariser avec la formule de trigo :
i sin(a + b) + sin(a — b)
sin (a)cos (b) = >
cos®(px) sin'(px) OBIJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme u’ (x)u(x)<. xsins (t)dt
Avecp réel Pour cela : _

k et [ entiers naturels et
k = 2n + 1 impair (ou [ impair)

Ecrire cos?™*1(px) = (cos?(px))™ cos (px)

Utiliser la formule de trigo cos?(a) + sin®(a) =1 :

f(x) =sin'(px) (1 - sin®(px))" cos (px)

Développer avec la FBN et reconnaitre une somme de termes de la forme
u' ()u(x)4

Sil = 2n + 1 alors idem en échangeant sin et cos.

cos*(px) sin' (mx)
avecp, mréels
k et [ entiers naturels

OBIJECTIF: faire apparaitre une somme de termes de la forme

cos(dx)ou sin(dx).
Linéariser avec les formules Euler et binome de Newton :

ipx

—ipx k ipx_ —ipx U
cosk(px) sinl(mx) = (e = ) (e e ) = .-

2 2i
Développer dans chaque parenthése avec la formule du bindme de Newton

Développer le produit des deux parenthéeses
Regrouper les exponentielles imaginaires deux a deux conjuguées

ch*(px) sh'(mx)
p,mréels avec k ou [ entiers naturels

OBIJECTIF : faire apparaitre une somme de termes de la forme e?*. Pour
cela : remplacer ch et sh par leur expression en fonction d’exponentielles
réelles et tout développer.( on peut si k ou | impairs appliquer la méme
méthode qu’au 5)

1
f ch(3x)sh?(x)e *dx
0

P(x)In(x)
P(x) Arctan(mx)
P(x)Arcsin(mx), P(x)Arccos(mx)

(P polynomiale, m réel)

OBIECTIF : faire apparaitre une fraction que I’on sait intégrer . Pour cela :
IPP en intégrant P(x) et dérivant I'autre facteur

In(x) ,Arctan(x) ou Arcsin(x)

le : u'(x) = P(x) et v(x) = In(x)

1
f ‘(1 = 3x)In?(x)dx

P(x)e™*
P(x)cos(mx) , P(x)sin(mx)
P(x)ch(mx) , P(x)sh(mx)

(m réel, P polynomiale)

OBIJECTIF : faire baisser le degré du polyndme jusqu’a obtenir une
constante.

Des IPP en dérivant P(x)etintégrant I'autre facteur

exp(mx), cos(mx)ou ...

Autant d’IPP que le degré de P jusqua obtenir un polyn6me constant .

1
f (2x% —x + 3)e **dx
0

sin(px)e™*
cos(px)e™*

OBJECTIF : obtenir une relation de la forme I = al + b. Pour cela :
Deux IPP en dérivant le sin (ou cos)et en intégrant 'exponentielle
Retrouver l'intégrale de départ et résoudre I = b + al

ou

OBIECTIF : obtenir une intégrande de la forme e“*9*, pour cela :

Passer en complexe sin(px)e™ = Im(e™*+P)*) donc une primitive de
e(m+ip)x e(M+ip)x

m+ip) .
—) . Il reste a trouver Im(
m+ip

i mx
sin(px)e™* est Im( v

f sin (4x)e~3*dx
0




P(x)
ax+b

OBJECTIF : écrire (—; sous la forme

0 2
il d

Faire la division euclidienne de P(x) par ax +b. Q est Ie quotient et c le q1-2x

reste.

x2+ax+b (x—a)  (x-B)
(décomposition en elements S|mples) Pour cela :
Factoriser le dénominateur: x2 +ax+b = (x — a)(x — B)

Chercher A et B tels que: Vx € Df, f(x) = L

x2+ax+b (x—a)(x—B) = (x—a)
B

x=B) "
R He=@) 1 1
Vx € Df,(x — a)f (x) = — A+ g Donc, B = )lcl_{r(lz e

t2+6t—7

ﬁ aveca’—4b >0 OBJECTIF : ecrlre— s [ e A fx; t

De méme, pour A .
1 B c

(x—a)(x=B)x~v)

BJECTIF : la f =
OBIJECTIF : écrire f sous la forme f(x) = (x = T + s
(décomposition en éléments simples). Méme méthode que précédemment.

x*+ax+b Factoriser le dénominateur : f(x) =

aveca® —4b =0

1 OBJECTIF : écrire f sous la forme f(x) = u'(x)u"2(x). Pour cela : J’x 1

————dt
9t2+6t+1

(x—a)?

1
x2+ax+b

1
aveca® —4b < | OBJECTIF: faire apparaitre%é intégrer . Pour cela: f ﬁd
-1
Ecrire x2 + ax + b sous sa forme canonique “[( +ﬁ) +1]
Faire le changement de variable t = %B

cx+d OBJECTIF : décomposer f(x) sous la forme A X -2 -+ B X fl Ll A
x*+ax+b R o 22t +2

w' ()
u(x)

.Pour cela
x2+ax+b !

unedes
formes
précédentes

Ecrirecx + d =§(2x +a)+ (d —%)
Distribuer le dénominateur sur ces deux termes.

ou a, b réels et P polynomiale @) formes

S OBJECTIF : décomposer f(x) = Q(x) + A X xzix:x':b + B x rixw ouQ f1t3 WIS o
x2+ax+b 7 t2 4+t

u' (x) une des

précédentes
polynomiale . Pour cela,
Effectuer la division euclidienne de P par Q.
Ecrire P(x) sous la forme Q(x)(x? + ax + b) + a(2x + a) + B ou Q
polynomiale .

i 1 ,
Distribuer ———— sur les trois termes .
xctax+b

z
Ou n entier naturel supérieur a 2 fw

1 OBJECTIF : Obtenir une relation entre I,, =
(2 + 1) a

(x2+1)" "

sdxetl, ; = f d
- s ez

xZ2+1

fW (x2 1)
dx pour obtenir une relation entre I,,et I, = f:,

(1+x%)-x> 1
(24D (k24101

2x

(x2+)n "
s
x) vr(x)

Décomposer X

{vIw

u
Faire une IPP pour intégrer u(x)v’'(x)
Faire apparaitre une relationl, = A X I[,,_; + B X I,
En déduire I,, en fonctionde I,,_,. Puis I,_,en fonction de I,,_, (...)

=~
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EXEMPLES

Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) = ,oua,b, c réels et a non nul.
Posons Q(x) = ax? + bx + ¢

1ercas: Ap= 0 i.e. Q est un carré . Cherchons une primitive de f:x —

ax%+bx+c

1
9x2+6x+1

f est continue sur Df = R\{_E} ; donc sur tout intervalle inclus dans Df, f admet des primitives. Et, sur chacun de ces intervalles, on a :

1
———dx = dx = = dx + cste.
f 9x2+6x+1 f (3x+1)? 3f (3x+1)? =3 (3x+1)2
de la forme u/ (x)u(x)"2 je fais appariatre ce facteur
aun facteur cst pres. et je compense

2¢er cas : Ag> 0 i.e. Q se factorise en deux facteurs de degré 1 a racines réelles distinctes. Cherchons une primitive de f : x — RE—

f est continue sur Df = R\{—7;1}; donc sur tout intervalle inclus dans Df, f admet des primitives.



1
2+6x 7 (+7)(x— 1) [(x 1) (x+7)]

Vx € Df, Dong, sur chaque intervalle inclus dans Df, les primitives de f sont les fonctions de la

forme (x - in |—| + Cste).
8 x+7

2¢rcas: Ap< 0 i.e. Q n’a pas de racines réelles . Cherchons les primitives de f : x = ————sur R.

Q 2+3x+4
f est continue sur Df = R ; donc sur tout intervalle, f admet des primitives et F: (x — f mdt) est la primitive de f sur R qui s’annule en 0.

2 2 2

2 = 32 = 3 T_T|% 3 A 3 =7|(?3

veeretaera= (042 ~aa= (042 47272 (e4d) +1] 4[(ﬁ(t+2)) r1] =2[(E) 1]
2X+3 5 2x+3 1 2 2x+3
— i - =2 (V7 =<
Donc, Vx € R, F(x) = [ [(2?3) " ] f (zm) +1 C:{/ fi qu Sdt= ﬁf% —dt= ﬁ[Arctan(u)]% \/_Arctan( = )+ cste.
4 7

N

xX+3

u

Les primitives de f sur R sont alors toutes les fonctions de la forme (x > \/_Arctan( 7 ) + c) tq c cste réelle.

ux+v

ax%+bx+c
Posons Q(x) = ax? + bx + c . Quel soit le signe de Ag, on commence par faire transformer : ux + v = Q’(x) + w. Ensuite, on utilise la

méthode ci-dessus.

%/I Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) = ,oua,b,c,u,vréels et a et u non nuls.

Cherchons les primitives de f : x = — surR.
2x%=x+1

Ay < 0.Par conséquent, f est continue sur Df = R ; donc sur tout intervalle, f admet des primitives et F: (x - fox thz Stil dt) est la primitive
de f surRquis’annuleen 0.Vt € R, f(t) = 2ose 2o _2 @D 431 pon i t h sont contin rR

ur R qui s’annule en 0. (@) = e T s = aar—ran T 22os - Done, puisque g et b sont continues sur R,

il - 42ttt
g(t) h(t)
__x(4t1) ix 1 __E 2 _ i
Vx ER, F(x) = 0 2c7ti1 2o th—c+1dt_ 4ln|2x x+1|+4H(x).
H(x)

Ensuite pour calculer H(x) , il faut appliquer la méthode illustrée précédemment . Ici, A, < 0.
RPN FPSEN | DD IOUNE\ G TNE Y VAR ACEN 2 BT EEA R A
vVt €ER,2t t+1_2[t 2+2]—2[(t 4) 16+2]—2[(t 4) +|= 16[<\/_(t )) +1—8(ﬁ) + 1.

2 77 ) + %Arctan (\/%)

8 1 V7
Donc, H(x) = [ th —d —f t==_f ——du= T_Arctan(

& 1) v

Ainsi, F(x) = —%lanx —-x+1| +Z X \/—7Arctan (4’}1) +-X \/—_Arctan (ﬁ)

Les primitives de f sur R sont toutes les fonctions de la forme : (x - —Zln|2x -x+1|+ W_Arctan( 7 ) + cste)

. . . P N .
3&, Méthode pour intégrer les fonctions de la forme f(x) = ﬁ ,ou a, b, c réels et a non nul et P polynomiale

de degré supérieur a 2
Posons Q(x) = ax? + bx + ¢ . Quel soit le signe de Ag, on commence par faire la division euclidienne de P par Q. Ensuite, on utilise les
méthodes ci-dessus.

-1 1-2t*
CalculonsI = [
2_24_
1 t2-2t-15

dt.

f@)
Vvt € R,Q(t) =t? — 2t — 15 = (t — 5)(t + 3). Par conséquent, f est continue sur Df = R\{—3,5} donc sur [-1 ;1]. Ainsi, I existe.
=2t*+1 2
t- —2t—15
—(—2t*+4t3 +308H) | —— - —68(2t-2)—
( ) 202 — 4t — 38 Alors,Vt € [-1;1], () = — _(t2-2t-15)(- Zztz 4-38)71360-569 _ o502 oo 400 esgzr 2)-705
—4t3 _ 3Ot2 +1 , t (22;‘ 31)5 L t2—-2t-15 , 2t-3) Jos :tl —Zt—::lls
—(~4¢% + 8t2 + 60¢) f() = =2t =4t =38 = 68 52 20 — 705 o = 207 — 4t = 38 — 68 5 E e el
—38t%2 — 60t + 1 —[_2/3_942_nagr_ 2 _ 9 _ 705,
(3862 4 75t +.570) Donc,l_[ 2¢3 — 22 — 38t — 68In|t? — 2t — 15| — |H3|]
—136t - 569
~ 705 232 1249
Ainsi, [ =2 — 2+ 38 — 68In(12) — =°In(3) + > + 2 + 38 + 68In(16) = 2> + 136In(2) — —=—In (3).

IV Méthodes pour trouver une primitve

3} Nous cherchons une primitive de f sur I'intervalle I (ou toutes les primitives de f sur I):une primitive de f est est
souvent notée f f(x)dx. Vous trouverez des calculs de primitives utilisant cette notation. Pour ma part, je vais
revenir a un calcul d’intégral classique en suivant la méthode suivante :

A. \ustifier que f admet une primitive sur cet intervalle I .... Si f est continue sur l'intervalle I , alors f admet
des primitives sur I.
B. Regarderlaformede f:
» Soit je reconnais dans I'expression de f une dérivée usuelle (tableau 1).
» Soit je peux transformer f ( par linéarisation ou « bidouille » ou décomposition en éléments simples)
afin de I’écrire f comme une somme de fonctions dont je connais une primitive . Dans le tableau 2, cela
correspondant aux cas ne nécessitant ni IPP ni de CV (*).



)

b

26

» Soit le calcul d'une intégrale de f nécessite IPP ou CV (cas ** du tableau2). Dans ce cas,
= Je choisis un élément a dans | et j'introduis F: I - R, définie par: F(x) = f;f(t)dt.
= J"invoque le cours pour affirmer que F est une primitive de f sur .
= Je calcule F(x) avec les méthodes du tableau précédent .

: imiti __hw
Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = TGS
f est continue sur I =]0, +oo[ donc f admet une primitive sur I'intervalle I.
21n(x)

_ In (x) _1 1 N . .
flx) = TS — 2 TranG — z () Donc les primitives de f sur I sont les fonctions de la forme : (x +
%ln(l + (In(x))?) + ¢) tq c constante réelle.

Aol X
Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = =
f est continue sur [ =] 2 ,+oo[ donc f admet une primitive sur l'intervalle I.
( )(1 3x)+
VxEIf(x)—\/1 == v +§W —( 3)(1—3x)2——( 3)(1—3x) 2,
’(X)u(X)Z w (Dulx)” 2
3 1
Donc F: <x - % (1_§x)2 —% (1_§x)2> est une primitive de f sur I.
2 2
Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = x?Arctan(x) sur R.
f est continue sur R donc f admet des primitives sur R.
fthA tan(t)dt t3A t (t)x fx e dt x3A tan(x) f t(t2+1)_tdt
rctan = |=Arctan — | = rctan(x) — = | ————
_ 3 _ 31 +t?) 3 3) (1+1¢?)

—x3A tan(x) 1fxt 12t dt—x3A tan(x) L[ 1(1+2)+ t
—3 rctan\x 3. 2(1+t2) —3 recrtan\x 3 2 n X cSste.

3
Les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme (x ~ %Arctan(x) - %x + gln(l + x?) +¢) tel que ¢
constante réelle.

Lo 2x34+3x—
Exemple : Cherchons une primitive de f(x) = %

Notons N(x) = 2x3 +3x — 1et D(x) = x* + x + 1.Ap< 0. Donc Df = Ret f est continue sur ' intervalle R. Par conséquent, f admet des

primitives sur Ret F: (x ~ f f(t)dt) est celle qui s’annule en 0. Cherchons une expression de F en calculant F(x) = fx zzzjill.
e Effectuons la division euclidienne de N par D :
3
2t°+3t—1 2 +t+1
—(2t3 +2t2 +2t) Tot—2
—2t24t—1 Donc,2t3+3t—1=(t?+t+1)(2t—2) + 3t + 1.
—(=2t?=2t-2)
3t+1
Et par conséquent,
(t2+t+1)(2t-2)+3t+1 _ 3t+1 _ S@t+1)— _ 3(t+41) 11
VEER, f(t) t2+t+1 (Zt 2) + t2+t+1_(2t 2) + t2+t+1 M t3 2024641 2624641
0 S I Sk
g@®) h(t)
*(, g et h sont continues sur R donc, Vx € R F(x) = fox Q(tdt + %foxg(t)dt - %fox h(t)dt
H(x)

3 1
F(x)=x%— 2x+§ln(x2 +x+1) ——H(x)

-CalculdeH(x):VtER,t2+t+1=(t+%)z——+1=(t+—)2+i=z[ (t+ +1] %[ﬁ)2+1]

4 2 4 V3
x 4fzx—‘/§1 1 «/Ed fz’}? 1
HEO = [} g de =47 a = * Biu==2
03[(2%1) ] [( ) 1] EZH 3% [uz+1] 2 ﬁ% [uz+1]
=
du:%dt
dt:?du
t=0<:>u:%§
tzx@u=2x+1

2x+1

H(x) = = [Arctan(u)] 1«/3 -2 [Arctan (ﬂ) — Arctan (L)] NG [Arctan (2X+1) E].

V3

@l

eAinsi, Vx € R,

Arctan(z’g‘) N

V3 vl

2x+1 3
f/i )—E]=x2—2x+gln(x2+x+1)—

F(x)=x%—-2x+= ln(x +x+1)———[Arct n( p



eAlors, F — GL est une autre primitive de f sur R. Et les primitives de f sur R sont toutes les fonctions de la forme (x — x% — 2x +

V3
Arctan 2t
gln(x2 +x+1)— \/E( =) + cste). Autrement dit,
Arctan s
ff(x)dx=x2—2x+§1n(x2+x+1)— ﬁ(ﬁ)+c5te.

Méthode : Quand le théoréme d’IPP ne peut pas s’appliquer partout : deux exemples
Recherche d’une primitive d’Arcsin

Arcsin est continue sur [-1,1] . Donc, F: (x ~ fox Arcsin(t) dt) est une primitive de Arcsin .
Calculons F(x) = foxArcsin(t) dt. Je souhaite appliquer le TIPP avec u(t) = Arcsin(t) et v(t) = t . u’ n’étant définie et
t

dt .

continue que sur] — 1,1[, je vais fixer x €] — 1,1] . Alors , F(x) = fox 1 X Arcsin(t) dt = [t X Arcsin(t)]¥ — fox —

=2 dt = xArcsin(x) + V1 — x? — 1. De plus, F est continue en 1 eten -

Jic2
1 ;donc, F(1) = xll_)r{l_ F(x) = ler{l_ xArcesin(x) +V1—x%2 —1 = g —1.Demémeen—1.

Donc, finalement, V x € [—1,1], F(x) = xArcsin(x) + V1 —x2 — 1.

Posons G = F — 1. Alors, G : (x - xArcsin(x) + m est une primitive de Arcsin sur [—1,1] .

Rque : G étant une primitive de Arcsin sur [-1,1] , G est alors dérivable en —1 et en 1 (ce qui n’est pas évident lorsqu’on regarde
son expression contenant Arcsin et Vx2 — 1 non dérivables ni en 1 et ni en -1) et G’(1) = Arcsin(1) = %et G(-1) =

Arcsin(—1) = —g.

. 1 X
Donc,¥ x €] — L,1[, F(x) = xArcsin(x) + /]

1
Calculde [ = [ tin(t)dt .
tin(t)sit €]0,1]
Osit=0
Calcul : la méthode préconisée pour intégrer le produit d’un polyndme et d’un logarithme est I'intégration par parties en posant
u(t) = une primitive du polyndme et v(t) = In(t). Mais v = In n’est pas dérivable sur [0,1], donc je ne peux pas appliquer le
TIPP sur [0,1] mais je peux I'appliquer sur [x, 1] avec x €]0,1].

Existence : Posons f: (t - { ) f est continue sur [0,1] ; donc, [ = folf(t)dt existe .

Posons F: (x » flx tin(t)dt) une primitive de f sur [0,1] (d’aprés le théoréme fondamental).
Alors I = F(1) — F(0) = —F(0) . Or F est continue en 0 ; donc, F(0) = lirgl+ F(x). De plus,Vx €]0,1],
X—
x 2 x 2 1 x? 1 ,x x? 121
P = [Tn@de = [Fin @] =5 xpde =G =3[ tde = SinG) - 3[5]
u(t):g
v(t)=In(t)
Clsur[x,1]et
u'(t)=t
V' ()=;

x? x? 1 . x? x% 1 1. . 1
Donc, Vx €]0,1], F(x) = 7ln(x) -+ Alors, F(0) = ,}H{,L?ln(x) - +; =7 Ainsi, I__Z'

Controle gualité : sur [0,1],tIn(t) < 0,donc! < 0. OK!!



POUR ALLER PLUS LOIN :

X2 +1 Faire le CV: x = sh(t)
Idem pour P(x)\/m Appliquer les formules de trigo hyperboliques ou remplacer par des exponentielles.

ol P polynomiale.

x2 —1 Fairele CV: x = ch(t)
Idem pour P(x)\/m Appliquer les formules de trigo hyperboliques ou remplacer par des exponentielles

ou P polynomiale.

V1 —x? Fairele CV: x = sin(t)
Idem pour P(x)V1 — x2 Linéariser
ou P polynomiale.

2
Vx*+ax+b Ecrire x* + ax + b sous la forme [( )
FaireleCV: t = 7 pour se ramener ay/t2 + 1

2
V—x*+ax+b Ecrire —x* + ax + b sous la forme [1 — (—) ]

FaireleCV: t = ﬂ pour se ramener é\/ 1—t?

;-\

]

%
< |+

1
OBJECTIF : faire apparaitre — ——a intégrer
T pp \/— \/— g
vx2+ax+b 4B
avec a, b réels Ecrire de x* + ax + b sous la forme canonique [(T) +1]
Faire le changement de variable t = %
1 OBIJECTIF : faire apparaitre *a intégrer
2
v=x?+ax+b B2
avec a,b réels,a? + 4b > 0 Ecrire —x* + ax + b sous la forme [1 — (T) ]
Fairelecv: t = £

P . . . 1 N .
Méthode pour intégrer les fonctions de la forme JZ——b ,oua,b,créels et a non nul.
ax“+bx+c

Suivant le signe de a, en mettant /|a|, on se raméne a intégrer une fonction de laforme g : (x - —) ol a et 8 constantes.
JEx2+ax+p

. s . 1 2 1
Etudions sur un exemple comment calculer une intégrale d’une fonction g de la forme (x - —) . Calculons I = | dx.
—x2+ax+B 1 \ax—xZ

=g9(x)
g est continue sur [1,2] donc [ existe.

4x —x? = —[x? — 4x] = —[(x — 2)? — 4] =4—(x—2)2=4[1—§(x—2)2]=4[1—(5—1)2].

1 _ 12 1 _ 100 _ _ _\_r
Donc, I = | [i-G-1)] =3k ) dx E{, 2 ——WZ du=° W— du = [Aresin()]’s = = —aresin(=3) = .
2 2 x

du= deledx 2du

x=1ou=—;
x=2u=0

. N . 1 2 1
Etudions sur un exemple comment calculer une intégrale d’une fonction g de la forme (x - 7) . Calculons [ = f dx
VxZtax+p 1 Vx2+x

=g9(x%)
. . 2 _ 1?2 1_1 1 2
g est continue sur [1,2] donc [ existe. Vx E R, x* +x = (x + E) -2= Z x + — -1 Z [2x +1)-—1].
2 1 2 1 105 1 1 5+2v6
Dong, I = [[————dx=2[ ———dx = = du = =[n@+vuz-1)5 =
! \Ifi[(2x+1)z_1] 1 J(@x+1)2-1 u_é—zﬂ 273 Vu?-12 (3+2\/7)
du=2dx i.e.dx:%du
x=1ou=3
x=2eu=5

Méthode pour intégrer les fonctions de la forme / +x2 + 1. (fait en cours)
Recherche d’une primitive de f : (u ~ V1 — u2).
f est continue sur I'intervalle [—1; 1] donc admet des primitives sur cet intervalle et F: (x + fOxVI — u?du) est la primitive sur cet intervalle

qui s’annule en 0.

vx € [-1;1],F(x) = foxv 1—u2du = fOArCSin(x) — (sinf)2 cos(0) dO = fArcsm(x) cos?0 cos(6) do =
comme u€e[-1,1], car cos(6)=0
on peut poser u=sin(6) avec 66[—% g] quand 06[—%%]

ie.0=Arcsin(—x)
du=cos(0)deé
u=00=0
u=xo0=Arcsin(x)



Arcsin(x) cos(29)+1 do=t [sin(29) n 0]ATCSin(x):sin(ZArcsin(x)) +Arcsin(x) _ xy 1-x2+Arcsin(x)

Arcsin(x)
) cos?(8)de= . . " . .

0

x x 1—(5)2+Arcsin(£) [2_.2, 2 i (X
ali\g) tAresin(y) xva“—x“+a“Arcsin
Alors, Vx € [_a; a]' fox a? — tidt = afox 1-— (E) 2dt = a? fevi-wrdn = a? z = —(‘1) '
a u\:£ 2
a

adu=dt

t=0u=0

X

t=xou==

a

Recherche d’une primitive de f : (u - V1 + uz).
f est continue sur I'intervalle R donc admet des primitives sur cet intervalle et F: (x = foxx/l + u?du) est la primitive sur cet intervalle qui

s’annule en 0.

vx € R F(x) = [XVI+uldu = [ T (she)? ch() d6 = [ “HY Jeh?a ch(B) do =
u=sh(8) i.e.0=In (u+vi+u?) car ch(6)z0
du=ch(0)do
u=06=0

u=xo0=In (x+V1+x2)
In (x+V1+x2) gh(2] VitxZ Tr <2 / 2 V y)
fln (x+V1+x2) ch? (G)dG fln (x+V14x2 )ch(29)+1d0 [sh(ZG) + 0] _S (2 n(x+vV1i+x )) + In (x+V1+x2) _X 1+x%+1In (x+V1+x2)

0 4 2 2
Recherche d’une primitive de f : (u ~ Vu2 — 1).
0, —1] et [1, +oo[ donc admet des primitives sur chacun de ces intervalles et F: (x + f_x1 vu? —1du)

2

f est continue sur les intervalles | —
est la primitive de f sur ] — oo, —1] qui s’annule en -1.

vx €] —o0,—1], [* vuZ = 1du - [T eRT ) =1 (~sh(6)) d6 =

w
Comme u<—1,on peut poser u=—ch(@) avec OeR*

i.e. O=In(—u+Vu?-1)

du=-sh(6)dé
u=-10=0
u=xe0=In(-x+Vx2-1)
_ 7_ - 7_1 VxZ= In (-x+Vx?-1)
_J-Oln( x+Vx 1)@511(6) do _ _ J-ln( x+Vx )Shz(e)de J-ln( x+Vx )ch(ZB) 1d0— [sh(zzg) 9]011 x+Vx

—
car 8=0 donc sh(6)=0

_ sh(@In(-xnF=T) | In(-a/) _sh(ln((—x+vx2—1)z))+1n( x+¢xz—) = (VT 4 In(x VD)),

4 2 4
lca‘r

sh (In (= + VT =1)")) = 2 (M) gm0 ) 1 (g v A=)

(VD - ) = (( e VEToT) - () ):%((_Hm)t(mﬂ)z):_me.

x2-1-x2

Méthode pour intégrer une fonction de la forme f : (x ~ \ax?+ bx + c).
Suivant le signe de a, en mettant +/|a|, on se rameéne a intégrer une fonction de laforme g : (x - Ex% +ax+ B) ou a et f constantes
Etudions sur un exemple comment calculer une intégrale d’une fonction g de la forme (x -/ —x2 +ax+ ﬁ) . Calculons [ = fol Vx —x%dx.

=9(x)
g est continue sur [0,1] donc [ existe.
e il =m (= m ] 2 (e Y ik D = — 20— 102
x—x“=—[x*—x] = [(x 2) 4]—4 (x 2) —4[1 4(x 2) —4[1 (2x —1)=].
1 1 11 1,1 1 1,1
Done, I = ,2[1 —(2x = 1D?dx = |, SV1—(2x - 1)?dx ; Ef—1V1_u2§ du=;f_1\/1—u2 du ; ()
u=2x-1 u=sin (t)
du=2dx i.e.dx:%du
x=0u=-1
x=1leu=1
Etudions sur un exemple comment calculer une intégrale d’une fonction g de la forme (x - /x2 + ax+ﬂ) . Calculons I = fol Vx?2 —3x+5dx.
=g9(%)
g est continue sur [0,1] donc [ existe.
2_ B POV A COEY DRSSOV \ GO E W U AV \ GO D EY VP TR\
x 3x+5—[(x 2) 4]+5—(x z)+4_4[11(x 2) +1=7 Jﬁ(x 2) +1)
2 2 -1
N | V) Vit (2 (3 = NEER N u o e AR =
Done, I = j4 [(m(x 2)) +1]dx— —J (m(x 2)) +1dx z . f_%\/u +1=-du ol ()
u:‘/%(x—g) u=sh (t)

=2 gy iede=""t
du—mdx i.edx= 2 du

Jc-Ol:vu——i
- YT
x=leu=—t

- Vi






