Mathématiques, PCSI

TD1

Récurrence. Sommes et produits finis. Premiéres suites. Systéemes linéaires.

| Cours
EXO
n, P et N sontdes entiers telsque P < N. x et A des réels.
1. VRAI OU FAUX ( justifier ) 2. Compléter :
a. Xh=1(A+ @) =4+ Yy o a. SoitS,(x) =y, ("t 1 (x* +2n—k)
. - k= .
b XPoy(ax + by) = Tioy ax + e by P . (’55 l)
c- Z‘l]:zl(ak X bk) — (Z‘II’CI,ZI ak) X (Z‘;{'L:l bk) 2 S (;)”"_'“ii;;” ’ n+1 T etesssssssscsssssssssssessssssanane
d X perap(@ X by) = Sz ) X By be) iy o
b, YkIi(rsz + bx—1) = Xie=.. @y + Xji=... by
e. Yi=1(Aay) = A¥j=1ax (k-1)a, XTI a
£ e Ga) = AT @ ¢ Me=s™ 75 =750
n -
g k= afclblrcl = [H2=11 ax X Hﬁ:i b | Ao Yicijen @ij = Xlme vee e e = Dl ge o vee ven v
h. ( k=1 ;) x ( 1l:=1k_z) = 1I:=1k_3 € Dicicjon Bij = Djmee v vve s = DiZgecee see von e
i R 2o xR, 30 =30, 68 £ YN p(ak — Qpog) = e e
i (MRo, 29 x (TTr2, 3%) = [1h., 6F g. 5P+ 5Pl 4 5P*2 4 .4 5N 4 5N+l — |
Ko Ypckcien Qe = S p SN pay = SN 3N L ay h. 92— 16 +225 - 362+ - +225 =2--~ 2
I Xpckien @k = YiLp Xh=p Qe = X=p Litp Ak i ( (;l) + ( 111) + ( Zn) + ot (Zn 11 1) + (ZZ) =..
o 1= = (1 = 2) (s erer e v ven)
ke 14220 = (14 2)(Coroer e e e enn)
[ N LAl (I Y | (R }

Il Calculs de sommes et produits

Ex 1 Soit (n,p) € N* X N. Ecrire, avec des coefficients binomiaux :
[losk<2nk

k pair
1. A, = __xpair
[l osksan k
k impair

_n (n—k+1)
2. P"_Hk=1(2n—k+1)

3. Qn=Ilizo(n(n+p) —k(k +p))

Ex 2 TECHNIQUE DE BASE. Savoir-faire absolument !
Calculer les sommes et produits suivants (p et n sont des entiers naturels et x un réel) :
1. S, =Y, (-D*Qk+1)
2. T,(x)=Y3n,2k1x173% oux # 0.
n+2

3 U =T (" °)5 =Tk (e g) e W= T (3 1) =

_ 3n+2k n

8. Hm) =223 (Cer + (i 1 1)3% — 5k +2)9)
5. E,(x) = Ziﬁo e
6. Py(x) = [Tfoox?*!

n
7. Q) =Ir=0 3(k)_

_ 2j+1

8. Rn = ;lzozj——3 5

Ex 3 LES CLASSIQUES. Savoir-faire absolument !
_wn Mm—1\ . .
1. Calculer U, =}, (k o 2) oun € N
2. Calculer B, = Y}-o (i;{l) etl, = Dro (Zkzi 1) oun €N
3. Calculer S, = Z’,}zzﬁ oun € N\{0; 1}. En déduire la limite de (S,).
5k+8 A

-+ L + L. En déduire
k-2

4. Déterminer trois réels A, B et C tels que :Yk € N\{0,2}, PrTTPTERrT e e

5k+8
lim Y} ,———.
e Yi=3 16k+8k2—8k3

5. CalculerS, =Yr_sn (1 — k(k+1)) oun € N\{0; 1; 2}. En déduire la limite de (S,,).
6. Calculer S, = Y%_o(2k? + k — 1)37¥2% oun € N.

7. Calculer S, = Y= (Z) (%) oun € N.

8. Calculer S,, = YXits (I;) etT,p, = Xito (Z) oun,pentiersetn >p = 0.




Ex4Soitn ENet S, = Z=0(2n+1

K ) Effectuer le changement d’indice p = 2n + 1 — k et en déduire la valeur de §,,.

Ex 5 Montrer (de deux maniéres : par récurrence et par télescopage) que : Vn € N*, Yy kxk!=((n+1)!-1.

Ex 6 Télescopage

n
1. Calculer W, =[lr_o(1— 2) et Y, =l %((5))
k+1

En déduire la limite de (S,,).

2. soitn € N* Calculer S,, = Y p- 1(k+1),

3. Soitn € N* Calculer S, = En déduire la limite de (S,).

k=1 1+24-+k’

4. Soit k € N*. Simplifier 1+ >+

.En déduire S,, = >3-, |1 + S+ tqn e N*.

(k+1)2 (k+1)2
x a
4x%+1 2x242x+1  2x2%-2x+1

En déduire la limite de (S,).

. . . (g k .
5. Déterminer deux réels a et b tels que : Vx € R, . En déduire §,, = Z’,}=1m ,n € N*,

. X _won 1
6. Soitn € N*.Calculer S,, = Zk:lJ_TNE'

—yn 1 -
Ex 7 On poseSn—Zkzl\/E. k+1 2\/_ Jim
Ex 8 Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u;, = (ki—p) et Yn € N% S, = 712:1(k+p)~
k k

1. Montrerque: VK EN, (k+p + Duyyq = (K + Duy.
2. Endéduire que:V¥n € N*,S, = ﬁ((n + Du, — 1).

! o . .
3. MontrerquevVn € N,0 <u, < m. En déduire la limite de la suite (S,,) quand n —» +oo,
Ex 9 1) Montrer que V(k,n) € (N\{0,1})? k(k — 1) (Z) =nn—-1) (n - ;) En déduire S(n) = Yi_ok(k — 1) (Z),n € N.
2) Soit (n, k,i) € N3tel que k < i < n.Montrer que (?) (;{) = (k) (?l _I:) En déduire S;, = Y g<k<i<n (Tll) (;() n € N.
Ex10Soitn € NetS, = Y7 ( )4ket T, = 28 ( 2n )4¥. Calculer S, + 2T, puis S,, — 2T, En déduire S, et T,
k=0 k=0 2k +1 . n n PUIS Op n- eduire 5, € n-

Ex 11 En appliquant une méthode analogue a celle employée pour calculer Y¥_, k? et Y1_, k3, calculer X 7_, k*.

Ex 12 Calculer les sommes doubles suivantes (n et p désignent deux entiers naturels tels quen > 2 et p > 3)

1. S, = 235511:1557;—_23 a 4. S, = lei,jsn min (l']) 7. S, = 21<k<1<nl
2. S,=Y", Z?:o(l _ Zi)zij 5. S, = Z:lsi<jsn.2§ + 3j 8. S,= Zo<z<1<n (Jl)
3. Sp=TastjenCi +))? S S =Zdstjen2

Ex 13 Soit € N*. Calculer P, = [1; jyeq1n2 ¥ - En déduire T, = [1<icjcn U-

Il D’autres applications de la « FBN »
Ex 14

1. Soita,b,c,d des entiers. Justifier que : (a +h2=c+dV2 = {Z : 2)

Montrer que : Vn € N, 3(a,, b,) € N?/(3 + Zﬁ)n =a, +b,V2.

Trouver une relation entre a,, b,,, G414, bp41.En déduire que les suites (a,,) et (b,,)sont strictement croissantes.
Montrer que Vn € N, a2 — 2b% = 1.

En déduire que I’équation x2 — 2y% = 1 admet une infinité de couples d’entiers naturels (x,y) solutions.

ihwnN

n
Ex 15 Montrer que : Vn € N*, (1 + \/%) > n.

IV Suites particulieres

Ex 16 Donner une expression explicite des suites récurrentes définies de la maniére suivante :

vn, U1 =3+ u, \n2+n
1. { v, [Ti—o i = (‘)

Uy = 2 3
_ 1
2. {Vn, Un-1 5 < Uy =1 etVn,up,q = u, +n?—3""72
ul -

Uy =1 etvn,u,.; = (n+ 1)e™u,.
Uy =2etu; =1letvneN,(n+ 2)u,,, = n+1)u,.
uy=—-1letuyy=1letvneN,u,,, =1—-3n+u,.

3.

{Vn,unH 123
4. vn, )i Ouk—( )

SOOI D



Ex 17

vn € N,u,,.q = 5u, + 4v, et v, = 4u, +5v,
Uy =2,v,=1 ’

a. Montrer que la suite (u,—v,) ey €St constante et la suite (u,+v,)ney €5t g€ométrique.

b. En déduire des expressions explicites de u,, et de v,.

2. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que uy = 0 et Vn, Uy, = %

1. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que : {

U, = —.
1+uy,
a. Justifier que vn € N, u,, et v, existent .

b. Montrer que (v,,) est arithmétique. En déduire une expression explicite de u,,.
3. Soit (uy,) une suite vérifiant : Vn € N, u,,, = %(unﬂ + uy,).
a. Montrer que la suite (U1 —Uy )ney €St géométrique.
b. En déduire une expression de u, en fonction de n et de u, et u, .
uO = 1
vn €N, u,, = 3untl etVn € N, v, =
2unt+4

1-2uy
1+u,

Ex 18 Soit u et v les suites définies par : {

1. Montrer que les suites u et v sont bien définies.
2. Montrer que v est géométrique.
3. Endéduire une expression explicite de u, et lim u,.

n-+oo
uo = 0
vn € N,u,,; = 2u, + 3™
1. Montrer que la suite v définie par : v, = Z—Z est arithmético-géométrique.

Ex 19 Soit u la suite définie par : {

2. En déduire une expression explicite de u, et lim u,.
n—-+oo

V Systémes linéaires

J'essaie de faire apparaitre un coefficient égal a 1 puis j'utilise cette ligne ( que I'on aura passé en L,) pour
faire disparaitre I'inconnue corresnondante sur les lignes en effectuant des obérations de la forme L: « L. + AL. .

Ex 20 Résoudre les systémes linéaires suivants d’inconnues réelles xy, x, ..., X,,, X, ¥, z, t et de paramétres réels

Je vérifie
a,b,c,m,p,q et/ou A.

chaque
{ 2x—=3y=1 5x —z=-4 —3x+2y+2z=12x équivalence
2x+3y=-3 8 2x—y—z=-3 13 —2x+y+2z=2 en écrivant les
5 {3x —6y=-3 ’ 8x+3y+5z=-1 ) —2x—2y+z=12z opérations
) 2x—4y =2 6x+y+z=-3 —2x—-2y+t=2t dans les deux
3, {3x +5y=2 mx+y+(m-1)z=3 14. Soitn € N\{0,1,2,3}. sens et en
2x + 4y =2a 9 m-Dx+y+(m-1)z=9 X +x,=0 m’assurant
' {x+y=m -3 x+y+z=0 X+ %, +x3=0 que je ne
2x+2y=-m ax+by+z=1 X, +x3+x,=0 divise pas par
mx+y=m+1 10. \x+aby+z=1 (5): : el qui
. { : un réel qui
—2x—-my=m x+by+az=1 Xp—p +Xp_1+x, =0 pourrait étre
2x+4y—5z=-8 x+y4+z=0 Xp1+ X, =0 nul (par
6. 3x+9y—-8z=1 11. Sb+)x+(c+a)y+(a+b)z=0 indication : distinguer les cas exemple, s'il
4x+17y—11f=41 bex +acy +abz =0 n=3pn=3p+letn=3p+2 dépenc!d’un
5;:33; -:_ZZZ=_61 X+y+z—4t=—1 parameétre).
23’7 _ 5, ) 2x—3y—8z+7t=8
7. Xty —7z=— " Yx+3y+5z—10t = -5
2x—2y+3z=5 4x—y—62—t=6
—-x+3y—z=0

Ex21 1. Dans le plan munid’un repére orthonormé (O, 1,7 ), déterminer les points d’intersection :
a. entre 'hyperbole d’équation xy = 2 et la droite passant par A(3,4) et dirigée par7—J .
b. entrelesdroites d’équation 2x —3y =2et7x —2y =1.
1. Dans l'espace muni d’un repére orthonormé, déterminer les points d’intersection des plans d’équation :
4x —3y+5z=2et7x—2y+3z=1.

x3y?2z6 =1
Ex 22 Résoudre (S): x4y5212 = 2. Indication : appliquer une bonne fonction qui permet de se ramener & un systéme linéaire.
x%y?z5 =3
Ex 23 Soit a b, ¢, d des réels .
. . . d b v
1. Onsuppose ici que ¢ # 0. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\ {— —} ,ax+ = .En
@ cx+d cx+d
déduire une primitive de f: (x = 1_2x).
3x+5
2. Onsuppose ici que ¢ # d. Montrer qu’il existe deux réels U et I/ tels que : Vx € R\ {— g} —ad  _ U4 ¥ g
. pp q . q gpe: cJ ' (x=0)(x-d)  x—c = x-d’

100 _1
k=1jzik

déduire lasomme S = )}

Ce sont des décompositions en éléments simples.
Cf chap suivant.




