Mathématiques, PCSI

Corrigé DLO

Ex 0 Les phrases suivantes sont-elles VRAIES ou FAUSSES ? justifier votre réponse (n’hésitez pas a faire un dessin pour
certaine réponse).
1. F3AER/Vx€ER,(x <A = x3 < —1000000). VRAIA = —10 convient puisque la fonction « cube » est strictement croissante

2. Vx ER,(x*> 16 & x > 2). FAUX carx = —4 vérifie x* > 16 mais ne vérifie pas x > 2.

3. ApeN/VneEN,(n=p = In(n*+ 1) = 1000). VRAIL Carln (n® + 1) > 1000) & n? + 1 > 1% < n >e190 — 1, Or, €100 — 1 <
15 X 1027, Donc p=15 x 10?7 convient.

4, vneN,3peN/e™ <p. ). VRAIpour chaque n € N, on pose p le plus proche et strictement au dessus de e™ convient (cet entierp
le plus proche et strictement au dessus de e™ est p = |e"] + 1)

5. 3AeN/vn e N,e™ < A. FAUX car lirP e™ = 400, Donc la suite (e™) n’est pas majorée.
n—-+oo

Ex 1 Soit n un entier naturel. Montrer par contraposée que sin? — 1 n’est pas divisible par 8 alors n est pair. Indication : on

écriran modulo 4.

Supposons que n n’est pas pair i.e. n est impair. Et montrons que n? — 1 est divisible par 8.

On sait qu’il existe un entierktelque: n = 4koun =4k + 1oun =2 + 4k oun = 3 + 4k. Comme n est impair, seuls

deux cas sont possibles: n =4k +1oun =3+ 4ktelquek € Z.

lercasn =4k + 1telquek € Z.Alorsn? — 1 = (4k + 1)2 — 1 = 16k? + 8k = 8(2k? + k). Donc 8 divise n? — 1.

2&mecasn =4k + 3telque k € Z. Alorsn? — 1 = (4k + 3)?2 — 1 = 16k? + 24k + 8 = 8(2k? + 3k + 1). Donc 8 divise
2-1.

Ainsi, si n estimpair alors n? — 1 est un multiple de 8. Et par contraposée, si n?> — 1 n’est pas divisible par 8 alors n est pair.

Ex 2 Soit u la suite définie par : u,

2t V1 € N,upyy = = (1 + duy + [T+ 24u,).
1) Montrerque:Vn €N ,u, = §+2in+§ zzn;_l
2) Endéduire lim u, .

n—-+oco

xn+1_1

3) Onrappelleque six #1etn € Nalors1 + x + x% + -+ x" =

Calculer S, = YR_oux = uO +u; + uy + -+ + u, puis déterminer lim S,.
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1) Posonsv, = g+2—n+—>< —.—Montrons par récurrence sur n que la propriété H(n) : = v," est toujours vraie.

c
+—+-X—=et Uy = (1 + 4u,, +./1 + 24u,).Par conséquent,
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= VUp41. C’estgagné!!

Je saisqueu, =

i ) A0re 5 i _r, 1,1 1o _r,1,2.1
Conclusion : J’en conclus par le théoréme de récurrence simple que Vn € N,u,, = 3 + P + 3 X i3 + o + 3 X e
2) Comme |1| <let |l| <1, lim L -0= lim =.en déduis que; lim u, = L
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3) Deplus, S, = kO( +Zk+ X4k)_ k03+2k 02k+ Zko (Tl+1)+ (()) +EX 1(_4()1) =gn+g+ 12%% +g>( 1:}%%.
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Ainsi, lim S, = +oo.
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