
 Mathématiques,PCSI  

COLLE 1 
 

QDC : Enoncer et démontrer les formules de somme des carrés  des entiers consécutifs compris entre 1 et n 
Ex 1  Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Calculer  𝑇𝑛 = ∑ [4𝑘3 + 6𝑘2 + 4𝑘 + 1]𝑛

𝑘=0  de deux manières et  en déduire 𝑉𝑛 = ∑ 𝑘3𝑛
𝑘=0 .  

Ex 2 Résoudre le système{{
𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑥, 𝑦) = 540
𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑥, 𝑦) = 18

 d’inconnue (𝑥, 𝑦) ∈ ℕ2.  

Ex 3 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer 𝑃(𝑛) = ∏ 3
(

𝑛
𝑘

)𝑛
𝑘=0 . 

 

QDC : : Enoncer et démontrer le théorème de la division euclidienne. 

Ex 1 Montrer que∀(𝑘, 𝑛) ∈ (ℕ\{0,1})² 𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘

) = 𝑛(𝑛 − 1) (
𝑛 − 2
𝑘 − 2

). En déduire 𝑆(𝑛) = ∑ 𝑘(𝑘 − 1) (
𝑛
𝑘

)𝑛
𝑘=0  𝑜ù 𝑛 ∈ ℕ 

Ex 2 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer, avec la méthode d’Euclide, 𝑃𝐺𝐶𝐷(15𝑛2 + 8𝑛 + 6,30𝑛² + 21𝑛 + 13) 

Ex 3 On pose 𝑆𝑛 = ∑ 𝑘 2𝑘.𝑛
𝑘=1  

1) Montrer que 𝑆𝑛+1 = 2𝑆𝑛 +  2𝑛+2 − 2.  

2) En déduire 𝑆𝑛.  

 

QDC : Enoncer et démontrer la formule du triangle de Pascal.  
Ex 1  Soit 𝑛 ∈ ℕ.  

1. Soit 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Calculer  𝑆𝑛 = ∑ (
𝑘
𝑝

)𝑛
𝑘=0 .  

2. Retrouver, grâce à 𝑆𝑛 , la valeur de ∑ 𝑘𝑛
𝑘=0 .  

Ex 2 Soit 𝑛 ∈ ℕ.  
1. Trouver deux entiers relatifs 𝑎 et 𝑏 (qui peuvent dépendre de 𝑛) tels que 𝑎(𝑛2 + 𝑛) + 𝑏(2𝑛 + 1) = 1. 
2. En déduire 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑛² + 𝑛, 2𝑛 + 1). 

Ex 3 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Calculer 𝑆𝑛 = ∑ (
𝑛 − 1
𝑘 + 1

)𝑛
𝑘=1 − 2(𝑘 + 1)2 + 22𝑘−13𝑛−𝑘. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
Ex 1  Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Calculer  𝑇𝑛 = ∑ [5𝑘4 + 10𝑘3 + 10𝑘2 + 5𝑘 + 1]𝑛

𝑘=0  de deux manières pour en déduire 𝑉𝑛 = ∑ 𝑘4𝑛
𝑘=0 .  

Ex 2 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Démontrer que 6 divise 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2). 

Ex 3 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer 𝑋𝑛 = ∑ (
2𝑛
2𝑘

) 9𝑘𝑛
𝑘=0  𝑒𝑡 𝑌𝑛 = ∑ (

2𝑛
2𝑘 + 1

) 9𝑘𝑛−1
𝑘=0 . Calculer 𝑋𝑛 + 3𝑌𝑛  et 𝑋𝑛 − 3𝑌𝑛. En déduire 𝑋𝑛 𝑒𝑡 𝑌𝑛. 

Ex 4 𝑆𝑜𝑖𝑡 (𝑛, 𝑝, 𝑖) ∈ ℕ3𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Montrer que (
𝑛
𝑖

) (
𝑖
𝑘

) = (
𝑛
𝑘

) (
𝑛 − 𝑘
𝑛 − 𝑖

). En déduire 𝑆𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑖

) (
𝑖
𝑘

)0≤𝑘≤𝑖≤𝑛  .   

Ex 5 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer 𝑃(𝑛) = ∏ 3𝑘𝑛
𝑘=0 . 

Ex 6 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer 𝑆(𝑛) = ∑ (
𝑘
𝑛

)2𝑛
𝑘=𝑛 .  

Ex 7 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Calculer 𝑋𝑛 = ∑ (
2𝑛
2𝑘

) 9𝑘𝑛
𝑘=0  𝑒𝑡 𝑌𝑛 = ∑ (

2𝑛
2𝑘 + 1

) 9𝑘𝑛−1
𝑘=0 . Calculer 𝑋𝑛 + 3𝑌𝑛  et 𝑋𝑛 − 3𝑌𝑛. En déduire 𝑋𝑛 𝑒𝑡 𝑌𝑛. 

Ex 8 Résoudre (
𝑛
1

) + (
𝑛
2

) + (
𝑛
3

) = 5𝑛 d’inconnue 𝑛 entier naturel. 

Ex 9 Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ+, (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 𝑛𝑥. 
Ex 10 Soit 𝑛 ∈ ℕ. Démontrer que 6 divise 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2). 

Ex 11  Calculer 𝑆𝑛 = ∑ 𝑙𝑛 (1 −
1

𝑘²
)𝑛

𝑘=2  puis donner sa limite quand 𝑛 → +∞.  

Ex 12  Soit 𝑛 ∈ ℕ.  

3. Trouver deux entiers relatifs 𝑎 et 𝑏 (qui peuvent dépendre de 𝑛) tels que 𝑎(𝑛2 + 𝑛) + 𝑏(2𝑛 + 1) = 1. 
4. En déduire 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑛² + 𝑛, 2𝑛 + 1) 


