Mathématiques, PCSI, Chapitre 3

Fonctions trigonométriques.

l. ir impair t périodiques. Cour im
Definiti
. —-x €EDf . _ . ’
e f estpaire lorsque: Vx € Df, {f(—x) — fx) i.e. lorsque Cf est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.
NI —-x €Df . - o .
e f estimpaire lorsque : Vx € Df, {f(—x) — e i.e. lorsque Cf est symétrique par rapport a l'origine du repére.

x+T€Df
fGx+T) =f(x)

e f estpériodique lorsque : 3T € R*/Vx € Df,{ i.e. lorsque Cf est globalement invariant par

translation de vecteur T7.

Propriétés

e Sif est paire ouimpaire alors 'étude de f sur Rt N Df, complétée par une bonne symétrie, permet de connaitre f sur
Df etde tracer Cf.

e Sif estT-périodique alors 'étude de f sur] — g,g] N Df ou [0, T[N Df, complétée par des translations de vecteur TT.,
permet de connaitre f sur Df et permet de tracer Cf.

e Sif estimpaire et f(0) existe alors f(0) = 0.

e Sif estT-périodique alors Vk € N*,Vx € Df, f(x + kT) = f(x).

e Sif estT-périodique et (—T)-périodique alors Yk € Z*,Vx € Df, f(x + kT) = f(x).

e Sif et g sontT-périodiques alors fg,af + bg ou a et b constantes etisont T-périodiques

e Sif et g sont paires (resp. impaires) alors af + bg ou a et b constantes sont paires, resp. impaires.

e Sif et g sontde méme parité alors fg et 5 sont paires.

e Sif et g sontde parité contraire alors fg et 5 sont paires.

. EXERCICE : justifier que la courbe de la fonction (x — x — |x]) dite partie décimale est :

Courbes images Soit f une fonction de R dans R de courbe représentative Cf.Soit a un réel.

1. Lacourbe représentative de g: (x — f(x) + a) est Uimage de Cf par la translation de vecteur aj (puisque les points
M(x, f(x)) € Cfet N(x, f(x) + a) € Cg vérifient MN = aj)

2. Lacourbede g:(x » f(x + a)) estlimage de Cf par la translation de vecteur (—a)7 . ( puisque les points M(x, f(x)) €
Cfet N(x — a, f(x)) € Cg vérifient MN = —a?)

3. Lacourbede g:(x » f(a —x)) est l'image de Cf par la symétrie axiale d’axe d’équation x = % (puisque les points
M(a—x,f(a—x)) € Cfet N(x, f(a — x)) € Cg ont leur milieu sur cet axe et MN est colinéaire a T donc orthogonal  cet axe)

4. Lacourbede g:(x » —f(x)) est 'image de Cf par la symétrie axiale par rapport a l’axe des abscisses.

La courbe de g: (x = f(—x)) est 'image de Cf par la symétrie axiale par rapport a 'axe des ordonnées.

6. Lacourbede g:(x ~ |f(x)]) est obtenue en réunissant la partie de Cf au-dessus de ’axe des abscisses et la
symétrique par rapport a 'axe des abscisses de la partie de Cf au-dessous ’axe des abscisses.

o

Pour aller plus loin : Soita > 0.

7. Lacourbede g:(x = af(x)) est obtenue en dilatant (si a > 1) ou rétractant (si a < 1) verticalement Cf dans un
rapport de a. En notant M(x,f(x)) le point de Cy, N(x,g(x)) le point de C, et H(x,0) le point de 'axe des abscisses
alors HN = aHM.

8. Lacourbe de (x ~ f(ax)) est obtenue en dilatant (si a < 1) ou rétractant (si a > 1) horizontalement Cf dans un
rapport de a. En notant M (ax, f (ax)) le point de C¢, N(x, f (ax)) le point de C, et H(0, f (ax)) le point de 'axe des

. v 11—
abscisses alors HN = ;HM.




Exemples : La courbe d’équation y = x2? + 2 est 'image de la parabole d’équation y = x? par la translation de vecteur

2J. La courbe Cf de f: (x = 2 —vx — 4) est obtenue & partir de la courbe d’équation y = v/x en faisant une translation de
vecteur 47 puis la symétrie axiale d’axe des abscisses puis la translation de vecteur 2J.

Exercices: 1) Tracer les fonctions d’expression : —i, [In(x)|,3e*, e ™, v2 —x,|x + 1| — 1,3% g V2x, ln(

’
X

%), 3x% +2x - 1.
2
2) Tracer rapidement la courbe de f telle que : f(x) = %en décomposant f en éléments simples.

Il. Sinus etcosinus d’un nombre réel.

1. Définitions et premiéres formules de trigonométrie

Définition : Soit 8 un réel. Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0,7, 7),on note M (6) le point tel que : OM =

1et (?ﬁ/i) = 0. Par définition, cos(8) est l'abscisse de M(0) et sin(6) est l'ordonnée de M ().

cos® = cos () = abscisse de M(0)
def

def
sinf = sin (8) £ ordonnée de M(0)
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0.2 Exercice : avec cette définition , résoudre les équations

suivantes d’inconnue 6 réelle.

—0.4

1. cos(8)=0
2. sin(@) =0
3. sin(@) =1
4. cos() = -1

On en déduit les propriétés suivantes (a savoir retrouver sur le cercle trigonométrique) :

Premiéres formules de trigonométrie : Soit 6 un réel et k un entier relatif.

1. |sinf]| < 1let|cosf| <1
2. cos?6 +sin*0 =1
3. cos(8 + 2km) = cosB et sin(@ + 2km) = sind A savoir retrouver
4. cos(—0) = cosf etsin(—0) = —sin () trés rapidement
5. cos(8 + m) = —cos0 et sin(8 + ) = —sin (0) grace au cercle
6. cos(8 + km) = (—1)*cos6 et sin(@ + k) = (—1)*sin (8) trigonométrique
7. cos(mr — 0) = —cos0 et sin(w — 0) = sin ()
s 5 5 s
8. cos (; — 9) = sinf et sin (E — 9) = cos6
Quelques valeurs a connaitre :

(7} cos@ sinf

0 1 0

™ 3 1

6 3 2

T V2 o1 V2 1

“ 2 (‘ ﬁ) 2 (‘ ﬁ)

7 I 3

3 2 >

w 0 1

2

q . 51 41 . 191 87m
Exercice :Calculons sin (?) , COS (?) ,Sin (— T) , COS (T)



2. Equations et inéquations trigonométriques
13Rappel : On dit que « x est congru a@ a modulo 27 » lorsqu’il existe un entier k dans Z telque : x = a + k27 .

On note alors : x = a[2m]

14Equations :

1.Soit x et a des réels.

cos(x) = cos(a) © xest de la forme a+ 2kmou —a+2kntqk €Z < Ik €Z /[x =a+2knoux = —a+ 2kn
©x = a[2n] ou x = —a[27]

sin(x) = sin(a) © x est de la forme a + 2km ou m—a+ 2kntqk € Z< Ik € Z/x = a+ 2knmoux = — a + 2kn
ox = a[2n]loux = — al2n]

2.Soit m un réel. Résolvons l’équation cos (x) = m, d’inconnue x réelle.

e si|m| > 1alors ’équation cos (x) = m n’a aucune solution.

e si|m| < 1alors ’équation cos (x) = m aune unique solution dans [0, ] et a une infinité de solutions réelles .
Def: Arccos(m), 'arccosinus duréel m tq |m| < 1, est 'unique solution dans [0, 7] de ’'équation cos(x) = m.
Arccos(m) n'esiste que sim € [—1,1] et, lorsquiil existe, est 'unique réel de [0, ] vérifiant cos(Arccos(m)) =m.
Ainsi, si |[m| < 1 alors [cos (x) = m ©x = Arccos(m)[2m] ou x = —Arccos(m)[2m]]
3.Soit m un réel. Résolvons l'équation sin (x) = m, d’inconnue x réelle.

e si|m| > 1alors ’équation sin (x) = m n’a aucune solution

Lire les solutions sur

le cercle trigonométrique.

e si|m| < 1alors’équation sin (x) = m a une unique solution dans [—g,g] et a uneinfinité de solutions réelles .
Def : Arcsin(m), Uarcsinus du réel m tq |m| < 1, est Uunique solution dans [— gg de ’équation sin(x) =

m. Arcsin(m) n'esiste que sim € [—1,1] et, le cas échéant, est unique réel de [— g,g] vérifiant sin(Arcsin(m)) =m.
Ainsi, si |[m| < 1 alors [sin (x) = m ©&x = Arcsin(m)[2r] ou x = w — Arcsin(m)[2mn]]

! ! ! ! !
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M(Arcsin(m))
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\\ 5 08
15Exercice :
1)  Résolvons cos(x) = —%
sin(x) = —%
2) Résolvons Jer
cos(x) = -5

3) Résolvons cos (x + g) = sin (2x)

16Inéquations : Lire les solutions sur le cercle trigonométrique

17Exercice : Résolvons cos(x) < g

utres formul trigconometri

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
{cos(a — b) = cosacosb + sinasinb ' '

sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa

18Formules d’addition Soit a et b des réels. {

cos(20) = cos?6 — sin*6 = 2cos*6 — 1 = 1 — 2sin?0
sin(20) = 2sinBcos6

Formules d’angle double : Soit 8 un réel. {

. ™ T
19Exercices 1. Calculons cos et cos -

2.Calculer [ sin? ( )dt .

t
2




Linéarisation et factorisation A SAVOIR QUE CES FORMULES EXISTENT ET SAVOIR RETROUVER
(cos (a)cos (b) = %[cos(a + b) + cos(a — b)] ( cos(p) + cos(q) = 2cos (p+q) cos (?)

2
Soita et b,p et q deux réels.{ sin (a)sin (b) = %[cos(a —b) —cos(a + b)] et{ cos(p) — cos(q) = —2sin (?) sin (?) .

sin (a)cos (b) =3 [sin(a +b) +sin (@ = b)]  { sin(p) + sin(q) = 2sin (£22) cos (22)

2 2,

Exercices 1. Déterminer la primitive de (t = cos(3t + 1)sin(1 — 2t)) qui s’annule en 0.
2.Chercher le signe de f: (x — cos(2x) — cos (g - Zx)).

5. Ecriture de Acos(wt Bsin(wt) sous la forme Ccos(wt

Propriété : Sia et b sont deux réels tels que a? + b? = 1 alors il existe un réel 8 tel que : @ = cos(8) et b = sin(f) etil
existe un seul 6 € [0,2w[tel que : a = cos(B) et b = sin(H).

Théoreme: Soit w, A et B des réels (indépendants de t).

Alors il existe unréel ¢ tel que : Vt € R, Acos(wt) + Bsin(wt) = VA? + B%cos(wt + ¢)

NB : Uangle ¢ vérifie cosgp = 2 et sing = =
' ~ Vazis? = Jweer

Pour écrire f(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) sous la forme Ccos(wt + ¢):
Exercices : 1) Résoudre ’équation cost — sint = 1 d’inconnue t réelle. 1. Jefactorise f(t) parvAZ + B2

2) Chercher le signe de f: (x = v/3cos (t) — sin (t)) sur [0,27] puis sur R.. . —__4 v — =B
fiC ® ®) [ ] 2. Jetrouve @ telque: cosg T etsing T
3. Japplique la formule d’addition du cos.

6. Fonctions sinus et cosinus

On définit ainsi les fonctions sin in: (x = sin t in (x>

Théoréme Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables donc continues sur R

etVx € R,sin’'(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(x). En particulier, hr%“’;ﬁ =1.
X—

Représentation des fonctions sinus et cosinus:

Pour toutréelx, cos (x) = sin (x + E) donc C,,s est 'image de Cy;, la tanslation de vecteur -7,
2 2

Jk'r
i = cosT

(NN

Théoréme: Vx € R, |sin(x)| < |x|.

Pour montrer une inégalité de la forme Vx, f(x) < g(x),
je peux étudier (variations et valeurs) la fonction h définie par :
h(x) = g(x) — f(x) dans le but de connaitre son signe.

lll. Tangente d’un nombre réel.

1. Définitions de premieres propriétés

Définition : La tangente d’un réel 8 distinct de toutes les valeurs % + km tel que k € Z estle réel : tan(0) = ir;—(((;)) .
NB :pour tout X réel, cos(X) et sin(X) existent.
tan(X) existe © X est un réel distinct de tous les réels g+ kmtelquek €Z.
cos (8)

Complément : La cotangente d’un réel 0 distinct de toutes les valeurs km tel que k € Z est le réel cotan(0) = )



Lecture de tan(0) sur le cercle trigonométrique :

|\ Droite des tangentes

— T(8)
cosf = OC
sinf = 0S
T _ 0 P 1 -
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2. Formules de trigonométrie : —
Quelques valeurs a connaitre :

Premiéres formules de trigonométrie : Soit 6 un réel et k un entier relatif 0 tan6
1. Sitan(0) existe alors tan(8 + km) = tan (0) 2 (1)
2. Sitan(0) existe alors tan(—6) = —tan (6) 3 5
3. Sitan(0) existe alors tan(m — 6) = —tan (6) T 13
4. Sitan() existe alors 1+ tan?6 = —; 4
cos46 T \/§
5. Sitan(@) et tan (9 + E) existent alors tan (6 aF E) = 3
2 g tand T N’existe pas
6. Sitan(f) et tan (E — 9) existent alors tan (E — 9) =1 2
: 2 2 tand
Formules d’addition Soit a et b des réels. Si tan(a + b) ,tan(a) et tan(b) existent, alors tan(a + b) = %
Formules d’angle double : Soit 6 un réel. Si tan(0) ettan(26) existent, alors tan(20) = %11((99))2'
Exercice : Complétons =22 = ¢
xercice : Complétons ;—= = tan ()

3. Equations et inéquations trigonométriques

Equations
1) Soitx etadesréels.

tan(x) = tan(a) © x est de la formea+ km tqk €Z. <3k E%= a+kn & (x=alr] )
2) Soitmunréel. L’équation tan (x) = m, d’inconnue réelle x, a une unique solution dans ]—gg[ et a une infinité de
solutions dans R.
Def : Soit m un réel. Arctan(m), Uarctangente du réel m, est ’'unique solution dans ]— g,g[ de léquation tan(x) = m.
Arctan(m) existe pour tout réel m et ,est 'unique réel de ]— gg[ dont la tangente vaut m.
Arctan(m) existe pour tout réel m et ,est 'unique antécédent dans ]— g,g[ de m par la fonction tangente.

Les solutions de ’équation tan (x) = m sonttouslesréels a + kmtq k € Z ou a est une solution particuliere de
’équation ; a = Arctan(m) convient.

Application : on a démontré qu’il existe toujours un réel 8
a b

telque: cosf = NPy etsinf = Npovi
Si 0 €]— g + 2km ,g + 2km [ alors 6 = arctan b [27] .

a

Sif €] g + 2."(77,377Z + 2kn [alors 6 =+ arctanZ[Zn] .

NG




3) La fonction tangente

On définit ainsi la fonction réelle : tangente (x — tan(x))

42Théoréeme :

Dtan = Ugezl — g + k”'g + kn[ .

Pourchaque k € Z, lim  tan(x) =—cet lim _tan (x) = +oo. Lacourbe de tan a une infinité d’ asymptotes
x—>(12—t+kn')+ x- §+k7r

verticales.

La fonction tangente est dérivable donc continue sur Dy, .

VX € Dygn, tan’ (x) = 1 + tan?(x) = Fi(x)

La fonction tangente est strictement croissante sur chaque intervalle | — g + kn,g + kr[oUk € Z.

43A NOTER :

1) Lafonction tan est continue sur tout son domaine de définition et pourtant sa courbe a des trous ! La raison : le
domaine de définition de tan n’est pas un intervalle, ce domaine de définition a des trous donc la courbe a des
trous.

2) Ladérivée de tan est strictement positive et pourtant la fonction tangente n’est pas strictement croissante sur

Dign (car — 3% < —%et tan (— ‘%ﬂ) =1>-1=tan (— %)). La raison : le domaine de définition de tan n’est pas un

intervalle . Le théoreme qui relie le signe de la dérivée et la monotonie d’une fonction n’est valable que sur un
intervalle .

45 Représentation de la fonction tangente.

y = tan (x)
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46Théoréme : Vx €] — /2, m/2[, |tan(x)| = |x|.




