Montrer que Vn € N*, (2113—+1) Vn<s ¥ Vk < (Z?n + %) vn. En déduire la limite de la suite (ﬁ}:ﬁﬂ\/ﬁ) »
n
Notons u, = (2n3+1) Vn, v, = (%n + %) VnetS, = ¥7_, Vk. Et Posons H(n) la proposition : « u, < S, < vy, ».
Initialisation: u; = (ZX;H) Vi=1,v, = (& + )\/T = % + % = %et S; =¥t _4Vk =+1=1.Donc,uy <5, < v;.Ainsi, H(1) est

vraie.
Propagation : Soit n € N*. Je suppose H(n) vraie et sous cette hypothése (simple), je vais montrer que H(n + 1) est vraie.

Je sais que : (zn;l)\/ﬁ <y Vk< (Z?n + %) V. Par conséquent, vn + 1 + (zns—ﬂ)\/ﬁ <SVn+1+3i VE<Vn+1+ (%n + %)\/ﬁ
i.e.
ViFl+ (B Vs pptvksvn i+ (B+2)vn.
Montrons que U, 41 <Vn+1+ (2n+1) Vnetvn+1+ ( + )\/_ < Vnt1

mD’une part,Vn+ 1 + (Znﬂ)\/ﬁ Uppr =Vn+1+ (2n+1) Vn — (2(7”3&) Vn+l=vn+1+ (2n3+1)\/ﬁ - (Z?n + 1) Vn+1=
(2n3+1) n-— ?\/n + 1. De plus, (T) Vn et ?\/n + 1 sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs
carrés que l onva donc comparer.

2 2 2 2
[(ZnH) ] [— ] = % - 3 n*(n+1) = ln > 0.J)’en déduis dans un premier temps que [(an) \/_] > [Z—n\/n + 1] et
ensuite que ( )\/_ > 2n\/n + 1. Par consequent Vn+1+ (2n+1)\/— Upyqr > 0 etainsi, Uy < Vn+ 1+ (2n+1)\/—
mDautre part, Vi + 1+ (?*i)*/ﬁ—"nﬂ =V AT+ (F V= (R + )V F T = (5 +5)va - (B2 - )T 1=
(4n6+3)\/7—1_ (4n6+1) ,—n 1
De plus, ( )\/_ et (4n6+1) vn + 1. sont deux réels positifs, ils sont donc ordonnés dans le méme sens que leurs carrés que 'onva

donc comparer.

[(ﬂ) \/71]2 [(4”“) \/—] (4n+3)2n - %(n +1) = —% < 0.J’en déduis dans un premier temps que [(4n6+1) Vn+1 ]2 >

6

[(4%3) \/7_1] et ensuite que[( n6+1) vn+1 ] > [(4n6+3) \/7_1] etenfinquevn +1 + (z?n + %) Vn — v, <0.Venconclusquevn + 1 +
(5 +3) v <on
ILs’en suitque : Upyq < 2peivk < vpgq.
Ainsi, H(n + 1) est vraie dés que H(n) est vraie.
Soit a4, a,, ..., a, des réels positifs.
a. Montrerque:V(i,j) € [1,n]?ij=i+j—1.

z aaj
b. Endéduire que: ( L L_) = =
a. Soitietjdeuxentierscomprisentreletn. ij—i—j+1=iG-1)-G-1)=G—-1)({—-1)=0.Ainsi,ij=i+j— 1
Ay 2
>0 >0
b. V(i j)el1,n]%ij=i+j—1=1>0donc0< % < T ;alors,comme a;a; = 0,0 < a:’ < % En sommant ces n?
i ggalitéda it ; n n %i4j n n %4 agaj _ ym n ala, i) _
inégalités, j' obtiens, 0 < Y7, Y, TS LW H}_l.Enfln,Zj:lZi=1 7= 21 =¥, ( n i)_
a; a; a; a; aa;
(510%) (51%) = (52,50 remosovis e (31, £)° = B T 22

2
1. Montrerque: Vx = 0, x —%S In(1+ x) < x.
2. Endéduire la limite de la suite u définie par : u, = [z, (1 AF F) tqn > 0.
2
1. Posonsf(x) =x—In(1+x)etg(x) =In(1+x) —x +x—
Alors Df = Dg =] — 1; +oo[. f et g sontdérivablessur] —1;+oo[etVx €] — 1;4+oo[, f'(x) =1 _E = Eetg ) =—f'x)+x=

- 1 2 . .
ﬁ xi:;) = i—x Donc Vx € [0; +oof, f'(x) = 0 et g'(x) = 0. Les fonctions f et g sont donc croissantes sur Uintervalle

2
[0; +0[.Comme f(0) = 0 = g(0), ’en déduis que f et g sont positives sur [0; +oo[. Ainsi, Vx = 0,x — x? p In(1+ x) s x
carg car f
positive positive

2. vn>0,vke[1,n],1+ % > 1doncu, > 1> 0.Posons Vn > 0, v, = In(uy,).
. k k
Soitn > 0. Alors, v, =1In ( | J (1 + ﬁ) ) =Yr-1In (1 + ;).

k\? Kk \?
D’apres 1., Vk € [1,n] % > 0 donc % — % <In (1 +%) < % Par conséquent, Y.}_; % — % <>r.iln (1 + %) < ZLI%

1 1 1 (n+1) (n+1)(2n+1)
Donc, — (X1 k) = = (TRo1 k) S vy < — (T k). Or, Toy k = == et By k? = === Donc,

1 (n(n+1) 1 (n(n+1)(2n+1) n(n+1) (n+1) 1 (n+1)(2n+1) (n+1)

= N <= - < <

n2 ( 2 ) 2n4( 6 ) St = n2 ) 2n 12 n3 SVn = '

Or, (nt1) 1 + i. Donc, lim ) _ 1. Et, w = (1 + 1) (2 + Z) 3. Donc, lim w = 0.Par conséquent, les deux suites
2n 2 2n n-+o0 2n 2 n n n/n n-+oo n

. 1 P . 1 . L
qui encadrent v, tendant vefrs . J’en déduis que lim v, =-.0r,V¥n > 0,u, = e"». Donc, lim u, =ez =+/e.
2 n—-+o 2 n-+o

Décomposer en éléments simples les fonctions rationnelles suivantes :

1. F(x) = x3+1 y
X
2. F(x) x3— 4-x +4x )
1. Vx € Rx3+1=(x+1)(x?> —x + 1). Donc, Dr = R\{—1}.

A<O



Effectuons la division euclidienne de 1 — x* par x3 + 1, nous obtenons 1 — x* = (—x)(1 + x3) + 1 + x. Par conséquent,

_ 1+x _ 1+x _ - 1 . S L. .
Vx € Dp,F(x) = —x + et + TIDeE D ‘_FJJC . ar @D <4~ décomposit® en éléments simples de F.
partie entiére

N
élément simple

de F z
de secon espece

2.Posons A(x) = 1 — 3x et B(x) = x3 — 4x% + 4x.

Vx € R, B(x) = x> — 4x? + 4x = x(x? — 4x + 4) = x(x — 2)%. Donc Dy = R\{0,2}. Comme deg(A) < deg (B), la partie entiere de F
1-3x a b c
x—2)2Z.  x ' x—2 " (x-2)%

est nulle. Le cours assure alors qu’il existe trois réels a, b, c tels que Vx € Dg, F(x) =

1-3x bx cx
Alors, Vx € Dg, xF (x) = Gor=Atiot T
De méme, Vx € D, (x — 2)*F(x) = 13«

X

Donc, lim xF(x) = 2= q Et lim xF(x) =0=a+b.Donc,b = —a = -2
x-0 4 xX—+00 4

= %(x —2)2+ b(x — 2) + c. Donc, lin%(x —-2)*F(x) = _75 =c.
xX—

Ainsi, Vx € Dp, F(x) = x(lxigzjjzl = ii + ii — ;ﬁa—décomposit" en éléments simples de F.




