Résoudre les deux inéquations a. (i):i > x b. (D):vVx—+V1—x> %

1.

Soitx € R\{3}.

1°"cas:x < 0;alors ﬁ > 0 > x, donc x est solution de (i).
2*mecas:3 > x > 0.

x solution de (i) & %>x<:>1>x(3—x)<:>x2—3x+1<04:>(x—ﬂ§)(x 3+‘F)<O<:>x€]3 i 3J;f
Or,4 <5< 9 donc2 <5 < 3. Ainsi, 0 < = \/—< 5 < 3. Done, Sur]0,3], les solution sont]3 mb 3”—
3*mecas:3 < x. Alors—<0<x Donc x n’est pas solut|on.
Ainsi, Sol(i) = | — oo, 0] u]3 !
. . . x=0 . ,
2. +xet\1—x existent sietssi {1 Z > Sietssix € [0,1].
Soitx € [0,1].
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= .O0r, -—— <3 1<l +— Par conséquent, Sol(i) = +— +00
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Déterminer les réels a qui vérifient: Vx e R, —3 < X +ax- < 2.

Posons N(x) = x2 — x + 1. Alors, Ay< 0 donc Vx € R,xz —x + 1>0.

Par conséquent, —3 <

x%+ax—2

x2—x+1

<2 -3x*—x+1D)<x*+tax—2<2(x?*—x+1)e=0<4x’+(@a—-3)x+1let0<x?>+ (-2 —a)x + 4.

Les réels a recherchés sontdonc lesréels atelsque Vx E R,0 < 4x*+ (a—3)x+letVx ER,0 < x? + (-2 — a)x + 4.
Or, un polynéme du second degré ne s’annule pas et garde strictement le signe de son coefficient de x* sietssi son discriminant est strictement négatif.
Ainsi, VX ER,0<4x?+ (a—3)x+1) oA =(@—-3)2-16<0.Et VxeERO0<x*+(—2—a)x+4) = A,=(—a—2)?-16<0.

Les réels a recherchés sont donc les réels vérifiant :{(

(a-3)?2—-16<0
—-2)2-16<0

Dunepart, (a—3)2—-16<0= (a—3-4)(a-3+4)<0=a€]l-17[
Dautre part, (—a—2)2-16<0= (a+2)?-16<0= (@+2-4)(a+2+4) <0=a€]—6.2[.
Ainsi les réels a recherchés sont tous les éléments de | — 1,7[n] — 6,2[=1—1,2[.

3/54v3+4145 N Y/54v3-41v5

SoitA = NG 7
Posons { . .

= V54v3 — 415
Puis, A% = 3

.Montrerque: A3 — 74 —36 = 0.En déduireque A = 4.

_ 3/
a= V54V3 +41V5 Alors, a + b = A3.

1 3__1 (3 2 2 3y 1 _
= (a+b)° =5-(a®+3a%h +3ab +b)—3ﬁ(54x/§+41x/§+54\/§ 415 + (a + b)3ab)

= 75 (108V3 + 3v34ab) = 7= (1083 + 3v34ab).
or, ab = Y54V3 + 41v53/543 — 4175 = 3\/(54\/§ +41v5)(54V3 — 4145) = 3\/(54\/5)2 — (41V5)” ; done,

ab= Y3x542 —5x41%2 = 7.

Ainsi, A% = 5= (108V3 + 3 x 7 x V34) = 5= (108v3 + 3 x 7 x V/34) = 36 + 7A. Autrement dit A4* — 74 — 36 = 0. Le réel A est donc

une racine réelle de la fonction polynomiale P(t) = t3 — 7t — 36.
Or, je remarque que P(4) = 0. Donc 4 est aussi une racine réelle de P. Je peux donc factoriser P(t) part — 4. J'obtiens :

P(t)=t3—7t—36=(t—4)<

déduisque A = 4.
Trouver deuxréels a et b tels que : Vx € R, 4x* + 1 = (2x? + ax + 1)(2x% + bx + 1).

t% + 4t + 9). Comme Ay< 0, Q n’a pas de racines réelles et ainsi, 4 est Uunique racine réelle de P. J’en

Q(®)

k

En déduire la limite quandn —» +oo de S,, = Z’,}ﬂm.
Vx € R,(2x% + ax + 1)(2x% + bx + 1) = 4x* + (a + b)x3 + (ab + 4)x? + (a + b)x + 1.Donc pourque : Vx € R, 4x* + 1 =

(2x? + ax + 1)(2x? + bx + 1), il suffit que a et b vérifient : {

ab+4=0 or{ab+4=0@{ab=—4 PN

a+b=0" a+b=0 a+b=0

a et b sont les racines de P(t) = t> — 4 = (t — 2)(t + 2).Donc a = 2 et b = —2 conviennent.
Ainsi, Vx € R, 4x* + 1 = (2x% + 2x + 1)(2x? — 2x + 1).

Posons F(x) =

X

X

. F est une fonction rationnelle. Comme Vx, 4x* + 1 > 0, D = R. De plus, le degré de

4x*+1  (2x2+2x+1)(2x2—2x+1).

numérateur étant strictement inférieur a celui du dénominateur, la partie entiére de F est nulle. Alors le cours assure qu’il existe a, b, c,

x ax+b cx+d
etdréelstelsque:Vx € R, F(x) = = .
a ( ) 4x4+1 (2x2+2x+1)(2x2—2x+1). (2x2+2x+1) (2x2-2x+1).
ax+b cx+d ax+b)(2x%?-2x+1)+(cx+d)(2x%+2x+1 2a+2¢)x3+(2b-2a+2c+2d)x?+(a-2b+c+2d)x+b+d
: =( )( )+( )( )=( )%~ +( )x“+( ) .Donc, Vx € R, F(x) =
(2x2+2x+1) (2x2-2x+1). (2x2+2x+1) (2x2-2x+1) 4x%+1

X

_ (a+20)x3+(2b-2a+2c+2d)x?*+(a—2b+c+2d)x+b+d

4xt+1

4x%+1



Donc, Vx € R, (2a + 2c)x% + (2b — 2a + 2c + 2d)x? + (a — 2b + ¢ + 2d)x + b + d = x. Alors par unicité des coefficients d’une
2a+2c=0

fonction polynomiale,

k 1on

2b—2a+2c+2d=0

c=-a
—22 =0 ainsi, J

— n =
Alors, S, = Zk:1—4k4+1

a—2b+c+2d=1'D0nc’ c=0
b+d=0 d=—b L g1
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x 1[ =i 1
axt+1 4 l2x2+2x+1 (2x2-2x+1).

+ 1]. Donc, lim S, = !
n—-+o 4

1gn
= 4Zk=1( Uper +U)
en posoant
U _ 1
U= k=D +1
alors
i 1 _ 1
k175 e D (kb 1-D+1  2k(e+D)+1




