
Résoudre les deux inéquations   𝑎.   (𝑖): 1

3−𝑥
> 𝑥               𝑏.  (𝑖): √𝑥 − √1 − 𝑥 >

1

2
. 

1. Soit 𝑥 ∈ ℝ\{3}.   

1er cas : 𝑥 ≤ 0 ;alors  1
3−𝑥

> 0 ≥ 𝑥, donc 𝑥 est solution de (𝑖).  

2ème cas : 3 > 𝑥 > 0.  

𝑥 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 (𝑖) ⟺ 
1

3−𝑥
> 𝑥 ⟺ 1 > 𝑥(3 − 𝑥) ⟺ 𝑥2 − 3𝑥 + 1 < 0⟺ (𝑥 −

3−√5

2
) (𝑥 −

3+√5

2
) < 0 ⟺ 𝑥 ∈ ]

3−√5

2
,
3+√5

2
[.   

Or, 4 < 5 < 9  donc 2 < √5 < 3. Ainsi, 0 < 3−√5

2
<

3+√5

2
< 3. Donc, Sur ]0,3[, les solution sont ]3−√5

2
,
3+√5

2
[.  

3ème cas : 3 < 𝑥.  Alors 1
3−𝑥

< 0 < 𝑥. Donc 𝑥 n’est pas solution.  

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙(𝑖) = ] −∞, 0] ∪ ]3−√5
2
,
3+√5

2
[. 

 

2. √𝑥 𝑒𝑡 √1 − 𝑥 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 {
𝑥 ≥ 0

1 − 𝑥 ≥ 0
 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 𝑥 ∈ [0,1].  

 Soit 𝑥 ∈ [0,1].  

𝑥 𝑠𝑜𝑙° 𝑑𝑒(𝑖) ⟺ √𝑥 − √1 − 𝑥 >
1

2
⟺ {

√𝑥 − √1 − 𝑥 ≥ 0

(√𝑥 − √1 − 𝑥)
2
>

1

4

⟺ {
𝑥 ≥ 1− 𝑥

𝑥 + (1 − 𝑥) − 2√𝑥√1− 𝑥 >
1

4

⟺ {
𝑥 ≥

1

2

√𝑥√1 − 𝑥 <
3

8

⟺ {
𝑥 ≥

1

2

𝑥(1 − 𝑥) <
9

64

  

⟺ {
𝑥 ≥

1

2

𝑥2 − 𝑥 +
9

64
> 0

⟺ {
𝑥 ≥

1

2

𝑥 ∈ ]−∞,
1

2
−
√7

8
[ ∪ ]

1

2
+
√7

8
, +∞[

.  Or,  1
2
−
√7

8
<

1

2
<

1

2
+
√7

8
. Par conséquent, 𝑆𝑜𝑙(𝑖) = ]1

2
+
√7

8
, +∞[. 

 

Déterminer les réels 𝑎 qui vérifient : ∀𝑥 ∈ ℝ,  −3 < 𝑥2+𝑎𝑥−2

𝑥2−𝑥+1
< 2. 

Posons 𝑁(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥+ 1. Alors, ∆𝑁< 0 donc ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0.   

Par conséquent, −3 < 𝑥2+𝑎𝑥−2

𝑥2−𝑥+1
< 2⟺ −3(𝑥2 − 𝑥 + 1) < 𝑥2 + 𝑎𝑥 − 2 < 2(𝑥2 − 𝑥 + 1) ⟺ 0 < 4𝑥2 + (𝑎 − 3)𝑥 + 1 𝑒𝑡 0 < 𝑥2 + (−2 − 𝑎)𝑥 + 4.  

Les réels 𝑎 recherchés sont donc les réels 𝑎 tels que ∀𝑥 ∈ ℝ, 0 < 4𝑥2 + (𝑎 − 3)𝑥 + 1 et ∀𝑥 ∈ ℝ, 0 < 𝑥2 + (−2 − 𝑎)𝑥 + 4.  
Or, un polynôme du second degré ne s’annule pas et garde strictement le signe de son coefficient de 𝑥²  sietssi son discriminant est strictement négatif.  
Ainsi, (∀𝑥 ∈ ℝ, 0 < 4𝑥2 + (𝑎 − 3)𝑥 + 1) ⟺ ∆1= (𝑎 − 3)

2 − 16 < 0. Et  (∀𝑥 ∈ ℝ, 0 < 𝑥2 + (−2 − 𝑎)𝑥 + 4) ⟺ ∆2= (−𝑎 − 2)
2 − 16 < 0 .  

Les réels 𝑎 recherchés sont donc les réels vérifiant : {
(𝑎 − 3)2 − 16 < 0

(−𝑎 − 2)2 − 16 < 0
.  

D’une part,  (𝑎 − 3)2 − 16 < 0 ⟺ (𝑎 − 3 − 4)(𝑎 − 3 + 4) < 0 ⟺ 𝑎 ∈] − 1,7[ 
D’autre part,  (−𝑎 − 2)2 − 16 < 0⟺ (𝑎 + 2)2 − 16 < 0 ⟺ (𝑎 + 2 − 4)(𝑎 + 2 + 4) < 0 ⟺ 𝑎 ∈] − 6,2[.  
Ainsi les réels 𝑎 recherchés sont tous les éléments de ] − 1,7[∩] − 6,2[= ]−1,2[.  
 

 Soit 𝐴 =
√54√3+41√5
3

√3
 + 

√54√3−41√5
3

√3
 . Montrer que :  𝐴3 − 7𝐴 − 36 = 0 . En déduire que 𝐴 = 4 .  

Posons  {𝑎 =  
√54√3 + 41√5
3

𝑏 = √54√3 − 41√5
3

 . Alors, 𝑎 + 𝑏 = 𝐴√3.  

Puis, 𝐴3 = 1

3√3
(𝑎 + 𝑏)3 =

1

3√3
(𝑎3 + 3𝑎2𝑏 + 3𝑎𝑏2 + 𝑏3) =

1

3√3
(54√3 + 41√5 + 54√3 − 41√5 + (𝑎 + 𝑏)3𝑎𝑏) 

=
1

3√3
(108√3 + 3√3𝐴𝑎𝑏) =

1

3√3
(108√3 + 3√3𝐴𝑎𝑏).  

Or, 𝑎𝑏 = √54√3 + 41√5
3

√54√3 − 41√5
3

= √(54√3 + 41√5)(54√3 − 41√5)
3

= √(54√3)
2
− (41√5)

23

 ; donc,  

𝑎𝑏 =  √3 × 542 − 5 × 41² 
3

= 7.  
Ainsi, 𝐴3 = 1

3√3
(108√3 + 3 × 7 × √3𝐴) =

1

3√3
(108√3 + 3 × 7 × √3𝐴) = 36 + 7𝐴. Autrement dit 𝐴3 − 7𝐴 − 36 = 0. Le réel 𝐴 est donc 

une racine réelle de la fonction polynomiale 𝑃(𝑡) = 𝑡3 − 7𝑡 − 36.  
Or, je remarque que 𝑃(4) = 0. Donc 4 est aussi une racine réelle de 𝑃. Je peux donc factoriser 𝑃(𝑡) par 𝑡 − 4. J’obtiens : 

𝑃(𝑡) = 𝑡3 − 7𝑡 − 36 = (𝑡 − 4)(𝑡2 + 4𝑡 + 9⏟      
𝑄(𝑡)

).  Comme ∆𝑄< 0, 𝑄 n’a pas de racines réelles et ainsi, 4 est l’unique racine réelle de 𝑃. J’en 

déduis que 𝐴 = 4.  
Trouver deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 = (2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1).  
En déduire la limite quand 𝑛 → +∞ de 𝑆𝑛 = ∑

𝑘

4𝑘4+1
 𝑛

𝑘=1 .  
∀𝑥 ∈ ℝ, (2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1) =  4𝑥4 + (𝑎 + 𝑏)𝑥3 + (𝑎𝑏 + 4)𝑥2 + (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 1.Donc pour que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 =

(2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 1)(2𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1), il suffit que 𝑎 et 𝑏 vérifient : {𝑎𝑏 + 4 = 0
𝑎 + 𝑏 = 0

 . Or, {𝑎𝑏 + 4 = 0
𝑎 + 𝑏 = 0

⟺ {
𝑎𝑏 = −4
𝑎 + 𝑏 = 0

⟺

𝑎 𝑒𝑡 𝑏 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑃(𝑡) = 𝑡2 − 4 = (𝑡 − 2)(𝑡 + 2). Donc 𝑎 = 2 𝑒𝑡 𝑏 = −2 conviennent.   
Ainsi, ∀𝑥 ∈ ℝ, 4𝑥4 + 1 = (2𝑥2 + 2𝑥 + 1)(2𝑥2 − 2𝑥 + 1).    

Posons 𝐹(𝑥) = 𝑥

4𝑥4+1
=

𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1).   
. 𝐹 est une fonction rationnelle. Comme ∀𝑥, 4𝑥4 + 1 > 0, 𝐷𝐹 = ℝ. De plus, le degré de 

numérateur étant strictement inférieur à celui du dénominateur, la partie entière de 𝐹 est nulle. Alors le cours assure qu’il existe 𝑎, 𝑏, 𝑐, 

et 𝑑 réels tels que : ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) = 𝑥

4𝑥4+1
=

𝑥

(2𝑥2+2𝑥+1)(2𝑥2−2𝑥+1).   
=

𝑎𝑥+𝑏

(2𝑥2+2𝑥+1)   
+

𝑐𝑥+𝑑

(2𝑥2−2𝑥+1).   
.  

Or, 𝑎𝑥+𝑏

(2𝑥2+2𝑥+1)   
+

𝑐𝑥+𝑑

(2𝑥2−2𝑥+1).   
=
(𝑎𝑥+𝑏)(2𝑥2−2𝑥+1)+(𝑐𝑥+𝑑)(2𝑥2+2𝑥+1)

(2𝑥2+2𝑥+1) (2𝑥2−2𝑥+1)
=
(2𝑎+2𝑐)𝑥3+(2𝑏−2𝑎+2𝑐+2𝑑)𝑥2+(𝑎−2𝑏+𝑐+2𝑑)𝑥+𝑏+𝑑

4𝑥4+1
. Donc, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) =

𝑥

4𝑥4+1
=
(2𝑎+2𝑐)𝑥3+(2𝑏−2𝑎+2𝑐+2𝑑)𝑥2+(𝑎−2𝑏+𝑐+2𝑑)𝑥+𝑏+𝑑

4𝑥4+1
  



Donc,  ∀𝑥 ∈ ℝ, (2𝑎 + 2𝑐)𝑥3 + (2𝑏 − 2𝑎 + 2𝑐 + 2𝑑)𝑥2 + (𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 + 2𝑑)𝑥 + 𝑏 + 𝑑 = 𝑥. Alors par unicité des coefficients d’une 

fonction polynomiale,{

2𝑎 + 2𝑐 = 0
2𝑏 − 2𝑎 + 2𝑐 + 2𝑑 = 0
𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 + 2𝑑 = 1

𝑏 + 𝑑 = 0

. Donc, {

𝑐 = −𝑎
−4𝑎 = 0
−4𝑏 = 1
𝑑 = −𝑏

. Ainsi, 

{
 
 

 
 
𝑎 = 0

𝑏 = −
1

4

𝑐 = 0

𝑑 =
1

4

 et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹(𝑥) = 𝑥

4𝑥4+1
=
1

4
[

−1

2𝑥2+2𝑥+1   
+

1

(2𝑥2−2𝑥+1).   
]. 

Alors, 𝑆𝑛 = ∑
𝑘

4𝑘4+1
 𝑛

𝑘=1 =
1

4
∑

−1

2𝑘2+2𝑘+1   
+

1

2𝑘2−2𝑘+1.   
=𝑛

𝑘=1
1

4
∑

−1

2𝑘(𝑘+1)+1   
+

1

2𝑘(𝑘−1)+1   ⏟      
𝑢𝑘

=⏟
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑜𝑎𝑛𝑡 

𝑢𝑘=
1

2𝑘(𝑘−1)+1   

𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

𝑢𝑘+1=
1

2(𝑘+1)(𝑘+1−1)+1   
=

1

2𝑘(𝑘+1)+1   

𝑛
𝑘=1

1

4
∑ (−𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑘)
𝑛
𝑘=1  

=
1

4
(−𝑢𝑛+1 + 𝑢0) =

1

4
(−𝑢𝑛+1 + 𝑢0) =

1

4
[

−1

2𝑛(𝑛+1)+1   
+ 1]. Donc, lim

𝑛→+∞
𝑆𝑛 =

1

4
.  

 


