D1
Récurrence. Sommes et produits finis.
Premiéres suites. Systemes linéaires.

EXO
1. VRAI OU FAUX ( justifier )

lzn:(l+ak)=)l+zn:ak F lzn:(/lak)=lzn:akV

k=1 k=1 k=1 k=1
C C C 51 51 5 g
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n n n
IZ(akka)=( a X(Zbk) F .( 2k>x 23k>=z6k F
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n
| ] (alxb)=<2ak X(Zbk> 174
(i,)€E1,n]? k=1 k=1
2. Compléter
n Jj-1 n-1 n
u Z a;j = z a;j = Z a;; Le logarithme transforme un produit en
1<i<jsn j=2i=1 i=1 j=i+1 somme.
" Z(a" ~%-1) = Ay —Apg L’exponentielle transforme une somme en
B 5P 5Pl §P+2 4 .. 4 §N-1 | 5N | gN+1 — SYTP 1 gp produit.

5-1

S > 15 x 16 x 31
l9+16+25+36+---.+225=2k2= Zkz —1-g=— 200

=3 =1 6
2n
) s (2 ) - S ()
1+ x2 =1 — ()2 = (1— (—x)) (T2 (—0)%) = A+ x)(L — x + x2 —x% + - — x2071 4 x21),

3. Rappeler les propriétés et les généraliser . Démontrer cette généralisation par récurrence.

B Vx € R, V(n,m) € N2, x™™M = x™ x x™, Généralisation : V(iy, iy, ..., i) € N, xZk=1c = [0_, x'

B V(a,b) € R?, e9*P = e%P et ¥n € N, (e®)" = e™®. Généralisation : V(ay, ay, ..., a,) € R", eZk=1%k = [P_, e%

W V(a,b) € (R™)? In(ab) = In(a) + In(b) et ¥n € N, In(a™) = nin(a) Généralisation : V(a,, ..., a,) € (R**), In (TTF=; ax) = X2, In (ay)

| Des récurrences

Ex 1 Montrer (de deux maniéres : par récurrence et par télescopage)que pour tout entier naturel n non nul,
herkXk!l=(m+1)!1-1.

. . P X 2 . . , . .
Ex 2 Soit u la suite définie par :u; = 3 et Vn € N, u,,,q = ;Zﬁﬂ uy, . Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

Ex 3 Soit (u,,) une suite réelle vérifiant: ug = u; = 1 et Vn € N\{0,1} ,u, + 4u,,_; + 4u,_, = 0.
1. Montrer que pour tout entier naturel n, u,, = (3n — 2)(—2)"". Représenter la suite (u,) .
2. Calculer S, = Y7o u -

Ex 4 Soit (u,,) une suite réelle vérifiant les propriétés suivantes : uy = u; = 1 et
vn € N, uyp = (n+ 1)(Upyq + uy) . Déterminer expression de u,, en fonction de n.

Ex 5 Soit u la suite définie par :uy = 2et Vn € N, un+1 = 1—16(1 + 4u, + 1+ 24u,).
1. Montrerque:Vn€eN ,u, = + + X ——

2217. 1°
2. Endéduire lim u, etS, =Zk=0uk.
n—-+oo

11 Des calculs de sommes et produits
Ex 6 Calculer les sommes et produits suivants (p et n sont des entiers naturels et x un réel) :

1. S,=Xn 0( DKk +1) et S, = Yt 2k+
3ntz n+1),-
2. (n) = (4,”1 +(k+1) 217k = 5(k +2)%))
3. h(x)= Zk oe ™ etw, =TI e
2n
. s, =%i(27)

o

k ;
Sy = DT (p) etT,, = X5 (Z) oun>p



6. U,= Hﬁ:o xk

15, _Z( D2k +1) = L3457+ e (—DP2n+ 1)

k=0
carilya
n+1 termes
dans la somme
et qu'on les regroupe
deux par deux
=2)(n+1) _

Sin estimpairalorsn + 1 estpairet S, =1—34+5—-7+-..+(2n—-1)—(2n+1) = z —-(n+1).
=—2 =22 =22
Sin est pair alors n + 1 est impairet S,, = [1 —345—-74+ .. +2n-3)-2n-D]+2n+1) = —2§+ 2n+1)=n+1
-2 =2, =
2. Sn — 2k+1 ZSn 2k+1 =2 23n10 2k — 2 -~ 10 — (2311—9 _ 1)211
2 2.
, , e—X)n —2n+1_q _ (e—(n—l)x -1 . ) _
3. B0 =Sile M =T =1 v T e St FIbex=0
n?-2n+1=m-1)7>*sie*=1lie. x=0
n24n;
F = [ lk= nekx = ezignkx = exxignk = ex(EiZOk—ZE;ék) = ex(zn(2;+1) ("_21)") = ex(zn(zzrl+1) ("_21)") = ex(3( Z+ ))
gn+2k n+1 n _ 9\ K . /n+1 e _
o AG) =23 (5) + 2 (1)) 2k - smasite+ 200 = Ten (2) g ( ) )20 — 5 5k + 2)°

Calculons les trois sommes séparément :

9\"" 9

93 n-1 ;g\2
mys antzky  3n -2 9\ _3n () -1\ /9\2 —3n & -6 1332 gnte . gnbzky  gete 4 gloy g8 1310
k1 ) T g Ak=2\y) Ty 2 a) T 5 T 5\ 4an-1 80 « (vérification : (4*“) 43+ et§(7)75x1e_§(7) Sx4?

N

I
. okl)

mYle= (ZI})Zlk ] y;(njl)zl (-1 — 4271 1(71'}'1) (2)

'w{u

:ﬂK7%075€%”E?5?Y“ (Y YT -0 O]

(- o (12 s (- e () e

2 k+1 2 2 8

5 0k!)

=4(3)n+1—<§+(n+ 1))(§)n_2—8—5n—n2 (vériﬁcaﬁon:zk;z(4+1)21-k=@=£=5 et 4(3)4+1—G+(4+1))(§)42—6—§x4—§=5—

n*(n+1)® 9x16 _ 2(n+1)2

(k + 2)3 Zn 4 k3= Zn 0 k3 — Zi=0 k3= " 4 — 36. (vérification : X4Z3(k + 2)° = 4° = 64 et
L 132 3N+ Nt 1 N n2(n+1)?
Ainsi, A(n) = E(_) - +4 (—) - (E + M+ 1)) (E) -8-5n—-n*-5 [ 36]

4n-1 80 2

5 oo (5p) + By 1) = B () = B () 11 = (2 =

0sin>0

(32 4) =

5x43

T-24=29-24=

WO _36=100-36=64 okl)

S0 (B = 2o (270 ) = 2o (B0 0% + 200 (5,0 ) (07 = S (B Cofen = cr e = o = {9501 20

Sin = 0alors Y}, (%Z) =1.

. _won (2n _ 2n {5+T = 4" __,,_ 2n-1
Sln—OalorsenposantSn—Zkzo(Zk) etT, (2k+1) ona S, —T, = 0doncT =S, =-4"=2

k k k+1 k n+2 p n+2
n+1 — yn+1l — yn+l _ — _ — — —
6. Soitn>p.Sp =Xkl ( >_ "=P(p)_ "=?’(p+1) (p+1) - Un+2 LL7"_(1.0+1) (p+1)_(p+1)
=0

sonime
Tnp = 2n+1( ) z=0 (Z) = 2P,

Ups1 up télescopique

n(n+1)
7. Uy =T[ligx® =xZk=ok = x 2
V=TT 2j+1 _ M}o@j+1) _ @n-D)En+DI}ZF@j+1) _ (2n- 1)(2n+1)
nT AR08 T M-8 | (3CDIRZARk+)
1 k2-1 k-1Y [(k+1 k+1 1 (n+1)
= T3 2) e (2 = (52 (52) s (2] 1 (52)] -2
produit produit
télescopique télescopique
n n
S I
n = = ny — my — L
i) G
produit

télescopique

Ex 7 Soit (n,p) € N* X N.Ecrire avec des factorielles les produits suivants P, =[ii(n(n+p) — k(k + p)) et Q, =[lr-1k(n—k +1)

n-1
Po=[ [+ )~ e+ ) = ﬂ(n +np — kp — K?) = H((n )+ k) + (n — k)p) = H(n M+ k +p)
k=0
- _ (2 1)! 2Zn+p-—
P =[Irzs(n—Iizsn+k+p)l=ax(m—-D x.x1][(n+p) x(n+p+ 1) x..x(2n+p—1)] =n!%= (n!)z(n+pp_ 1
n n n n
[Jro-rsn=[[[|[Jo-rn| 2 oox|[[s|- oo
k=1 k=1 k=1 J=n—k+1 j=1
ie. k=n—j+1
ke[1n]ejel1n]
Ex 8 Soit n un entier strictement positif. On pose S,, = Y7-, (an+ 1) .
1. Effectuer le changement d’indice p=2n+1—k.
2. Endéduire lavaleurde S, .
2n+1 Zn+1 Zn+1
1. S = 1]::0 = 227;+1 1( ) = 221+1 ( )
" ( k ) pzzﬁ'il—k Tz 41 -p carsth(; <P<N, Pt p
k=2n+1-p (N)= N )
kelon]epeln+1,2n]
2. Alors 25, = X (1 1) + 23 (2"; Y =z (2" B e ST

Ex 9 Télescopage

1)'



n
1. Calculer ¥, = }LOZ_—J:; W, =TTR,(1 — ) etY, =[IiZ é((ﬁ))
k+1

Calculer S,, = Y35 In (%) oun € N\{0; 1; 2}. En déduire la limite de (S,,).

Soit n € N*.Calculer S, En déduire la limite de (S,).

I —
k=1 eri+vE'
Soitn € N* Calculer S,, = Z}(l:lﬁ. En déduire la limite de (S,).

5. Soitn € N*. Calculer S,, = kzlm. En déduire la limite de (S,,).

. & Qremr{R , At _yn ’ -
6. Soit k € N*. Simplifier |1 + 5 —— (k,+1)2 .En déduire S, = X7_; |1 + 5 —— (k,+1)2 tqn € N*.

7. Soitn € N\{0;1;2}.

(k-2) )
R (k2+k) " in (%) =¥"_.In(k — 2) + In(k + 2) — In(k) — In(k + 1)

= >[Intk+2)—Intk+ D]+ ) In(k—=2)— ) In(k) =In(n+2)—In@4)+ ) In(k) — ) In(k)

somme

2 W

télescopique
=In(n+2) — In(4) +In(1) +In(2) + [X22In(k)] —In(n — 1) — In(n) — [X32In(k)] = In [ nt2 —In(2) = ln —1In(2).
S (n—
=21n(2) =0
Donc, lim S, = —1In(2).
no+o0
8. Soitn e NS, = ﬁzlm = YR oVk+1-— Vk=vn+1-v1I=+vn+1-1.Donc, nliTan = 4o,
quantité  somme télescopique
conjuguée
. . (k+1)-1 n kD 1 op 11 11 . _
9. Soitn €N S, =X} 1(k+1)' = Xk=1 (k+1)! =Xk=1 (k+1)! (k+1)!  “R=l k) T 10 (e 1- +1)! +1)v Donc, hTooS" =1
somme télescopique
1 n _1 _,yn 1 - n 1 1 _o(1_1)_o_ 2 ] =
10. Soitn € N". S, = Yo 1515y = L= Ket) ™ 22k k(k+1) . (k_+1) e 1 1 2 Yy Tig T2 (1 n+1) = B Done, nl—IHIm Sn =2

1 —_—
T Rkt k(k+1) k k+1 Somme télescopique

11. Soitk € N*.

_ (k+D2+k2 2k242k+1 _ 2k(k+1)+1 _ 2 1 1 \%2 _ 1
\/1 Tt (k+1)2 - \/1 + k2(k+1)2 - \/1 + kZ(k+1)2 Jl + k2(k+1)2 \/1 + k(k+1) + k2(k+1)2 (1 + k(k+1)) =1+ k(k+1)"

n (et D=k _ yon 1_ 1 _yn n 11 _ =2
Donc, Sy = Xg=q 1+ —— k=11+k(k+1)_ k=l o= =Y 1+~ =n+l——.

k(k+1)

Ex 10 « Sommes rationnelles »

, . ., 5k+8 A B c 5k+8
1. Déterminer trois réels A, B et C tels que :Vk € N\{0,2}, Tentar?—ak® — & + Py + P En déduire 11m Zk =3 Tonverz_or®

. . . b - k
2. Déterminer deux réels a et b tels que : Vx € R, 4Xf+1 = 2x2+112x+1 5+ 21 En déduire S, = Zk:lm ,n € N*,

. _ 5x+8 _ 5x+8 _ 5x+8
L Soit F(x) = 16x+8x2—8x3  8x(2+x-x2)  —8x(x+1)(x—2))
Le cours assurera qu' il existe 4, B et C réels tels que Vx € R{0,—-1,2},F(x) = % = 2 % x%

_ 5x+8 Bx | Cx 8 _ I |
Vx € R{0,—1,2},xF(x) = ey =A4+2 Y x4 - Donc llme(x) oD A. Ainsi, A = >
_ 5x+8 ﬂ C(x+1) — —5+8 — L — -1
vx € R{0,-1,2}, (x + 1)F(x) = e =A=—+ B +~——=.Donc, 11m (x + DF(x) = o 3) B.Ainsi, B = —.
_5x+8__ x-2 _ _ 1048 _ i3
vx € R{0,—1,2}, (x — 2)F(x) = ToxGerD) = A—+ BZ - 2+ C. Dong, Llir%(x 2)F(x) o) C.Ainsi,C = —.
L 5x+8 1 1 1 1 3 1
Ainsi, ¥ € R{0, —1,2}, F(x) = Cex(iD(x-2)) (z) P (__) o (_ E) -2
_ Sk+8  _ym (1) 1 3 L _Y(yn L
AIorsZk316k+8k2 8k3 "‘3() k ( )k+1 ( 8)k2 ()( k=3 k)+( s)( k=3k+1)+( )( k=3 2)
— l n+1l 3 n21 — l l l 1 n21 _l o1, 1 nZl 3 n21
= (Zhs )+ (9 (@) + () (@20 = Q) G+ i+ 2t )+ (C0) G+ a s+ 2ie) + (53) (15 + 5+ 2ik))
= (113 (yn=2 1) 4 A R _3 11:_—_25 EAYENE N (L
=3 EE D+ Q)G+ )+ ()G )+( [CRE - )(n+n_1)+( D) ()
28 8

=0

5k+8 25
Donc, 11m —_— = (——).
Z" 3 16k+8Kk2—8K3 8

1

Ex 11 Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u; = (1ch)~
k

1 *

—(k+p) et vn e N, S, =X},
K

1. Montrerque: Vk €N, (k+p + Duyyq = (k+ Duy.

2. Endéduire que:Vvn € N*,S,, = ﬁ((n + Du, — 1).

p! z A B q
3. MontrerqueVn € N,0 < u, < DD’ En déduire la limite de la suite (S,) quand n - +oo.

Ex 12 1) Montrer que pour tous entiers naturels k et n supérieursa 1, k (Z) =n (Z : 1) En déduire Y.3_o, k (Z)

2) Montrer queV(k,n) € (N\{0,1})? k(k — 1) M =nm-1)("" 2 . En déduire S(n) = X%_, k(k — 1) ™ ouneN
k k—2 k=0 k

. , 3 , n\ (i mm-—k n (i
3)Soit (n,p, i) € N3tel que k < i < n.Montrer que (l) (k) = (k) (n _ l) En déduire S, Zosksisn(l') (k) .
Ex 13 Soit a unréel et Vn € N, S, = Y1_ ka*.

1) Exprimer aS, en fonction de S,,;; et d’'une somme géométrique.

2) Endéduire S,
1) aS, = a¥lokat = ¥P_o ka1l = ¥IH1(j — D)) = ¥t ja) — Yitlaql = yntliq) — yntlgi = Sﬂﬂ_%
2) Deplus, Spyq = XiEdka* =¥ ka* + (n+ 1)a™™! =S, + (n + 1)a™'.DoncaS, = S, + (n + Da™* — 1 et par suite,

k=0 a-1
(a-=1)S,=n+ 1a™*? - a—_la.
n a-1
Doncsia #= 1 alors Sn — 1 [(TL + 1)an+1 _ &a] - 1 [(n+1)a"+2_(n+1)g_"+1_an+z+a].
a-1 a-1 a-1 a-1



na™? - (n+1)a"*! +a
(a-1)*

9 - — _ _ n(n+1)
Par contre sia = lalors S, = Yok = —

Ainsi,sia # 1 alors S, = [

Ex 14 Calcul des sommes Y7, k (Z) x* et ¥1_,, k x* par dérivation
1. Onpose f(x) = (1 + x)™. f est polynomiale donc dérivable sur R.
a. Donner une autre expression de f(x).
b. Endéduire deux expressions de f'(x).

c. Endéduire Y7_, k (Z) x¥ puis retrouver la valeur de Y.7_, k (Z) déterminer a I'ex 12.
d. Calculer S, =¥, (k -1) (Zn)
2. Onpose Vx € R\{1}, f(x) = X1_, x¥. f est polynomiale donc dérivable sur R.
a. Donner une autre expresswn de f(x).
b. Endéduire deux expressions de f'(x).
c. Endéduire Y}_, k x* puis retrouver le résultat trouvé a I'ex 13.

1 VXERf()=(1+x)" =Xk, (})x* Donc, vx € R, f/(x) =n(1+x)"" =T, (

car le terme
"k=0" est nul

Alors, Vx € R, X0_, k (Z) xk = n .k (Z) xk = x( n ik (Z) x"‘l) =xf'(x) =nx(1+x)"*1.
2. Vx € R\(1},f(x) = Nox* = . Donc, Vx € R\(1}, f'(x) = Bf_, hock~t = LHDTED 0D

(x-1)?
car le terme

n

k) kexk—1,

"k=0" est nul My 1) (M+1_ n+1_ n+1
Alors, Vx € R\{1}, 2;61:0 k x* oy n kaxk = x(zzzl kxk—l) =xf'(x) = x (n+1)x (fo_ll))z(x 1 _nx ((:_4—11))2x +x
o (MY L
Ex 15 Calcul des sommes Y7_, (k) w1 Par intégration
On pose f(x) = (1 + x)™. f est polynomiale donc continue sur R.
1. Donner une autre expression de f(x).
2. Endéduire deux expressions de la primitive F de f qui s’annule en 0.
sduire S () L
3. Endéduire Y7, (k) P
— n _ \yn n n+1 _ n n ﬂ
VxER,f(x) =1+x)" = "‘O(k) . Dong, VxelRF(x)— [(1+x) 1] =X} O(k) pE
n — — 1 n+1 n+1
Aors, 3o (1) o = F(1) = = [(1 + )" = 1] = ——[2 1]
Ex 16 On pose S,, = Mi_, (Zk) 4-"et Ty = iy (ZkZi 1) 4-" .Calculer S,, + 2T, puis S, — 2T, .En déduire S, et T, .
o2~ B )+ (2 9 =B () B2 )2 =5 ()2 =i ()4 2y 3=

Sn = 2T = Zic=o @Z) —22i= (Zk + ) =2 ( PICIRED = (zk + )R =5 ( )( 2P =Zi (pn) (=7 1mmr =
(1-2)"=(-1)" =1

S, + 2T, = 9"
S, —2T, =1

1
25, =1+9" Sp=51+9%)
. Donc, {4,[. —on_1 et finalement, 1,00 ]

n - Tn = 1(9 - 1)

Ainsi, {
Ex 17 En appliquant une méthode analogue a celle employée pour calculer YX7_, k3 , calculer Y%
YR o[k +1)5 — k5] = ¥R_,[1 + 5k + 10k? + 10k3 + 5k*]. Alors (n + 1)5 — 05 = 5}% Yok + 10 Zk ok? +10XP ok +5X0_ok* + X0 , 1. Ainsi,

somme télescopique _n(ﬂ+1) _nn+1)(@n+1) _(n(n+1)) =(n+1)
2 6 U2

ZZ 0k4 _ 1[(71 + 1)5 _ Sn(721+1) _ 5n(n+13)(2n+1) 5712(71+1)2 ( + 1)] (n+1) [( + 1)4 5n _gn(zn + 1) _ gnz(n + 1) _ 1]
("“) [6n* + 2413 + 36n + 24n + 6 — 151 — 20n —10n — 1513 — 15n — 6]

("+1)[6 +9n3 +n? —nj

(n“)n ——[6n°®+9n*>+n—1].

Ex 18 Calculer les sommes doubles suivantes (n et p désignent deux entiers naturels telsquen > 2 et p = 3)

o RS 4. Sp=Xasijsnmin () 7. Sa=YpaTles
2. S, =31, 3 o(1— 202 5. Sn = Xisijen 20 +3]
3. Sn = lei,jsn(i +j)2 g Sn = Z?=12;.1=1 i

ii(l—m”—z 2(1—2)(2 |

i=1 i=1|j=

j=0
Soiti € [1,7]. jo(1-2)(@) = (1-29)  $j,@)  =(1-20=E =1 - @y,
1-2¢
somme géomatrique

de raison 2t

i=1 j=
somme geomatrtque
de raison 211

4. S = Zl<ij<n min (l ]) = 1(2 =1 mln(l ]))
Soiti € [1,n]. X7, min(i,j) = ¥j-; min(i, /) + Xj_;y; min(i,j) = Zjﬂj + Xl = l(Hl) +in—-(G(+1D+1)= L(Hl) +in—1i) = (n + )



Alors, S, = :1 ((n + %)z - ;) - (n + %) (2 i) _% il ( ) (n(n2+ 1)) : (n(n + 1)6(271 + 1))

i=

_n(n+1)(2n+1) n(n+1)(2n+1)_n(n+1)(2n+1) 1 1 _n(n+1)(2n+1)
- 4 - 12 - 4 ( _5)_ 6 i

théo.du
produit de

deux sommes nn+1)2" -1 nn+1)
; = iy = - n+l __
2 (Z l)(ZZ )= 5 5T > (2 1).

n

n
6. S i
n A
i=1 j=1ai bj i=1 j=1

Ex 19 Soit € N*. Calculer B, = [1; jyequnp? ¥ - En déduire Ty, = [11<icj<n -

P= H(i,j)e[[1,n]]2 =TI 074

Or, pour chaque i, [[}-; ij = i" ([Tiz, j) = i"nl. Donc B, = [[}, i"n! = MO 1L, i = )" (T, D" = (H*mH™ = (nH?".

Py =Ty X [hcicjen X Thejaieni = T X [Ty 2 X Ty = T X ([T72, )? = T (n)? Donc, T = (nz)Zn _ ((n!)”) = ((n)™ )% . Alors comme T, > 0, je

(nh)? n!

=Ty puisque iet j
jouent unréle
symétrique dans
U'expressionde Ty,

peux conclure que T, = (n!)" 1.

111 D’autres applications de la « FBN »
Ex 20
=c

a
1. Soita,b,c,d des entiers. Justifier que : (a +bV2=c+dV2= {b _ d)'
Montrer que : Vn € N, 3! (ay, b,) € N2/(3 + 2\/5)71 =a, +b,V2.
Trouver une relation entre a,, by, @41, bny1-En déduire que les suites (a,,) et (b,,)sont strictement croissantes.

Montrer que Vn € N, a2 — 2b2 = 1.
En déduire que I'équation x? — 2y? = 1 admet une infinité de couples d’entiers naturels (x,y) solutions.

Supposons que a + b2 = ¢ + dv2. Alors, a — ¢ = V2(d - b).

alll 1 o0 59 DY

*k

Imaginons un instant que d — b # 0. Alors, V2 = d— Comme a, b, c et d sont des entlers E Q, autrement dit, V2 e Q ce qui est
faux. L'hypothése "d — b # 0" est fausse et j’en conclus que d = b. Et en remplagant dans **,J ‘obtiensa—c=0ie.a=c.
3. Posons H(n) la propriété : 3(an, by) € N?/(3 + 2\/5)" =a, + b,V2.
0
Init: (3+2v2) =1=1+40xv2.Donca, =1 et by = 0 conviennent.
Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose qu'il existe (a,, b,) € N%tq (3 + 2\/7)71 =a, +bV2.
n+1 n
(3+2v2) = (3+2v2) (3+2V2) = (ay + b,V2)(3 + 2V2) = 3a, + 4b, + V2(2a, + 3b,).
Posons a,,q = 3a, + 4b, et b,., = 2a, + 3b,. Comme a,, et b, sont entiers natuerels, a, 41 et b,,1sont aussi entiers naturels.
CCL:Vn,3(ay, by) € N2/(3+2v2)" = a, + byV2.
D'aprés 1., 'écriture de (3 + 2v2) " sous la forme a, + byV2 tq (ay, by) € N2est unique.
0
4. Vn,a,4, = 3a, + 4b, et by = 2a, + 3b,, . De plus, (3 + 2\/7) =1=1+0x+2.Donc, ay = 1 et by = 0. Alors on montre
facilement par récurrence sur n que Vn,a, > 0 et b, = 0. Alors, Vn,a,,; — a, = 2a, + 4b, > 0 et by, — b, = 2a,, + 2b, >
0. Dong, les suites (a,) et (b,)sont strictement croissantes.
5. Posonsu, = a? — 2b2. Montrons que la suite (u,,) est constante égale 3 1.
YN, Upyq = a2y — 2b2,, = (3a, + 4b, )% — 2(2a, + 3b, )% = a% — 2b2 = u,. Donc la suite (u,,) est constante. De plus, uy = a3 —
2b2 = 1. Jen déduis que Vn € N, a2 — 2b% = 1.
6. Vn € N,a? — 2b2 = 1 avec ayet b, entiers naturels. Donc pour tout entier naturel n, (a,, b, )est solution entiére de x? — 2y? =

1 .Comme les suites (a,) et (b,) sont strictement croissantes, toutes les valeurs a,, sont distinctes et par conséquent, tous les couples
(@y, by) sont distincts.... Ainsi, 'équation x2 — 2y? = 1 admet une infinité de solutions entiéres.

n
Ex 21 Montrer que : Vn € N¥, <1 aF \/%) >n.

Soitn €N tqn > 2.

n 2 k k k
2 nn—1{ |2 S oo [ [2 & O
1+ =] =1+n —+—2 - +Z(k) - =1+\/2n+(n—1)+2(k) +Z(k
k=3 k=3 >0 k=3
7 NI S N
n'existepas si n=2. n'existepas si n=2 >0 ou n'existepas

De plus pourn =1, (1+I) =1++2>1.

Ainsi, Vn € N¥, < ) > n.

1V Suites particulieres
Ex 22 Donner une expression explicite des suites récurrentes définies de la maniére suivante :



1 {Vn, Upeq —Up = 3

o g = 2 .
u est arithmétique de raison 3. Donc Vn,u,, = 2 + 3n.
2 {Vn, Up_q = —4u,

u, = 3
. - . 1 o\ n\".,_ 3
u est arithmétique de raison -7 Donc Vn,u, = (— Z) Uy = — (_Z) 12 = =
3 {Vn Unt+1 = 1- 3un
: ! Ug = 2
u est arithmético-géométrique.
Je cherche un réel L tel que L=1-3LL= l convient.
Je pose Vn, v, = u, — - AIors VM, Vppq =Uppp —-=1—3u, —-= % — 3u, = (—3)v,. Donc (v,,) est géométrique de raison (—3).

Par conséquent, Vn, v, = (—3)™v, ; et par suite, Vn, Uy —i = (—3)71 (uo - %) J’en conclus que Vn, u, = % + (=3)" G)
a {Vn JUS L uS = 4

: Uy = 2
On montre facilement par récurrence que Vn, u,, > 0. En effet ug > 0 et si n est un entier tel que u,, > 0 alors u,% # 0 et u,,® >
0 donc u;iﬂ = % > 0 et par suite, u, 41, étant du méme signe que u,51+1, est aussi strictement positif.

n

Alors Vn,In (u3,,u3) = In(4) ce qui donne ¥n, 5In (u,,,1) + 3In (u, ) = 2In(2) .
Posons donc v,, = In(uy,).Alors, Vn, 5v,,; = —3v, + 2In(2). La suite v est donc arithmético-géométrique.

Cherchons un réel L tel que : 5L + 3L = 2In(2). L = In ( )

In(2)
. LAlors Vn, Wy 1 = Vpyq —

convient donc.
In(2)
=

ln(2) 3
5

. 1(2)—

Posons wy, = v — L = vy, — v+ 2In(2) = =2 [v, - 2m@)| = - 2w,
Donc w est géométrique de raison (— g)

Par conséquent, Vn,w, = (— g)n W, et par suite, v, — @ _ (_ g)”( ln(Z)) _ ( ) (In (2) - ln(Z)).

Ainsi, Vn, v, = In(2) (1 +3 ( )n)

1n(2)
: . —=(1+3(-=
Enfin, comme Vn, v, = In(u,),nous pouvons affirmer que Vn,u, = e'» = ¢ + ( ( 5) )

n 1\ nA+n
5. Vn, l_[k=0 U = (;) o

1\n+n 2 2
1 +n-(n-1)%2-(n-1 2
Mie=ote _ (3) (T (= =B Egalité encore vraiepourn =0car u, =1
k= éuk ( )(71—1)2+(n—1) 3 3 -£8 p n .
3

vn=1lu, =

6. U =1 etvnu,y =u, + n2 — 3n+1/2
Soit un entier naturel n.

= S o1 n(n+1D@n+1) = n+1)2n+1) 1
nn n nn n -
—uo—Zuk—uk1—zk2 34+ = Zk2—23k+5=—6 ”523 - \/—3_1x3.
k=1 k=1 k=1

-1+ n(n+1)(2n+1) a8 \/—(3,1 )
7. uy =1 et Vn,un+1 =M+ e u,.
8 uy=2cetu=1letVneN,(n+3uy, = +u,.

Ex 23

vn € N,u,4q = Su, +4v, et vy = 4u,
Uy = 2 Vo = 1

constante et la suite (u,+v,) ey €st géométrique. En déduire des expressions explicites de u,, et de v,.

1

14U,

. . + 5v .
1. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que : { ™. Montrer que la suite (U, —Vp)nen €St

-1
vn,u =— et v, =
2. Soit (u,) et (v,) deux suites telles que : { LT 24, n
uo = 0

a. Justifier que VYn € N, u,, et v, existent .
b. Montrer que (v,) est arithmétique. En déduire une expression explicite de u,.
3. Soit (u,) une suite vérifiant: Vn € N, u,,,, = %(unﬂ + u,,). Montrer que la suite (U1 —U,)nen €St géométrique. En déduire une
expression de u, en fonction de n et de ug et u; .
2.a. Montrer par récurrence sur n que Yn € N ,u, existe et u, €] — 1,0].
Initialisation : u, €] — 1,0].

Propagation : Soit n € N . Je suppose que u,, existe et u,, €] — 1,0]. Alors 2 + u,, €]1,2]. Donc, —— oy eX|ste et— E [ 1[ . Donc u, 4 existe
1

Un+1 =~ 5 €] — 1,—;] .Doncu,,q €] —1,0].

CCL:Vvn € N ,u, existe et u, €] — 1,0]. Par suite, Vvn € N ,u,, # —1 donc v, existe.

b. vy = L= 11 = Zttn _ Zdun  LHQun) 1 4 g o vy, + 1. Alors, (v,) est arithmétique de raison 1. Par suite, Vn €

1+uUpyq 1-

24+up—1 1+u. 1+u 1+u
2+un n n n n

Nv,=vg+n=1+n.



1 1 - 1
=1+ndoncl+u, =—"_Ainsi,VvneN ,u, =—-—1 =1
1+uy, 1+n 1+n 1+n
u=1 2up -1
Ex 24 Soit u et v les suites définies par : 3uptl etVn € N, v, ==—"—.
vneNu,.1 = Up+1
2upt+4
1. Montrer que les suites u et v sont bien définies.
2. Montrer que v est géométrique.
3. Endéduire une expression explicite de u, et lim u,.
n-+oo
1. Montrons par récurrence sur n que Vn, u,existe et u,, > 0.
uq existe et ug > 0.
Soit n un entier naturel. Supposons que u,, existe et u, > 0.
3 3up+1
Alors 2u, +4 >0 et3u, +1 > 0.Donc, up4+q = Zu existe et up4q = 22":4

Le théoréme de récurrence permet alors d’affirmer que Vn, u, existe et u,, > 0.

. -1 . I . . e
Et par conséquent, Vn,u,, + 1 > 0 donc v, = u"+1 existe. Ainsi, les suites u et v sont bien définies.

3un+1
2upii-1 2005 2GuptD)-Qugtd)  (hun=2) _ 2 (2up-1) _ 2 . . s .2
2. Soitn € N,v,,, =~ — = Zm 2 Lo =t —( A ) = Zp,. Ainsi la suite (v,,) est géométrique de raison =.
Upyr+1 ( n )+1 Gup+1D)+QuUp+4)  (5up+5) 5\ up+1 5 5

1
2\" 1 /2\" 2uy—1 -1-v 1+v 1+-(

3. DoncVvn, v =(—) v =—(—) .0r, v, = —"—=doncv,(u, + 1) = 2u,, — 1 puisu,, = —= = —2=, Ainsi, Vn,u,, = —=2
n 5/ 707 2\s e n(Un ) n P nT op—2  2-v, r i En 2_1(

2 . 2\ . . 1
Comme |—| <1, lim (—) = 0 et par conséquent, lim u, =-.
5 n—+oo \5 n—-+oo 2

Ug = 0
vn € N,u,41 = 2u, + 3™
1. Montrer que la suite v définie par : v, = ;‘—:‘l est arithmético-géométrique.

Ex 25 Soit u la suite définie par : {

2. Endéduire une expression explicite de u, et lim wu,.
n-+oo

Upyr _ 2Uup+3™ _ 2up 1 2 1 . - . s
L = R §3—n + E =3 Vn + 3. Donc, (vy,) est arithmético-géométrique.

vneN, v, =
Cherchons unréel L tel que L = §L + 5. Je remarque que L = 1 convient.
Alors, posons Vn, w, = v, —L.Alorswy,,; =v,41 —L = vn + -— (; L+ g) = g(vn -L)= §Wn- Donc w est géométrique de raison

g. Alors Vn, wy, = (g)n wy = G)n (=1).Doncvn, v, =1-— (g) etu, = 3"y, = 3" - 2™

V Systemes linéaires

Ex 26 Résoudre les systemes linéaires suivants d’inconnues réelles x;, x5, ..., X, X, ¥, Z et/ou t et de paramétres réels a, b, c,m, p, q et/ou A.
1 {2x—3y=1
© (2x+3y=-3
3x —6y=-3
{2x—4y=2
3 {3x+5y=2
" 2x+4y=a
{x+y=m2—3
2x+2y=-m
mx+y=m+1
—2x—my=m
2x +4y —5z=-8
{ 3x+9y—-8z=1
4x+ 17y — 11z =41
S5x+y+2z=1
x+3y+z=6
x+2y—-7z=-1
le—2y+3z—5
x+3y—z=0
S5x—z=-4
2x—y—z=-3
8x+3y+5z=-1
6x+y+z=-3
mx+y+(m-1)z=3 x+y+z=0 x+y+z=0
9. O){(m-Dx+y+(m-1)z=9 © {((m—-Dx+y+(m-1)z=9 o m=-2)x+(m-2)z=9
x+y+z=0 LSl mx+y+(m—1)z=3 2Z:F:£1 m-—Dx+(m-2)z=3
3 3 1

x+y+z=0 x+y+z=0
e m=-2x+(mMm—-2)z=9S{(m—-2)z=9+6(m—2)
Lye—L3—L, x=-6 X =—-6
lercas:m=2.



12.

x+y+z=0
Alors, (S) © 10 =9 IMPOSSIBLE . Donc (S) n’a pas de solution lorsque m = 2.

x=-6
2emecas:m# 2.
9
y=- (m-2) -9 9
9 ={(—6 ——
Alors, (S) 4, = = + ¢ - Donc Sol(S) {( 6, o o T 6)} et (S) est de Cramer lorsque m # 2.
x=-6

x—my+m?z=m
10. {mx—mPy+mz=1

mx+y-mdz=-1
ax+by+z=1 (a+2)x+bla+2)y+(a+2)z=3
11. (S):{x+aby+z=1 = x+aby+z=1
x+by+az= 1Lyl T lotLy x+by+az=1

lercas:a=—-2.
0 =3IMPOSSIBLE
Alors, (S) & { x—2by+z=1 ..Donc (S)n’apasde solution lorsque a = —2.
x+by—2z=1

2émecas:a+ —2.

((x+by+z=—ro

x+by+z= x+by+z= J (a+2)
(a+2) (a+2) _ 3
Alors, (S) f; x+aby+z=1 ‘j‘l_f x+aby+z=1 i ?L (a—l)b}/—l_(a+z).
Lye>——Ly = Lie—>——L, = EGC 3
arz x+by+az=1 a2 x+by+az 1L3HL3_L1L(a_1)Z:1_(a+2)
lerss—cas:a=1.
x+by+z=1
Alors, (S) & {0 =0T/SVRAl & x =1 — (by + z). Alors Sol(S) = {(1 — (by + 2),y,2)/y,z réels} lorsque a = 1.
0 = 0TJS VRAI
2émess—cas:a#*leta#* —2.
x+by+z=1
Alors, (S) & {0 =0T/SVRAI & x =1— (by + z). Alors Sol(S) = {(1 — (by + 2),y,2)/y,zréels} lorsque ;a # l et a # —2
0=0TJSVRAI
x+y+z=0
b+)x+(c+a)yy+(a+b)z=0
bcx +acy +abz=0
4x+y+z=2A
13. {x+4—y+z=/1y
x+y+4z=2z
x+y+z—4t=-1
14 2x—3y—8z+7t=8
" )x+3y+5z—-10t=-5
4x—y—6z—t=6
—3x+2y+2z=2x (=3-Mx+2y+2z=0
) —2x+y+2z=21y —2x+(1-ADy+2z=0
15. () —2x—-2ytz=12z < —2x—-2y+(1-MD)z=0
—2x—-2y+tt=1t —2x—-2y+(1-A)t=0
(=3-MDx+2y+2z=0 (=3-Dx+2y+2z=0
—2x+(1-ADy+2z=0 A+Dx+(-1-D)y=0
—2x—2y+(1—/1)z=OLHT_L 5-MDx+@B-1z=0
—2x—=2y+ (1 =Dt =013005+L, \=2x =2y + (1 =Dt =0
lercas A = —1.
(2)x+2y+2z=0 (=2)z+2y+2z=0 y=0
0=0TJSVRAI X =2z x=z _
® e (—4)x + 4z = 0 = .Donc Sol(S) = {(z,0,2,2)/z € R}.
—2x—2y+2t=0 —2z—-2y+2t=0 t=z
2eme cas A = =5. FAUX CAS Il
x+2y+2z=0 x+2y=0
—4 4y = - =
) = "8;3’0 0 o "ZJ’:”O O o x—y=z=t=0.Donc Sol(S) = {(0,0,0,0)/¢ € R}

—2x—=2y+6t=0 —2x—=2y+6t=0



3émecas A+ —letA# =5

3-1 3-1 3-1 3-1 _
I((—3—A)mz+2mz+22—0 l(((—3—/1)m+zm+2)z_o
_ . _3-2 3-1
(S)(:){ Y=Y =5af = X=Y=c5%
3, 374 — = 3-2 =
lZMZ 2z+(A-Dt=0 42+ (1 -Dt=0
z=0
3-1, ,3-1 _ A2-946-21+10421 _ A2+7 x=y=0
0T,(-3-A)m+2m+2—T—m:ﬁo.AlOFS,(s)@
1-Dt=0
lerss—casd# —5etd*—letdA#1.
z=0
x=y=0
® e . Donc, Sol(S) = {(0,0,0,0)/t € R}
t=0
z=0 z=0
= :0 = =
2emess—casi=1.(S) =1 * 770 o 1*TVT0 50105) = (0,0,0,0)/t € R}
1-MDt=0 0=0

16. Soitn € N\{0,1,2,3}.

X1 +x,=0
X1 +x,+x3=0
Xy +x3+x,=0

S): distinguer les cas :
lxn_z +xp-1+x,=0
Xp_1+x, =0

n=3pn=3p+letn=3p+2.

Ex27 1. Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 7, ), déterminer les points d’intersection :
a. entre 'hyperbole d’équation xy = 2 et la droite passant par A(3,4) et dirigg¢epar7— 7.
b. entreles droites d’équation 2x —3y = 2et7x — 2y =1.
1. Dans l’espace muni d’un repéere orthonormé, déterminer les points d’intersection des plans d’équation :
4x —3y+5z=2et7x—2y+3z=1.

x3y226 =1
Ex 28 Résoudre (S):{x*y®z'2 =2. Indication : appliquer une bonne fonction qui permet de se ramener a un systéme linéaire.
2P ® —
x“y“z> =3

Ex 29 Soit a b, ¢, d des réels .

- I . d b - s
1. Onsupposeici que ¢ # 0. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\ {— ;} ,:j:d =U+ Cx‘;d . En déduire une primitive de
f' (x o 1—2x)
' 3x+5/"
ax+b U

2. Onsuppose ici que ¢ # d. Montrer qu’il existe deux réels U et V tels que : Vx € R\{c, d} D)~ e
§ = y100 1

k=124’

v -
+ Pl En déduire la somme




