Mathématiques, PCSI.
Corrigé DL 1

ax+y—adz=1
Ex 1 Résoudre le systéme linéaire (S):{ ax — a?y + az = 1, d’inconnue (x,y, z) € R3, en discutant selon les valeurs du paramétre réel
x—ay+a’z=a
a. Vous indiquerez toutes les opérations que vous effectuerez.
ax+y—adz=1 ax+y—a3z=1
(: x—a2y+az=1 e (a+a®x+(a—ad)z=1+a?

x—ay+a?z=aqa Lt (1+a?)x+ (a?—a*)z=2a
Ly<Lz+al,

ax+y—a3z=1

" al+a®d)x+a(l—-a)(1+a)(1+a®>)z=1+a?
1_az:(1c_f;2)(1_a2) a1+ az)x + a2(1 —a)(1+a)z=2a

=(1+a?)(1-a)(1+a)

ax+y—a3z=1
= ax+a(l—a)(1+a)z=1
1+ a>)x+ad*(1-a)(1+a)z =2a

\—v—l
Lz‘—’1+ zL

s
LyoLs—al,

ax+a(l—a)(1+a)z=1

{ ax+y—a’z=1
x=a

i y—a3z=1-a?

e al—-a)(1+a)z=1-a?
LyoLls—al, X =a
1°casa(l—a)(1+a)*0iea&{0:1:-1} Alors,
y—a3z=1-a? y—a3z=1—a? y=1
(S)C}{a(l—a)(1+a)z:1_a2 e g=1 = Z:%.DoncSol(S)z{(l;%;a)}siae{O;l;—l}
a
xX=a Lz“’ﬁllz xX=a xX=a
2eme =
y—a3z=1-a? y=1
s — =1-ag230=1 ! Donc So =0QPsia=0.
xX=a XxX=a
3mecasa=1
y—aiz=1-a? y—z=0 y=1z
(S)Q{a(l—a)(1+a)z=1—a24:’{ 0=0 (:){O=0.Donc$ol(5)={(1;z;z)/zER}sia=1.
xX=a X = x =1
3mecasa =—1
y—adz=1-a? y+z=0 y=-z
O ejal-al+a)z=1-a2©) 0=0 < .Donc Sol(S) ={(-1;-z;2)/z € R} sia = —1.
x=a x=-1 x=-1

: ' k P
Ex2 Soit S, = lei,ksnﬁ. Montrer que S, = ZlSirkan_k' En déduire S,,.

i k
Sp = lei,k<nl+k 12 15k Wk 121 1k+l Z1si,k5nm-
ie
_ i k i _ _ .2 _n?
Alors, 25, = lei,kan__k+ Yisijksn g itk 21<lk<nl+k H_kzn 12051 15k Wk Yk=12it1 1) = Xj=yn = n*. Donc, S, = =
e

Ex 3 Soit 7 un entier naturel fixé et T,, = YX_, k*.
1. Rappeler sans démonstration Yi_o k, Dir_ok? et X k3.
Déterminer (avec preuve) la valeur de T;,.

Soit p € [0,n]. Calculer S,,(p) = Xr— (I;)

2
3
4. Retrouver Y.}_, k, grace a la somme calculer au 3.
5
6

Déterminer des entiers a, b, c et d tels que : Vk € N\{0,1,2,3},k* = a (ID +b (I;) +c (];) +d (l;)

Retrouver alors la valeur de T,, donnée au 1.
n:ok _ n(nz+1) ) n=0 K2 = n(n+1)6(2n+1) o Z;cl:okz _ (n(nz+1) ) 2

(k+ 1)% — k5 = 5k* + 10k® + 10k? + 5k + 1.

N -



Donc, X ok + 1)5 — k5 =530 o k* + 10 X0 o k3 + 1000 k2 + 500 ok + X0 1.

somme télescopique

Don, (n + 1)° — 0° = 5T, + 10 (222 ) + 102D 4 520D 4 (4 1),

Dong, T, = g[(n +1)5 — 10 (M2 ) — 1pRED _ 510D _ (4 1)]

=%[n5 +5n4+10n3+10712+5n+1—;(n“+2n3+nz)—§(2n3+3nz+n)—§(n2 +n)—(n+1)]
n® nt n® n

5 2 3 30

3. soitp 10115, = Zhoo (i) = Zheo (5 11) - (5 1) = (1) - (2 1) = (o5 1)

somme télescopique

4. Jecherche desentiersa, b, c etd tels que : Vk € N\{0,1,2,3}, k* Z a (k) +b (g) +c (k) +d (I;)

4 2
Or,a(i)+b(k)+c(]2()+d(k)
= 4'(k Y +b3|(11<c Y +C2'(k o Tk

_ g U 1)(1;42)(1{ 3) 4 p ke 1;(k 2. +dk

_ ak(k—1)(k-2)(k—3)+4bk(k—1)(k—2)+12ck (k- 1)+24dk
24
_ak(k=1)(k-2)(k—3)+4bk(k-1)(k—2)+12ck(k—1)+24dk
24
_a 44 6a+4b 34 11a—12b+12c) ; 2 —6a+8b—12c+24d
=2k ( )k ( 24 ) K+ ( 24 )k
Donc pour que - soit vraie pour tout entier k > 4, il suffit de choisir a, b, ¢, d tels que :

( % =1 ( a=24
| —eatdb _ | b=3a=36
— = 2
24 .
11a-12b+12¢ _ , € { c=b-2a=36-22=14
T 24 0 12

—6a+8b—12c+24d _ Ldzlc—lb+la=7—12+6=1
— -0 27 37 Ta

k(k 1)

Ainsi, Yk € N\{0,1,2,3},k* = 24 (’;) +36 (’3‘)) +14 (’2‘) + (’;)

Pour k = 0, cette égalité est encore vraie : elle donne 0 = 0 ce qui est vrai.
Pourk =1, aussi:elledonne1 =0+ 04 0 + 1 ce qui est vrai.

Pour k = 2, aussi: elle donne 16 = 0 4+ 0 + 14 + 2 ce qui est vrai.

Pour k = 3, aussi : elle donne 81 = 0 + 36 + 14 * 3 + 3 ce qui est vrai.

Donc Vk € N, k* = 24 (’;) +36 (lsf) +14 (’2‘) + (’;) .
k

5. AlorsVn € N, X k* =24¥7_, (i) +36%7,, (3) +1437, (k) +30, (’i)

_ n+1 n+1 n+1 n+1

=24(" ) +36(" T )+ 14("T )+ ("] )
— 24 (n+1)n(n—112)(()n—2)(n 3) +36 (n+1)n(72:1)(n—2) +14 (n+1)161(n—1) + (n+21)n
— (n+1)n(n—15)(n—2)(n—3) +3 (n+1)n(nz—1)(n—2) +7 (n+1):(n—1) + (n+21)n

5 4
=n_+n_+_+_

n+a
n+b

Ex 4 Supposons qu’il existe a et b réelstelsque b — 1 — a # 0 et pour toutn € N, L
1. Montronsque:pourtoutn €N, (n+b)uy,; — (n +b—1Du,=(a—b+ l)un
[(m + b)ups — (b — 1)“0]

3. Application : Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u;, = (k+p)

2. Endéduire que:pourtoutn €N, YP_ju; = -

et vn € N%, S, = D7 1(k+p)

3.1. Montrerque: Vk €N, (k +p + Dugyq = (k + Duy.
3.2. Endéduire que:Vvn € N*,S, = ﬁ((n + Du, — 1).

3.3. MontrerqueVn € N,0 < u,, < c +1p! En déduire la limite de la suite (S,,) quand n - +oo.

n+1)(n+2)"
1. Onnotera, pourtoutn € N, S, = X7_oup.
Soitn € N.u;‘—: =L donc (n+ b)uy1 — (n+ a)u,, = 0 et par conséquent,

m+bupyr—(m+b—-—Du,=+buy —m+au, + (a—b+Du, = (a—b + Du,.

2.
Alors, ¥i_ol(a— b+ Dwe] = Ti—o[(k + D)ugsy — (k + b — Dy ] = [ERo(Wis1 — vi)]
14
télescopage ‘
Donc,(b—1—-a)S, =  vpuq-— vo =+ b)upy, + (b — Dy
Ainsi,commeb—1—-a #0, S, = [(n+ b)upe; — (b — Dug).

+1b



3.1 Soitk € N.
k+p+ Dwers — Gk + Due = k +p+ D — k + Do = K+ 9+ 1) e — K+ D e

(i) (%" (er) )

_ 1 1 pik+1)! Pkl plk+1)!  plR+D)!
=k+p+1) —(5313! (k+1) _U;Tﬁ)! =(k+p+1) Grion)! (k+1) Gy~ - o) 0
Donc, (k +p + Dugyq = (kK + Duy.

Upsr _ (k+1)

3.2onadonc

wr — GetpiD) . Ainsi, d’aprés ce qui précede aveca = 1etb = p + 1, on peut affirmerque:b—1—a=p—1#0et

donc

1 1 1
Sn= 1= (@4 Dy =) = 7 (14 Dun = 1) carug = 7o =7 = 1.

N
[=lasi N
N—

3.2 : Soitne€ N.un > 0et Up(n+1)(n+2) _ nip (n+1)(n+2) _ nlp! m+1)(n+2) _ (n+2)!

= = <
p! ( ) p! (n+p)! p! (n+p)! — 1car
n

2donc0 < (n+2)! < (n+p).Par

S
I\

Comme

conséquent, en multipliant Uinégalité par u,, j'obtiens : Parsuite,, 0 < (n + Du, < C (n1)p! _ _p!

p!
< —- — e =
0<u, = (n+1)(n+2)" n+1)(n+2) (n+2)
p!

lim — =0 = lim 0, lethéoréme des gendarmes assure que lim (n + 1)u, = 0. Alors en passant a la limite dans 'égalité
n—+oo n+2 n—+oo n-+oo
1

obtenue a la question 2., je peux conclure que lim S, = —.
n—+oo p-1



