
Mathématiques, PCSI.  

Corrigé DL 1 

Ex 1 Résoudre le système linéaire (𝑆): {
𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1

𝑎𝑥 − 𝑎2𝑦 + 𝑎𝑧 = 1

𝑥 − 𝑎𝑦 + 𝑎²𝑧 = 𝑎

 , d’inconnue (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, en discutant selon les valeurs du paramètre réel 

𝑎.  Vous indiquerez toutes les opérations que vous effectuerez.  

(𝑆): {

𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1

𝑎𝑥 − 𝑎2𝑦 + 𝑎𝑧 = 1

𝑥 − 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 𝑎

⟺⏟
𝐿2←𝐿2+𝑎

2𝐿1
𝐿3←𝐿3+𝑎𝐿1

{

𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1

(𝑎 + 𝑎3)𝑥 + (𝑎 − 𝑎5)𝑧 = 1 + 𝑎2

(1 + 𝑎2)𝑥 + (𝑎2 − 𝑎4)𝑧 = 2𝑎

 

⟺⏟
𝑐𝑎𝑟 

1−𝑎2=(1+𝑎2)(1−𝑎2)

=(1+𝑎2)(1−𝑎)(1+𝑎)

{

𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1

𝑎(1 + 𝑎2)𝑥 + 𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)(1 + 𝑎2)𝑧 = 1 + 𝑎2

(1 + 𝑎2)𝑥 + 𝑎2(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 2𝑎

 

⟺⏟

𝐿2↔
1

1+𝑎2
𝐿2

{

𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1
𝑎𝑥 + 𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1

(1 + 𝑎2)𝑥 + 𝑎²(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 2𝑎

 

⟺⏟
𝐿3↔𝐿3−𝑎𝐿2

{
𝑎𝑥 + 𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1

𝑎𝑥 + 𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1
𝑥 = 𝑎

 

⟺⏟
𝐿3↔𝐿3−𝑎𝐿2

{
𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑥 = 𝑎

.  

1er cas 𝒂(𝟏 − 𝒂)(𝟏 + 𝒂) ≠ 𝟎 𝒊. 𝒆. 𝒂 ∉ {𝟎; 𝟏;−𝟏}. Alors, 

  (𝑆) ⟺ {
𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑥 = 𝑎

⟺⏟

𝐿2↔
1

1−𝑎2
𝐿2

{

𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑧 =
1

𝑎
𝑥 = 𝑎

⟺ {
𝑦 = 1

𝑧 =
1

𝑎
𝑥 = 𝑎

. Donc 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = {(1; 1
𝑎
; 𝑎)}  𝑠𝑖  𝒂 ∉ {𝟎; 𝟏;−𝟏} 

2eme cas 𝒂 = 𝟎 

(𝑆) ⟺ {
𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑥 = 𝑎

⟺ {
𝑦 = 1
0 = 1
𝑥 = 𝑎

 IMPOSSIBLE ! Donc 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = ∅ 𝑠𝑖 𝑎 = 0.  

3eme cas 𝒂 = 𝟏 

  (𝑆) ⟺ {
𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑥 = 𝑎

⟺ {
𝑦 − 𝑧 = 0
0 = 0
𝑥 = 1

⟺ {
𝑦 = 𝑧
0 = 0
𝑥 = 1

. Donc 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = {(1; 𝑧; 𝑧)/𝑧 ∈ ℝ} 𝑠𝑖 𝑎 = 1.  

3eme cas 𝒂 = −𝟏 

  (𝑆) ⟺ {
𝑦 − 𝑎3𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑎(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)𝑧 = 1 − 𝑎2

𝑥 = 𝑎

⟺ {
𝑦 + 𝑧 = 0
0 = 0
𝑥 = −1

⟺ {

𝑦 = −𝑧

𝑥 = −1
. Donc 𝑆𝑜𝑙(𝑆) = {(−1;−𝑧; 𝑧)/𝑧 ∈ ℝ} 𝑠𝑖 𝑎 = −1.  

 
 

Ex 2  Soit  𝑆𝑛 = ∑
𝑖

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 . Montrer que 𝑆𝑛 = ∑
𝑘

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 . En déduire 𝑆𝑛. 

 

𝑆𝑛 = ∑
𝑖

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 = ∑ ∑
𝑖

𝑖+𝑘

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 =⏟

𝑖↔𝑘

∑ ∑
𝑘

𝑘+𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 = ∑

𝑘

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 .  

Alors, 2𝑆𝑛 = ∑
𝑖

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 + ∑
𝑘

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 = ∑
𝑖

𝑖+𝑘
+

𝑘

𝑖+𝑘1≤𝑖,𝑘≤𝑛 ∑ ∑
𝑖+𝑘

𝑖+𝑘

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑘=1 =⏟

𝑖↔𝑘

∑ (∑ 1𝑛
𝑖=1 )𝑛

𝑘=1 = ∑ 𝑛𝑛
𝑘=1 = 𝑛2. Donc,  𝑆𝑛 =

𝑛2

2
.  

 
Ex 3 Soit 𝑛 un entier naturel fixé et 𝑇𝑛 = ∑ 𝑘4.𝑛

𝑘=0   
1. Rappeler sans démonstration ∑ 𝑘𝑛

𝑘=0 , ∑ 𝑘2 𝑒𝑡 ∑ 𝑘3𝑛
𝑘=0 .  𝑛

𝑘=0   
2. Déterminer (avec preuve) la valeur de 𝑇𝑛.  

3. Soit 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. Calculer  𝑆𝑛(𝑝) = ∑ (
𝑘
𝑝
)𝑛

𝑘=0 .  

4. Retrouver ∑ 𝑘𝑛
𝑘=0 , grâce à la somme calculer au 3.  

5. Déterminer des entiers 𝑎 , 𝑏, 𝑐 et 𝑑 tels que : ∀𝑘 ∈ ℕ\{0,1,2,3}, 𝑘4 = 𝑎 (𝑘
4
) + 𝑏 (

𝑘
3
) + 𝑐 (

𝑘
2
) + 𝑑 (

𝑘
1
).  

6. Retrouver alors la valeur de  𝑇𝑛 donnée au 1.  

1. ∑ 𝑘𝑛
𝑘=0 =

𝑛(𝑛+1)

2
  , ∑ 𝑘2 =

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
    𝑒𝑡   ∑ 𝑘3𝑛

𝑘=0 = (
𝑛(𝑛+1)

2
 ) ².  𝑛

𝑘=0  

2. (𝑘 + 1)5 − 𝑘5 = 5𝑘4 + 10𝑘3 + 10𝑘2 + 5𝑘 + 1.  



Donc, ∑ (𝑘 + 1)5 − 𝑘5𝑛
𝑘=0⏟            
𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑖𝑞𝑢𝑒

= 5∑ 𝑘4𝑛
𝑘=0 + 10∑ 𝑘3𝑛

𝑘=0 + 10∑ 𝑘2𝑛
𝑘=0 + 5∑ 𝑘𝑛

𝑘=0 + ∑ 1𝑛
𝑘=0 .  

Donc, (𝑛 + 1)5 − 05 = 5𝑇𝑛 + 10(
𝑛(𝑛+1)

2
 )
2

+ 10
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
+ 5

𝑛(𝑛+1)

2
 + (𝑛 + 1).  

Donc, 𝑇𝑛 =
1

5
[(𝑛 + 1)5 − 10 (

𝑛(𝑛+1)

2
 )
2

− 10
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
− 5

𝑛(𝑛+1)

2
− (𝑛 + 1)]   

=
1

5
[𝑛5 + 5𝑛4 + 10𝑛3 + 10𝑛2 + 5𝑛 + 1 −

5

2
(𝑛4 + 2𝑛3 + 𝑛2) −

5

3
(2𝑛3 + 3𝑛2 + 𝑛) −

5

2
(𝑛2 + 𝑛) − (𝑛 + 1)]  

=
𝑛5

5
+
𝑛4

2
+
𝑛3

3
−

𝑛

30
.  

 

3. Soit 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛⟧. 𝑆𝑛(𝑝) = ∑ (
𝑘
𝑝
)𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑘 + 1
𝑝 + 1

) − (
𝑘

𝑝 + 1
)𝑛

𝑘=0⏟                
𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑖𝑞𝑢𝑒

= (
𝑛 + 1
𝑝 + 1

) − (
0

𝑝 + 1
) = (

𝑛 + 1
𝑝 + 1

).  

4. Je cherche  des entiers 𝑎 , 𝑏, 𝑐 et 𝑑 tels que : ∀𝑘 ∈ ℕ\{0,1,2,3}, 𝑘4 =⏞
∗∗∗

𝑎 (
𝑘
4
) + 𝑏 (

𝑘
3
) + 𝑐 (

𝑘
2
) + 𝑑 (

𝑘
1
).  

Or, 𝑎 (𝑘
4
) + 𝑏 (

𝑘
3
) + 𝑐 (

𝑘
2
) + 𝑑 (

𝑘
1
) 

= 𝑎
𝑘 !

4 !(𝑘−4) !
+ 𝑏

𝑘 !

3 !(𝑘−3) !
+ 𝑐

𝑘 !

2 !(𝑘−2) !
+ 𝑑𝑘  

= 𝑎
𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)

24
+ 𝑏

𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)

6
+ 𝑐

𝑘(𝑘−1)

2
+ 𝑑𝑘  

=
𝑎𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)+4𝑏𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)+12𝑐𝑘(𝑘−1)+24𝑑𝑘

24
  

=
𝑎𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)(𝑘−3)+4𝑏𝑘(𝑘−1)(𝑘−2)+12𝑐𝑘(𝑘−1)+24𝑑𝑘

24
  

 = 𝑎
24
𝑘4 + (

−6𝑎+4𝑏

24
)𝑘3 + (

11𝑎−12𝑏+12𝑐

24
) 𝑘² + (

−6𝑎+8𝑏−12𝑐+24𝑑

24
)𝑘 

Donc pour que ∗∗∗ soit vraie pour tout entier 𝑘 ≥ 4, il suffit de choisir 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tels que : 

 

{
 
 

 
 

𝑎

24
= 1

−6𝑎+4𝑏

24
= 0

11𝑎−12𝑏+12𝑐

24
= 0

−6𝑎+8𝑏−12𝑐+24𝑑

24
= 0

i.e. 

{
 
 

 
 

𝑎 = 24

𝑏 =
3

2
𝑎 = 36

𝑐 = 𝑏 −
11

12
𝑎 = 36 − 22 = 14

𝑑 =
1

2
𝑐 −

1

3
𝑏 +

1

4
𝑎 = 7 − 12 + 6 = 1

.  

Ainsi, ∀𝑘 ∈ ℕ\{0,1,2,3}, 𝑘4 = 24(𝑘
4
) + 36(

𝑘
3
) + 14(

𝑘
2
) + (

𝑘
1
). 

Pour 𝑘 = 0, cette égalité est encore vraie : elle donne 0 = 0 ce qui est vrai. 
Pour 𝑘 = 1, aussi : elle donne 1 = 0 + 0 + 0 + 1 ce qui est vrai. 
Pour 𝑘 = 2, aussi : elle donne 16 = 0 + 0 + 14 + 2 ce qui est vrai. 
Pour 𝑘 = 3, aussi : elle donne 81 = 0 + 36 + 14 ∗ 3 + 3 ce qui est vrai. 

Donc ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑘4 = 24(𝑘
4
) + 36 (

𝑘
3
) + 14 (

𝑘
2
) + (

𝑘
1
) .  

5. Alors ∀𝑛 ∈ ℕ,∑ 𝑘4𝑛
𝑘=0 = 24∑ (

𝑘
4
)𝑛

𝑘=0 + 36∑ (
𝑘
3
)𝑛

𝑘=0 + 14∑ (
𝑘
2
)𝑛

𝑘=0 + ∑ (
𝑘
1
)𝑛

𝑘=0  

= 24(
𝑛 + 1
5
) + 36(

𝑛 + 1
4
) + 14 (

𝑛 + 1
3
) + (

𝑛 + 1
2
)  

= 24
(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

120
+ 36

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)

24
+ 14

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)

6
+
(𝑛+1)𝑛

2
  

=
(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

5
+ 3

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)

2
+ 7

(𝑛+1)𝑛(𝑛−1)

3
+
(𝑛+1)𝑛

2
  

=
𝑛5

5
+
𝑛4

2
+
𝑛3

3
+

𝑛

30
 . 

Ex 4 Supposons qu’il existe 𝑎 et 𝑏 réels tels que 𝑏 − 1 − 𝑎 ≠ 0 𝑒𝑡 pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
𝑛+𝑎 

𝑛+𝑏
 .  

1. Montrons que : pour tout 𝑛 ∈ ℕ, (𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑛 + 𝑏 − 1)𝑢𝑛 = (𝑎 − 𝑏 + 1)𝑢𝑛. 

2. En déduire que : pour tout 𝑛 ∈ ℕ,  ∑ 𝑢𝑘
𝑛
𝑘=0 =

1

𝑎+1−𝑏
 [(𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑏 − 1)𝑢0]. 

3. Application : Soit 𝑝 ∈ ℕ\{0,1}. Pour tout entier naturel 𝑘, on pose 𝑢𝑘 =
1

(
𝑘+𝑝
𝑘
)
  et  ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑆𝑛 = ∑

1

(
𝑘+𝑝
𝑘
)

𝑛
𝑘=1 . 

3.1. Montrer que :  ∀𝑘 ∈ ℕ, (𝑘 + 𝑝 + 1)𝑢𝑘+1 =  (𝑘 + 1)𝑢𝑘.  

3.2. En déduire que : ∀𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑆𝑛 =
1

1−𝑝
((𝑛 + 1)𝑢𝑛 − 1).  

3.3. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 0 < 𝑢𝑛 ≤
𝑝!

(𝑛+1)(𝑛+2)
. En déduire la limite de la suite (𝑆𝑛) quand 𝑛 → +∞.  

1. On notera,  pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛 = ∑ 𝑢𝑘
𝑛
𝑘=0 .  

Soit 𝑛 ∈ ℕ. 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
𝑛+𝑎 

𝑛+𝑏
 donc, (𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑛 + 𝑎)𝑢𝑛 = 0 et par conséquent,  

(𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑛 + 𝑏 − 1)𝑢𝑛 = (𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑛 + 𝑎)𝑢𝑛 + (𝑎 − 𝑏 + 1)𝑢𝑛 = (𝑎 − 𝑏 + 1)𝑢𝑛. 
2.   

Alors,  ∑ [(𝑎 − 𝑏 + 1)𝑢𝑘]
𝑛
𝑘=0 = ∑ [(𝑘 + 𝑏)𝑢𝑘+1 − (𝑘 + 𝑏 − 1)𝑢𝑘⏟        

𝑣𝑘

𝑛
𝑘=0 ] = [∑ (𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛
𝑘=0 ]  

Donc, (𝑏 − 1 − 𝑎)𝑆𝑛 =⏞
𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒

𝑣𝑛+1 − 𝑣0 = (𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 + (𝑏 − 1)𝑢0 

Ainsi, comme 𝑏 − 1 − 𝑎 ≠ 0, 𝑆𝑛 =
1

𝑎+1−𝑏
 [(𝑛 + 𝑏)𝑢𝑛+1 − (𝑏 − 1)𝑢0]. 



3.1 Soit 𝑘 ∈ ℕ.  
(𝑘 + 𝑝 + 1)𝑢𝑘+1 − (𝑘 + 1)𝑢𝑘 = (𝑘 + 𝑝 + 1)

1

(
𝑘+1+𝑝
𝑘+1

)
− (𝑘 + 1)

1

(
𝑘+𝑝
𝑘
)
= (𝑘 + 𝑝 + 1)

1

(
𝑘+1+𝑝
𝑘+1

)
− (𝑘 + 1)

1

(
𝑘+𝑝
𝑘
)
  

= (𝑘 + 𝑝 + 1)
1

(𝑘+1+𝑝)!

𝑝!(𝑘+1)!

− (𝑘 + 1)
1

(𝑘+𝑝)!

𝑝!𝑘!

= (𝑘 + 𝑝 + 1)
𝑝!(𝑘+1)!

(𝑘+1+𝑝)!
− (𝑘 + 1)

𝑝!𝑘!

(𝑘+𝑝)!
=
𝑝!(𝑘+1)!

(𝑘+𝑝)!
−
𝑝!(𝑘+1)!

(𝑘+𝑝)!
= 0 .  

Donc, (𝑘 + 𝑝 + 1)𝑢𝑘+1 =  (𝑘 + 1)𝑢𝑘. 

3.2 on a donc 𝑢𝑘+1
𝑢𝑘

=
(𝑘+1)

(𝑘+𝑝+1)
 . Ainsi, d’après ce qui précède avec 𝑎 = 1 et 𝑏 = 𝑝 + 1, on peut affirmer que : 𝑏 − 1 − 𝑎 = 𝑝 − 1 ≠ 0 et 

donc  

𝑆𝑛 =
1

1 − 𝑝
((𝑛 + 1)𝑢𝑛 − 𝑢0) =

1

1 − 𝑝
((𝑛 + 1)𝑢𝑛 − 1)  𝑐𝑎𝑟 𝑢0 =

1

(
𝑝
0
)
=
1

1
= 1.  

3.2 ;   𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑛 ∈ ℕ. 𝑢𝑛 > 0 𝑒𝑡 
𝑢𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)

𝑝!
=

1

(
𝑛+𝑝
𝑛
)

(𝑛+1)(𝑛+2)

𝑝!
=

𝑛!𝑝!

(𝑛+𝑝)!

(𝑛+1)(𝑛+2)

𝑝!
=
(𝑛+2)!

(𝑛+𝑝)!
≤ 1 car 𝑝 ≥ 2 donc 0 < (𝑛 + 2)! ≤ (𝑛 + 𝑝)!. Par 

conséquent, en multipliant l’inégalité par 𝑢𝑛, j’obtiens :   0 < 𝑢𝑛 ≤
𝑝!

(𝑛+1)(𝑛+2)
. Par suite , 0 < (𝑛 + 1)𝑢𝑛 ≤

(𝑛+1)𝑝!

(𝑛+1)(𝑛+2)
=

𝑝!

(𝑛+2)
. Comme 

lim
𝑛→+∞

𝑝!

𝑛+2
= 0 = lim

𝑛→+∞
0, le théorème des gendarmes assure que lim

𝑛→+∞
(𝑛 + 1)𝑢𝑛 = 0. Alors en passant à la limite dans l’égalité 

obtenue à la question 2., je peux conclure que lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 =
1

𝑝−1
.  

 
 
 


