Mathématiques, PCSI
Corrigé DS 1

Exercice 1 De la récurrence et de la formule du binome de Newton.
5 4 3
Démontrer que : Vn € N, ,n—+n—+n——l € N.
5 2 3 30
5 4 3
PosonsH(n)' n—+n—+n——15 N.
2 3 30
o

Init° : —+—+ 3 3% = 0 € N. Donc H(0) vraie.

Propagat° SO|t n € N. Supposons H(n) vraie. Et montrons H(n + 1).
M+1)5 | (+D* | v+ (n+1)

5 2 3 30
_ n®+5n*+10n3+10n?+5n+1 + n*+4nd+6n’+an+l | n3+3n’+3n+1  n+l
- 5 2 3 30

n n*  nd 1

- 7+?——+n +2n3+2n% +n+2n3 +3n2 + 2n+n? +n+o ~ 42 +——5

5 4
== %+%——+n +2n3 + 2n2 + n + 2n3 + 3n? + 2n + n? +n+1
Or, parhypotheseH(n),?+7+?——E N. Alors,commen* +2n® +2n?2 +n+2n2+3n2+2n+n?+n+1€N,on
5 4
peut affirmer que (D)’ 4 (n+21) + (n+31) (nﬂ) € N. H(n + 1) est donc Vérifiée.
5

CCL°: le théoréme de récurrence simple assure alorsque Vn € N, , ? + + ? — 5 € N.
Exercice 2 Une suite récurrente .
Soit (uy,) la suite définie par : uy = 2 etVn € N*,u,, = Y322 %

1. Calculeru, et u,.

2. Démontrer, par récurrence, que Vn € N,u,, > 0.

3. Démontrerque Vn = 2,u, = (1 aF %) Up_1-

4. Endéduire une expression explicite de u,, pourn = 2.
S=2+1=3

u, Uu,
1. = Zk- 0k+1=—_28tu2—2k0 £ =22

k+1 1
2. Posons H(n):u, > 0.
Init°: uy > 0 donc H(0) est vraie.

Propag® : Soit n un entier naturel. Supposons que H(0), H(1), ..., H(n) sont vraies. Je sais que U, = De plus,

k= 0k+1
H(0),H(1), .. H(n) sont vraies donc ug > 0,u; >0, ...,u, > 0.Jen déduis que => 0 1> 0,. n—"l > 0 et par conséquent,

Uns1 = D= 0rs > 0. Ainsi H(n + 1) est vraie.

CCL®:le theoreme de récurrence forte permet alors de conclure que Vn € N, u,, > 0.

TS =n—1uk=[n—2uk -=( 1)
3. Soitn=2.u, k=0 k1 k=0 ka1 - - 1+ ~) Un-1-

. 1
4. 80|tn22.un=(1+ )un 1donc (1+—).

Un-1
1 N+1
Alors pour un entier N = 2, = n=27 “n =[N, (1 + ) N, (%) = %
telescopage b télescopage

Donc, pourunentierN = 2, uy = N + 1.

Exercice 3 Coefficients binomiaux-Pascal-Suite arithmétique.
1. Montrerque Vn € N, 2 (Zn M 1) = (Zn u 2).

n+1 n+1
2. Onpose Vn€EN,S, = }éo(nzk) . Soitn € N.
n+j\ 1 2n+2\ 1
a. Montrerque S, =[ ary (} _1)2] 1] +(n+1 )2"+1'

. ' . . n + _
b. Soitj € N.Compléter l’égalité suivante grace a la formule de Pascal, (}. _ 1) = ( j ) = ( j )

c. Déduire des questions précédentes que S;,11 = 28,41 — 25,,.
d. Endéduire alors U'expression explicite de S;, en fonction de n.

1. Soitn € N.
2 (Zn + 1) 2 (2n+1)! -5 @2n+1)! _ 2(n+Dx(2n+1)! _ @n+2)x(2n+1)! _ (@n+2)! (2n+2)! _ (Zn + 2)
n+1 m+D)!2n+1-n-1)!  “(m+Dn! | @+Dnix@m+1) | +Dinix(n+1) | @+DIm+1) | m+)ien+2-n-1)  \n+1/°

. _ynt1Mm+1l+kN1T _[yn (M+1+k\1 2n+2 1 na(m+1+k\ 1 2n+2\ 1
2. Soitn € NS4y = k=°( k )zk_[k=°( k )2k]+(n+1 2n+1 [Z (j—l 2!'-1+(n+1)2n+1

<n+j) <n+1+j) <n+j)

3. . = . — ).

Jj—1 j J
+1+] n+} 1 Zn+2\ 1
— n+1

4. Alors,Sn+1—[ ( (] ) ] (n+1)2"+1
n+1 n+1 n+1 n+1

Z<n+1+1 n+}) 2n+2 Z(n+1+1> Z(n+])_ +2(2n+1) 1
Sne1 = ' jo)2i1 n+1 2n+1 2 n+1/2n+1




n

n+1+1 n+j 2n+1) 1 2n+1\ 1

"“_2[2 j )21_ ZZ)( ) +2_(n+1)2_”+2(n+1)2"+1
]:

n+1+ n+j\1
sea=2[Z (")) 3] -2 e (M) 3] = 25w - 25

Alors S, 41 = 2S,,. Donc la suite (§,,) est géométrique de raison 2. Donc, Vn, S,, = 2™S,, 2m,

()
car

so=(3 e

Exercice 4 : quatre méthodes pour calculer S,, = Y*_, ka.

Soit a € R. Pour toutn € N*, on pose S, = Y%_, kak.
1. Calculer S, poura = 1puisa = 0. Désormaisa # leta # 0.
Partie 1: Calcul de S,, grace a un systéme linéaire
Soitn € N*.
2. Justifier que Spyq = (T2, + Da/*?) + a.

n+2 —-a

3. Endéduire que S,1 = aS, + —1.
4. Déterminer une autre relation entre S, 1 et S,,.
5. Déduire de ces deux relations, une nouvelle expression (sans ), ) deS,,.
Partie 2 : Calcul de S,, par dérivation
Soit n € N*et notons f la fonction définie par: Vx € R\{1}, f(x) = XF_,x*. Alors f est dérivable sur R\{1}.
6. Donner une autre expression de f(x) et en déduire deux expressions de f'(x).

7. Exprimer S, enfonction de f' et a et retrouver ' expression de S,, obtenue au 4.

Partie 3: Calcul de §,, par télescopage
8. Déterminer les réels A et B de sorte que la suite (u,) telle que : Vn,u,, = (An + B)a™ (ol A et B sont des réels indépendants de n)
vérifie : Vk € N, uyq — up = kak.
9. Retrouver alors U'expression de S, obtenue aux questions 4. et 6.

1. Sia=1lalorsS, =Yr-1k= n(nH) et Sia=0alorsS, =XF-,0=0.
2. Spy1=2ittka = (Z oG+ Dal*) =37,( + Dal*t +a.
k=j+1
j=k-1
ke[1n+1]=je[o, n]]
8. Spu =21 (+Dalt +a =37, + a1+1) +a= Z” jaltt + 30 alt +a
a"*?—a’+a’—-a
Z]af><a+Za1xa+a—a21a1+a2a1+a—a5 +a? +a—aS+ Py .
an+2 a
Ainsi, S =aS, +—
Inst,Sp41 = ady + a—1
4. Sy =aS, +EZ—2 Deplus, Syss = Sy + (n + 1)a™.
n+2_
Donc, aS, + = =S, +(m+ 1)a"**1 Alors, (a — 1)S, = (n + 1)a™*! — aaTa Et ainsi,
1 a™t?—aq 1
S =— +1 n+l __ — +1 n+1 —1)— n+2 __
v = oy | D = | = gl Darti@ = 1) - @ - a)]
Sp = 1 [na™? — (n + 1)a™** + al.
" (a-1)?
n+1_ Ny 1)—(N+1_
5. Vx € R\{1},f(x) = Zf_gx* = . Donc, Va € R\[1], f'(x) = Bf_y fox 1 = SEDECDGED
—yn k — n k-1 _ ’ _ _(+Da"(a-1)-(a"*'-1) _ na™'-(m+1)a""+a
6. Alors, S, =Xr_1ka* =aQr-q ka*™) = af'(@=a a1y = o1 4

car a+1
ok (Ax1+B)a'—(Ax0+B)a’ =0 (pour k =0)
7o Yk ENUys —up = ka =>{(A><2+B)a2—(A><1+B)al=a(pourk=1)
aA+(@—-1)B=0
{(Za—l)A+(a—1)B=1
aAd+(@a—-1)B=0
{(a—l)A— 1 (Lz‘—Lz_L1)

B=—"4A= .
a-1 (a—1)
A= )

a-1




Donc pour gu’une suite de la forme u,, = (An + B)a™, vérifie Vk € N,uy ., — u, = ka¥, il faut que

1 a
Posons Vn, u, = (;n — (a—l)z) a™.

= (2 __a k1 _ (1, __a k= k2 __a 1 g,._a
Alors Vk € N, upy 1 —uy = (a_1 k+1) (a—1)2) a (a—lk (a—1)2)a =a [a—l k+1) D a—lk + (a—1)2]

a

=ak [k + (ﬁ - (ai)z + ﬁ)] =ak [k + (%)] = kak. Donc ° _(11)2 conviennent.

a-1

8. Vk €N, ugyq —ug = ka®. Donc XP_oups1 — ux = Dieoka® = X ka* = S,,.

. _ _ _ (1 __a n+1_(__@a _ ((n+1)(a-1)-a n+1 a
Alors par télescopage, S, = Up41 — Ug = (a_1 n+1) _(a—1)2) a ( (a—1)2) = ( D )a t e,

s = (na"*z—(n+1)a”“) __a na™*t?2—(n+1)a"*'-a
n- (a-1)? (a-12% (a-1)?

Exercice 5 Une démonstration d’un fameux théoréme d’arithmétique
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. On note d = PGCD(a, b). Alors d € N etd = 1. Nous allons montrer dans cet exercice que :
d =1 3(u,v) € Z?/au + bv = 1. (Rappel: «d = 1" signifie que "a et b sont premiers entre eux ").
1. Montrons, dans cette question 1., Uimplication : 3(u,v) € Z?/au + bv = 1 = d = 1. Pour cel, nous
supposons qu’il existe deux entiers u et v tels que : au + bv = 1.
1.1. En utilisant le fait que d divise a et d divise b, montrer que d divise 1.
1.2. Conclure.
2. Montrons, dans cette question 2., Uimplication: d =1 = 3(u,v) € Z?/au + bv = 1. Pour cela, nous
supposons que d = 1.
Posons E = {t € N*/3(u,v) € Z%,t = au + bv}.
2.1. Quel type d’objet contient ’'ensemble E ? Compléter, au plus précis, la phrase: E C......
2.2. Déterminer un élémentde E.
E donc est non vide. Des deux réponses précédentes, nous affirmons que E contient un plus petit élément noté p. Alors, p € E et tout
autre élément de E est supérieur a p. Donc, p > 0 etil existe (ug, vo) € Z? tels que p = au, + bv,. Nous allons montrer que p = 1.

2.8. Imaginons un instant que p = 2.
2.3.1. Justifier que p ne peut pas diviser a et b en méme temps. Supposons par exemple que p ne divise pas a.
2.3.2. On note q et r respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par p. Montrer que r =
a(l—ugq) — bveq.
2.3.3. En déduire quer € E.
2.3.4. Expliquer pourquoi cette derniére conclusion contredit la définition de p.
2.3.5. Conclure.

3. Application : montrer que pour tout entier naturel n, n> + n et 2n + 1 sont premiers entre eux.
1.1. d est un diviseur commun de a et de b donc il existe k et k' deux entiers tels que a = dk et b = dk’. Alors, au + bv = 1 s’écrit

dku + dkv = 1. Donc, d(ku + kv) = 1. Ainsi, d divise 1.

1.2. Comme le seul diviseur entier naturel de 1 est 1, j’en déduis que d = 1. Ainsi, a et b sont premiers entre eux.

2.1 E contient des entiers naturels supérieursa 1. E ¢ N*.

2.2 Enprenantu=aetv =0, nousavonsaxXxa+bx0=a?>0donca’€E

2.3 Onpose p = min(E). Imaginons uninstant que p > 2.
2.3.1. Comme a et b sont premiers entre eux, a et b n’ont aucun diviseur commun supérieur a 2. Ainsi, p ne peut diviser et a et
b en méme temps. Supposons par exemple que p ne divise pas a. On écrita = pq + r tq q et r entiers naturels et 0 < r < p.
2.3.2. Nous savons que p = augy + bvy. Donc,a —r = pq = auyq + bvyq. Ainsi, r = a(1 — uyq) — bvyg.
2.3.3. Posons u = (1 — uyq) et v = —vyq. Alors u et v sont deux entiers relatifs tels que r = au + bv. De plus, comme p ne
divise pasa,r # 0. Doncr > 0. endéduisquer € E.
2.3.4.r estdoncun élémentde E etr < p.Ceci estimpossible puisque p est le plus petit élément de E. J’en déduis que
’hypothese p > 2 est fausse. Et ainsi, p < 1. Comme p € E, p est un entier naturel non nul. Ainsi, p ne peut qu’étre égal a 1 et
par conséquent, uy et vy sont deux entiers relatifs qui vérifient auy + bvy = 1.

3.2n+1)(2n+ 1) — 4(n? + n) = 1. Donc les entiers u = 2n + 1 et v = —4 vérifientu(2n + 1) + v(n? + n) = 1. V’en déduis que

2n + 1 etn? + n sont premiers entre eux.



