
CORRIGE JOUR 2 
Ex 1 Sommes trigonométriques.   Soit 𝑛 un entier naturel non nul et 𝑥 un réel.  

Calculer 𝑆𝑛 = ∑ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0  , 𝑈𝑛 = ∑

sin(𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=1   et   𝑉𝑛 = ∑ (

𝑛
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 . 

Résolution 

𝑆𝑛 = ∑ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =⏞

𝑗𝑒 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑠𝑖𝑛²(𝑘𝑥)
𝑎𝑣𝑒𝑐∗∗

∑
1

2
[1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)]𝑛

𝑘=0 =
1

2
[∑ 1𝑛

𝑘=0 ] −
1

2
[∑ 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 ]  

𝑆𝑛 =⏟
𝑒𝑛 𝑛𝑜𝑡𝑎𝑛𝑡

𝑅𝑛=∑ 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0

𝑛+1

2
−
1

2
𝑅𝑛 . 

Calculons 𝑅𝑛 = ∑ 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 . 

𝑅𝑛 = ∑ 𝑅𝑒(𝑒2𝑖𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =

1

2
𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ).   

Or,  ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 = ∑ (𝑒2𝑖𝑥)

𝑘𝑛
𝑘=0 = {

(𝑒2𝑖𝑥)
𝑛+1

−1

𝑒2𝑖𝑥−1
 𝑠𝑖 𝑒2𝑖𝑥 ≠ 1

𝑛 + 1 𝑠𝑖  𝑒2𝑖𝑥 = 1

.   

De plus, 𝑒2𝑖𝑥 = 1 = 𝑒𝑖0 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/2𝑥 = 0 + 2𝑘𝜋 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑘𝜋.  
1er cas 𝒙 ≡ 𝟎[𝝅].Alors 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ) = 𝑛 + 1 et 𝑆𝑛 = 0.  
2ème cas :  𝒙 ≢ 𝟎[𝝅]. Alors 

  ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 =

(𝑒2𝑖𝑥)
𝑛+1

−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=
𝑒2𝑖(𝑛+1)𝑥−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=
2𝑖 sin((𝑛+1)𝑥) 𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥

2𝑖 sin(𝑥)𝑒𝑖𝑥
 

= 
sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
𝑒𝑖((𝑛+1)𝑥−𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
𝑒𝑖(𝑛𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
[cos(𝑛𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)] 

∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
cos(𝑛𝑥)

⏟            
∈ℝ

+ 𝑖
sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

⏟            
∈ℝ

.  

  

Donc, 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 ) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
cos(𝑛𝑥). Alors 𝑆𝑛 =

𝑛+1

2
−
1

2

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
cos(𝑛𝑥).  

Cours  
Angle double : ∀𝜃 ∈ ℝ,  
 cos(2𝜃) = 1 − 2𝑠𝑖𝑛²(𝜃) (∗∗). 
∀𝜃 ∈ ℝ, 𝑒𝑖𝜃 = cos(𝜃)⏟  

𝑅𝑒(𝑒𝑖𝜃)

+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝜃)⏟  
𝐼𝑚(𝑒𝑖𝜃)

  

Pour tous complexes 𝑧𝑃 , … , 𝑧𝑁 , 

∑𝑅𝑒(𝑧𝑘)

𝑁

𝑘=𝑃

=  𝑅𝑒 (∑𝑧𝑘

𝑁

𝑘=𝑃

). 

∑𝐼𝑚(𝑧𝑘)

𝑁

𝑘=𝑃

= 𝐼𝑚(∑𝑧𝑘

𝑁

𝑘=𝑃

). 

Moivre : ∀𝜃 ∈ ℝ,∀𝑘 ∈ ℤ, (𝑒𝑖𝜃)
𝑘
= 𝑒𝑖𝑘𝜃 . 

Somme géométrique :  

∀𝑧 ∈ ℂ,∑𝑧𝑘
𝑁

𝑘=𝑃

= {
𝑧𝑁−𝑃+1 − 1

𝑧 − 1
× 𝑧𝑃 𝑠𝑖 𝑧 ≠ 1

𝑁 − 𝑃 + 1 𝑠𝑖 𝑧 = 1

. 

∀(𝜃, 𝜃′) ∈ ℝ2,   
 𝑒𝑖𝜃 =   𝑒𝑖𝜃

′
⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝜃′ = 𝜃 + 2𝑘𝜋. 

Identité du Losange :  

∀𝜃 ∈ ℝ, 𝑒𝑖𝜃 − 1 = 2 𝑖sin (
𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃

2. 

𝑒𝑖𝜃 + 1 = 2 cos (
𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃

2. 

∀(𝜃, 𝜃′) ∈ ℝ2,
 𝑒𝑖𝜃

  𝑒𝑖𝜃
′ =  𝑒

𝑖(𝜃−𝜃′). 
 
Forme algébrique- forme trigonométrique : 
Si 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 avec 𝑎 et 𝑏 réels alors R𝑒(𝑧) =
𝑎 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = 𝑏.  
Si 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 avec 𝑟 et 𝜃 réels et 𝑟 > 0 alors 
|𝑧| = 𝑟 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(𝑧) ≡ 𝜃[2𝜋] et si de plus 𝜃 ∈
[0,2𝜋[, 𝜃 est l’argument principal de 𝑧.  
 
∀𝑧 ∈ ℂ, ∀𝜆 ∈ ℝ,   
 𝑅𝑒(λ𝑧) = λ𝑅𝑒(𝑧)  𝑒𝑡 𝐼𝑚(λ𝑧) = λ𝐼𝑚(𝑧).  

1.  
Ici 𝒙 est un réel tel que 𝐜𝐨𝐬(𝒙) ≠ 𝟎  i.e.  𝒙 ∈ ℝ\{𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅/𝒌 ∈ ℤ}. 

 

2. 𝑈𝑛 = ∑
sin(𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 = ∑

Im(𝑒𝑖𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 =⏞

𝑐𝑎𝑟
1

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
∈ℝ 

∑ Im(
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
) =𝑛−1

𝑘=0 𝐼𝑚 (∑
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=1 ).    Or,  

∑
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 = ∑ (

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)
𝑘

𝑛−1
𝑘=0 =

{
 
 

 
 (

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)
𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

   𝑠𝑖 
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
≠ 1

𝑛   𝑠𝑖 
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= 1

.  

Or 𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= 1⟺ 𝑒𝑖𝑥 = cos(𝑥) ⟺ cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥) = cos(𝑥) + 𝑖0 ⟺ sin(𝑥) = 0 ⟺ 

∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑘𝜋. 
1er cas : ∀𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 ≠ 𝒌𝝅 . 

 
(
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)
𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

 =

𝑒𝑖𝑛𝑥

(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛
−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

 =
𝑒𝑖𝑛𝑥−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛

𝑒𝑖𝑥−cos(𝑥)

1

(cos(𝑥))𝑛−1
=

1

(cos(𝑥))𝑛−1
cos(n𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

cos(𝑥)+isin(x)−cos(𝑥)
 

=
1

(cos(𝑥))𝑛−1
cos(n𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑖sin(x)
 . 

 
(
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)
𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

 =⏞

𝑐𝑎𝑟 
1

𝑖
=−𝑖

1

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
(−𝑖)[cos(n𝑥) − (𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛 + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)] 

=
1

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
[sin(𝑛𝑥) − 𝑖[cos(n𝑥) − (𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛]]. 

Donc, 𝑈𝑛 =
cos(𝑛𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
.   

2ème cas : ∃𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 = 𝒌𝝅. 𝑈𝑛 = 𝐼𝑚(𝑛) =⏞
𝑐𝑎𝑟 𝑛 𝑟é𝑒𝑙

0.  
 

𝑉𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑘
) cos(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 𝑅𝑒(𝑒𝑖2𝑘𝑥) =⏞

𝑐𝑎𝑟 (
𝑛
𝑘
)∈ℝ 

∑ 𝑅𝑒 ((
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0   

Donc, 𝑉𝑛 = 𝑅𝑒 [∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ] 

Or, ∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
) (𝑒𝑖2𝑥)

𝑘𝑛
𝑘=0 = ∑ (

𝑛
𝑘
) (𝑒𝑖2𝑥)

𝑘𝑛
𝑘=0 1𝑛−𝑘 =⏞

𝐹𝐵𝑁

(1 + 𝑒𝑖2𝑥)
𝑛

 

= (2 cos(𝑥) 𝑒𝑖𝑥)
𝑛
= 2𝑛 cos(𝑥)𝑛 𝑒𝑖𝑛𝑥 = 2𝑛 cos(𝑥)𝑛 cos(𝑛𝑥) + i2𝑛 cos(𝑥)𝑛 sin(𝑛𝑥).  

Donc, 𝑉𝑛 = 2𝑛 cos(𝑥)𝑛 cos (𝑛𝑥).  
 

 



Ex 2 Dérivée d’un quotient et d’une composée simple Soit 𝑓(𝑥) = 𝑒5𝑥−sin (4𝑥)

√1+5𝑥
. Déterminer le domaine de définition  𝐷 de 𝑓. Justifier 

que 𝑓 est dérivable sur 𝐷 et calculer 𝑓’(𝑥) pour 𝑥 ∈ 𝐷. 

𝑓(𝑥) existe 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 {
1 + 5𝑥 ≥ 0

√1 + 5𝑥 ≠ 0
  𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖  1 + 5𝑥 > 0  𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 𝑥 > − 1

5
. Donc 𝐷 =] − 1

5
; +∞[.  

• Comme exp et sin sont dérivables sur ℝ, (𝑥 ↦ 𝑒𝑥𝑝(5𝑥)) et (𝑥 ↦ 𝑠𝑖𝑛(4𝑥))  sont dérivables 
sur ℝ donc sur 𝐷.  

•  Dans l’expression de 𝑓, seule la fonction √. . n’est pas dérivable sur tout son domaine 
de définition mais dérivable que sur ℝ+*. Or, ici, ∀𝑥 ∈ 𝐷, 1 + 5𝑥 ∈ ℝ+*. Donc la 
fonction (𝑥 ↦ √1 + 5𝑥) est dérivable que sur 𝐷. 𝑓 s’écrit donc comme un quotient 
de fonctions dérivables sur 𝐷. Donc 𝑓 est dérivable sur 𝐷.  

• Et ∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓′(𝑥) =
[5𝑒5𝑥−4cos(4𝑥)]√1+5𝑥−

5

2√1+5𝑥
[𝑒5𝑥−sin(4𝑥)]

1+5𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
2[5𝑒5𝑥 − 4 cos(4𝑥)](1 + 5𝑥) − 5[𝑒5𝑥 − sin(4𝑥)]

2(1 + 5𝑥)
3
2

 

∀𝑥 ∈ 𝐷, 𝑓′(𝑥) =
5(10𝑥+1)𝑒5𝑥−−8(1+5𝑥) cos(4𝑥)+5sin (4𝑥)

2(1+5𝑥)
3
2

 .   

 
 
 

𝑒𝑥𝑝(𝑥) existe⟺ 𝑥 ∈ ℝ⏟
D𝑒𝑥𝑝

. 

𝑠𝑖𝑛(𝑥) existe⟺ 𝑥 ∈ ℝ⏟
D𝑠𝑖𝑛

. 

√𝑥 existe⟺ 𝑥 ∈ ℝ+⏟
D

√..

. 

𝑒𝑥𝑝 et 𝑠𝑖𝑛 sont dérivables sur leur propre 
domaine de définition.  
La fonction √. . n’est pas dérivable sur tout 
son domaine de définition mais dérivable 
uniquement sur ℝ+*. 
Soit 𝑢 et 𝑣 deux fonctions dérivables sur 𝐷 
et 𝑎  et 𝑏 réels. 
Alors 𝐿: (𝑥 ↦ 𝑢(𝑎𝑥 + 𝑏))⏟          

∗∗

 𝑒𝑡  
𝑢

𝑣⏟
∗∗∗

 sont 

dérivables sur respectivement 𝐷’ = {𝑥/
𝑎𝑥 + 𝑏 ∈ 𝐷} et 𝐷′′ = {𝑥/𝑣(𝑥) ≠ 0}    
∀𝑥 ∈ 𝐷,   

𝐿'(𝑥) = 𝑎 × 𝑢'(𝑎𝑥 + 𝑏) 

(
𝑢

𝑣
)
′

(𝑥) =
𝑢'(𝑥)𝑣(𝑥) − 𝑢(𝑥)𝑣'(𝑥)

𝑣(𝑥)2
 

∗∗ une composée particulière 
∗∗∗ le quotient de 𝒖 et 𝒗. 

 

Ex 3 Calcul de limite en 𝒂  par factorisation et simplification par (𝒙 − 𝒂) . Déterminer lim
𝑥→

1

2

2𝑥3+𝑥2+𝑥−1

√1−8𝑥3
3 . 

Posons 𝑁(𝑥) = 2𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 1 et 𝐷(𝑥) = √1 − 8𝑥3
3

 𝑒𝑡 𝑓(𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
 

lim
𝑥→

1

2

𝑁(𝑥) =𝑁 (
1

2
) = 0 et lim

𝑥→
1

2

𝐷(𝑥) =𝐷 (
1

2
) = 0. Donc on a une 𝐹𝐼 : " 0

0
" dans le calcul de la 

limite de 𝑓 en ½   
𝑁 est polynomiale et s’annule en ½ donc je peux factoriser 𝑁(𝑥) par 𝑥 − 1

2
. 

 𝑁(𝑥) = (𝑥 −
1

2
) (2𝑥2 + 2𝑥 + 2) . 

De même, 1 − 8𝑥3 est polynomiale et s’annule en ½ donc je peux factoriser par 𝑥 − 1

2
. 

 1 − 8𝑥3 = (−8) (𝑥3 − (
1

2
)
3
) =⏟
𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑑𝑒 𝑎𝑛−𝑏𝑛

− 8(𝑥 −
1

2
) (𝑥2 +

𝑥

2
+
1

4
)  

1 − 8𝑥3 = (𝑥 −
1

2
) (−8𝑥2 − 4𝑥 − 2).  

Donc, 𝑓(𝑥) = 2𝑥3+𝑥2+𝑥−1

√1−8𝑥3
3 =

(𝑥−
1

2
)(2𝑥2+2𝑥+2) 

√(𝑥−
1

2
)(−8𝑥2−4𝑥−2)

3
=

(𝑥−
1

2
)(2𝑥2+2𝑥+2) 

√(𝑥−
1

2
)

3
√(−8𝑥2−4𝑥−2)
3

 

𝑓(𝑥) = (𝑥 −
1

2
)
1−

1

3 (2𝑥2+2𝑥+2) 

√(−8𝑥2−4𝑥−2)
3 = √(𝑥 −

1

2
)
23 (2𝑥2+2𝑥+2) 

√(−8𝑥2−4𝑥−2)
3 .  

Comme lim
𝑥→

1

2

(2𝑥2+2𝑥+2) 

√(−8𝑥2−4𝑥−2)
3 =

7

2 √(−6)
3  et lim

𝑥→
1

2

√(𝑥 −
1

2
)
23

= 0, il n’y a plus de 𝐹𝐼 et lim
𝑥→

1

2

𝑓(𝑥) =0.  

Si 𝛼 est racine de la fonction polynomiale 
non nulle P alors 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑄(𝑥) où Q 
polynomiale, quotient de la division 
euclidienne de 𝑃(𝑥) par 𝑥 − 𝛼.  
Pour tous réels 𝑎 et 𝑏 et tout entier naturel 𝑛 
non nul,  

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(∑𝑎𝑘𝑏𝑛−1−𝑘
𝑛−1

𝑘=0

) 

= (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑎𝑛−3𝑏²
+ ⋯ . . +𝑎𝑛−2𝑏 + 𝑏𝑛−1) 

𝑋
𝑝
𝑞 = √𝑋𝑝

𝑞
 𝑒𝑡 

𝑋𝑟

𝑋𝑟
′ = 𝑋

𝑟−𝑟′  

 


