CORRIGE JOUR 2

Ex 1 Sommes trigonométriques. Soitn un entier naturel non nul et x un réel.

et V, =Yoo (Z) cos(2kx).

n sin(kx)

Calculer S,, = X1_, sin?(kx) , U, =

k=1 cosk(x)
Résolution
je linéarise
sin?(kx)
A 1 1 1
Sy = 2R_osin?(kx) = o 5 [1—cos(2kx)] = 3 Droo1] - 3 (Yo cos(2kx)]
S _ n+1 lR
n - I
en notant

Rp=Y}_o cos(2kx)
Calculons R, = X}_, cos(2kx).
R, = XY%_, Re(e?*x) = %Re(ZLOeZ”"‘).
(eZix)n+1—1

e2ix_q

. N
O, oo e?r = N2 = { .
n+1si e?* =1

Deplus, e?* =1 =< 3k € Z/2x = 0 + 2krr < 3k € Z/x = k.
1° cas x = O[m].Alors Re(TR_, e?**) = n + 1 et Fz=11
2%mecas: x # 0[m] Alors

2y _ e2iDE_g pisin((n+1)x) eln+DF

sie?* #1

yn_, e2ikr = (e

e2ix—q e2ix—q 2isin(x)e®
Iism(s(;zrx;)x) el(+Dx—x) _ 75"1(;2;1))") elx) = 7““(5(&:))96) [cos(nx) + isin(nx)]
n 2ikx _ sin((n+1)x) ,sin((n+1)x) .
Yrooe =i cos(nx) + e sin(nx).
€R €R

sin((n+1)x)
sin (x)

_n+1  1sin((n+1)x)
T 3 2 sin(x) cos(nx).

[%2)

Donc, Re(XR_, e2#*) = cos(nx). Alors

Ici x estunréeltel que cos(x) # 0 i.e. x € R\{g + km/k € Z}.

car#k(x)eﬂk
_1 sin(kx) _1Im(e*®) = n-1 etkx n elkx
U, =¥zl = yn- = ZiIm =Im(¥r_,——). Or,
n k=0 cosk(x) Zk—o cosk(x) Zk—o cosk(x) k=1 cosk(x) ’

eix \™ )

k (cos(x)) -1 . e*

) — %_1 cos(x)
n si =

cos(x)

=1 e = cos(x) & cos(x) + isin(x) = cos(x) + i0 &sin(x) = 0 &
3k € Z/x = km.

— n—1( et
k=0 cosk(x) k=0 \cos(x)

ix

ix

r cos(x)

1°cas:Vke Z x + ki .

cos(nx)—(cos(x))*+isin(nx)
cos(x)+isin(x)—cos(x)

elx elnx .
(cos(x)) -1 — (cas(x))”_1 _ e™—(cos(x)™ 1 _ 1
et el el*—cos(x) (cos(x))n1

(cos(x))n=1

cos(x) cos(0)
1 cos(nx)—(cos(x))"+isin(nx)

= (cos(x))n—1 isin(x)

n

. 1 .
elx -1 car ?= =1
cos(x) ~ 1

N _ noy i

- S @e (cos(x))n—l( i)[cos(nx) — (cos(x))™ + isin(nx)]
_ 1

~ sin(x) (cos(x))"1

_ cos(nx)—(cos(x))"

Donc, |U" _ sin(x) (cos@N*1 ]

cos(x)_

[sin(nx) — i[cos(nx) — (cos(x))"]].

car nréel

2mecas:3k e Zx =km.|U, = Im(n) = 0.|

car (Q)GR
Vo = oo (p) cos(2hn) = Sy (i) Re(e?) 2
Donc, V, = Re [Zﬁ:o (Z) eika]
0r Bia ()¢ = oo (1) (2" = B () €2 14 E (142"

= (2 cos(x) ei")n = 2™ cos(x)™ e™ = 2™ cos(x)" cos(nx) + i2™ cos(x)™ sin(nx).
Donc, [V, = 2™ cos(x)" cos (nx).|

¥, Re ((Z) eizkx)

Cours
Angle double : VO € R,
cos(28) = 1 — 2sin*(0) (+*).
VO ER, e = cos(8) + isin(8)
: R
Re(eif) Im(et®)
Pour tous complexes zp, ..., zy,

N N
ZRe(Zk) = Re(Z 2z |-

k=P kzll.z
Moivre : V0 € R, Vk € Z,(e¥)" =
Somme géométrique :

N ZN-P+1 _ 1
P
VZE(C,Z k:{ p—) xXzisiz# 1
N—-—P+1siz=1

k=P
v(6,0") € R?,
e = ¢ o 3k eZ/6' =6 + 2km.
Identité du Losange :
. .0
VO € R e —1=2isin (") ez,

2

i APREA
e +1=2cos ;iela

Forme algébrique- forme trigonométrique :
Siz =a + ib avecaetb réels alors Re(z) =
aetIm(z) = b.

Siz = re'® avecr et réels etr > 0 alors
|z| =7 etarg(z) = 6[2r] etsideplus 6 €
[0,27[, 8 est 'argument principal de z.

vze(CV1ER,
Re(Az) = ARe(z) et Im(Az) = AIm(2).




e%*—sin (4x)

Ex 2 Dérivée d’un quotient et d’une composée simple Soit f(x) = —

que f est dérivable sur D et calculer f’(x) pour x € D.

. Déterminer le domaine de définition D de f. Justifier

sietssi 1+ 5x > 0 sietssix > —

1+5x=>0
{\/1+—5x #0

Comme exp et sin sont dérivables sur R, (x = exp(5x)) et (x - sin(4x)) sont dérivables
sur Rdonc sur D.

Dans lexpression de f, seule la fonction +/.. n’est pas dérivable sur tout son domaine
de définition mais dérivable que sur R*". Or, ici, Vx € D, 1 + 5x € R*". Donc la
fonction (x - M) est dérivable que sur D. f s’écrit donc comme un quotient
de fonctions dérivables sur D. Donc f est dérivable sur D.

[5e5%—4 cos(4x)[V1+5x————[e5*—sin(4x)]

f(x) existe sietssi i DoncD =] — %; +ool.

2y1+5x

EtVvx €D, f'(x) =

2[5e5% — 4 3322(649()](1 + 5x) — 5[e5* — sin(4x)]
flx) =

3
2(1 + 5%)2

5(10x+1)e>*——8(1+5x) cos(4x)+5sin (4x)

Vx €D, f'(x) =

3
2(145x)2

exp(x) existe= x € R.
Dexp
sin(x) existe= x € B .
Dsin
Vx existe= x € RY.
=
>
exp et sin sont dérivables sur leur propre
domaine de définition.
La fonction +..n’est pas dérivable sur tout
son domaine de définition mais dérivable
uniquement sur R*".
Soit u et v deux fonctions dérivables sur D
eta etbréels.
Alors L: (x » u(ax + b)) et % sont
—_— e

S Fk

dérivables sur respectivement D’ = {x/
ax +b € D} et D" = {x/v(x) # 0}
Vx €D,

L'(x) =axu'(ax + b)
Uy’ u'(x)v(x) — u(x)v'(x)
) =

v (x)?
** une composée particuliére
*xx le quotient de u et v.

Ex 3 Calcul de limite en a par factorisation et simplification par (x — a) . Déterminer lim 2

=t
*73

x3+x?+x-1

1=8x3

NGO

Posons N(x) = 2x3 4+ x2 +x —letD(x) = VI —8x3 et f(x) = o)

E_IEN(x) =N G) =0 et}ci_rgD(x) =D (%) = 0.DonconauneFI: "%" dans le calcul de la
lin’?ite de fen' ’

N est polynomiale et s’annule en 2 donc je peux factoriser N(x) par x — i

N(x) = (x —%) (2x2+2x+2).

De méme, 1 — 8x3 est polynomiale et s’annule en % donc je peux factoriser par x — %
3 3 (1)° N[ o, x 1
1-8x°=(-8)(x —(—) —8(x——)(x +—+—)
2 o 2 2 4
factorisation
de a™—b"

1-—8x3= (x—%) (—8x2% —4x —2).

1
adtatex—1 _ (x-3)@x2+2x+2)

(x—%)(2x2+2x+2)

Dong, f(x) =

Vi-8x3 _i/(x—i)(—8x2—4x—2) i/(x—%)3‘/(—8x2—4x—2)
1—l 2 2 2
_ 1 3 (x*+2x+2) _ 3 1 (2x2%+2x+2)
fe) = (x 2) 3[(—8x2-4x-2) (x 2) 3[(—8x2-4x-2)
. (xP42x42) Y VO - —
Comme lim s 2o etlim (x 2) = 0,iln’yaplusde FI et ll_t&f(x) =0.

x>

1
x>
2

Si a est racine de la fonction polynomiale
non nulle P alors P(x) = (x — @)Q(x) ou Q
polynomiale, quotient de la division
euclidienne de P(x) parx — a.

n—-1

a — b = (a—b) (Z akpn-ick

Pour tous réels a et b et tout entier naturel n
k=0

non nul,
= (a—b)(@**+a"%b + a™3b*
+ .. +a" b +b" 1)
o, XT /
Xa = +XPet X

XT

7=




