Mathématiques, PCSI. Chapitre 4

Nombres complexes
| Premiéres définitions.

1. Définitionde C

Théoréme (admis) : Il existe un unique ensemble, noté C, vérifiant :
o C contient R..
¢ C est muni de deux opérations (+) et (X) prolongeant celles de R et possédant les mémes propriétés (associativité,
commutativité, éléments neutres, symétrique et inverse, distributivité, intégrité).
o C contient un élément noté i tel que : i? = —1.
* Tout élément z de C s’écrit de maniere unigue sous la forme (dite algébrique) z = a + ib ou a et b sont réels.
Tout élément de C est appelé un nombre complexe et C est appelé le corps des complexes ou I’ensemble des nombres complexes.

NB:Soientz=a+ib ol aetbréelsetz =a +ib' olua etb’ réelsdeuxcomplexes,
—z = (—a) + i(—b) = —a — ib est I'opposé de z.

e siznonnul, alorsaoub non nuls (car 0 = 0 + {0 est la seule ecriture de 0 sous la forme a + ib) alors

1_ 1 _ a—ib _ a-ib _ a +i -b
z  a+ib - (a+ib)(a—ib) ~ a2+b%2  a2+b? a?+b

5 est l'inverse de z.
(o]
z=a-ib
est le conjugué
dez (Cf14))

o z+2z =a+a +i(b+b)etzz' =aa’ —bb'+i(ab' + a'b).
e zz7/=02z=00uz =0.

_ . _ 1\" N .
o z0=1letvneN, z"=zxXzX..Xz=zxz"Yetsiz#0, z7 "= (—) . Les regles de calcul sur les puissances s’'un nombre
~—_ — VA
n fois
complexe sont les mémes que celles sur les réels.
. . —1"i sinimpair
e Soitn €Z. l"={( )n Sk
(-1 si n pair

Sommes et produits finis de complexes : Soit Uy, Uy, ..., U, des nombres complexes.
def® def°
n fasa] n fasa]
k=pUk = Up FUppr+ ot uy et [liopupe = up Xupyq XX uy,

@2 télescopage © télescopage
= Ui - o
Ug+1 — Ug - Unpy1 — Up et -
= AUkt Un+1
=p k=p
somme _
w géométrique P 4P an-l—l siz+1
Vz € C,Vn € N, sz = szzk= 1—z ‘
k=p k=0 n—-p+lsiz=1
FBN n n n
V(a,b) € C?,vn € N, (a+b)* = Z (k) akpnk = Z (k) a™kpk
k=0 k=0
Théo.de
factorisation n-1 n-1
Y(a,b) € C%,Vn € N*, a™ — b = (a —b) Z akb™ 1% | = (a —b) Z a™17kpk
k=0 k=0

En particulier les identités remarquables sont valables dans C.

4 Une différence essentielle entre R et C: R est totalement ordonné (<) mais pas C. Le signe < entre deux complexes ne veut rien dire.

Exercice corrigé : Soit a un complexe. Résoudre z? + a? = 0 d' inconnue z complexe.
zZ2+a?=022-i*a’=0 © 2z —(ia)? =0 © (z—ia)(z+ia) =0 © z = ia ou z = —ia. Ainsi, Sol = {ia; —ia}.

2. Forme algébrique

Définition Soit z un nombre complexe. Alors il existe deux uniques réels a et b tels que z = a + ib.
Z = a + ib est appelée la forme algébrique de z .
a est appelé la partie réelle de z et noté a = Re(z) et b est appelé la partie imaginaire de z et noté b = Im(z).

NB : R est I'ensemble des complexes de la forme z = a + i0(= a) tel que a réel.



Im(z) = Im(z")

Re(z) = Re(z'
8De l'unicité de la forme algébrique, je peux énoncer :fSoit z et z’ deux nombres complexes. z = z' & { ) el ’

Définition : Le complexe z est dit imaginaire pur lorsque z est de le forme 0 + ib(= ib) tel que b réel (autrement dit, lorsque sa
partie réelle est nulle) . On note iR I'ensemble des imaginaires purs . iR et R sont des sous-ensembles de C.

NB : Soitn € Z. i"est réel si n est pair et i"est imaginaire pur si n est impair.
(2-30)(-5+i)?
4-3i
(2-30)(=5+D)% _ (2-31)(25-10i-1)(4+3i) _ (2-30)(24-10i)(4+30) _ (48-20i-72i-30)(4+3i) _ (18-92i)(4+3i) _ 71+276+54i—-368i _ 347-314i

4-3i (4-30)(4+30) 16+9 25 25 25 25

Exercices corrigés: 1)Ecrire z = sous sa forme algébrique.

n
2) Soit n un entier naturel et z = (2 —+/2i)" . Montrer que Re(z) est un entier multiple de 2"_l5J .
n n

z=(2-v2i)" = Zn: ()2 (=va) = > ()2 (—v2) i = Y ([)2r (VD) it + i ()2 (—v2) i
k=0 k=0 k=0 =0
k pair k impair

= 3 QR 5 e

0<2p=n 0<2p+1sn
- B Qe 3, (e e

0<2p=n 0<2p+1sn

3] . &R . - [zl . &R . -
‘= ; <2p) 2mEP2P (1P 4 ; (Zp N 1) 2n e (—y2) T (-1)P = ; <2p> VP (—1)P +1i ; (Zp | 1) 2n-Crin) (—y2)"" (1P

" Re(z) Im(z)

Re(z) = ZEO (21;) 2MP (=P = Zzzn_lﬂj(z,:zk)zk (D" * = 2("_51) 22:11—[2](znﬁzk)zk_(n_lgj) (—=1)™ k. Donc Re(z) est un entier multiple de 2"_EJ.

€Z car k—(n— EJZO

De I'unicité de la forme algébrique : (unicité des parties réelle et imaginaire de chaque complexe) découlent les propriétés suivantes :

propriétés : Soient z et z’ deux nombres complexes.
1. z=0 sietssi Re(z) = Im(z) = 0.
2. zestréelsietssi Im(z) = 0sietssi z= Re(z).
3. zimaginaire pur si et ssi Re(z) = 0 si et ssi z = iIm(z).
Proposition : Soient z et z’ deux nombres complexes .
e Re(z+2)=Re(z)+ Re(z)etIm(z+ 2") = Im(z) + Im(2).

e Sid € Ralors Re(Az) = ARe(z) et Im(Az) = AIm(2).
Généralisation : Si les A, sont réels et les z;, sont des complexes alors
Re(Yk=1Ak2k) = k=1 Re(z) et Im(Xi—1 4kzy) = Tie=1 Adm(zy).

Démo : Ecrivons z et z' sous forme algébrique : z = a + ib et z’' = a’' + ib’. Alors par associativité et distributivité,

z+z =a+a +i(b+b") etrz= &1 + i&@. Donc, Re(z+ 7)) =a+a' = Re(z) + Re(z)etIm(z+2) =b+b' =Im(z2) + Im(2) et
R eR €R  €R

Re(1z) = Aa = ARe(z) et Im(1z) = Ab = AIm(2).

11ATTENTION : en général, Re(zz") # Re(z)Re(Z') et Im(zz') # Im(z)Im(z’).

3. Interprétation géométrique
Désormais le plan géométrique & est muni d’un repére orthonormé direct R = (0,7,)) .
Alors,
1. toutvecteur U de & s’écrit de maniére unigue sous la forme U = ai + bj ol a et b réels(sous la forme d’une combinaison linéaire de
Tet]), (a,b) est le couple des composantes (ou coordonnées) de 1 dans la base (7, ]).
2. tout point M de & est associé a un unique couple (x,y) de réels tels que OM = xT + y] et ce couple (x,y) est appelé le couple
de coordonnées de M dans le repére R = (0,1, )).

Définition:
e Atout point M de &P de coordonnées (x,y), on associe le complexe z = x + iy . Ce complexe z = x + iy est alors appelé |’affixe
de M, notée Af f(M) et M I'image ponctuelle de z . On notera souvent z,, = Af f(M).
e De méme, a tout vecteur U de P de composantes (a, b), on associe le complexe z = a + ib. Ce complexe z = a + ib est alors
appelé I'affixe de u, notée Aff(i ) et u I'image vectorielle de z . On note souvent z; = Aff ().

e Réciproquement, a tout complexe z = x + iy , on associe le point M de & de coordonnées (x, y) et le vecteur i = xT + yj .

NB : Pour tout point M de @, Aff(M) = Aff(OM).



Propriétés-: Soit M et M’ deux points de &, U et ¥ deux vecteurs de &P et a et [ réels .
1. M estsur I'axe des abscisses appelé I'axe réel sietssi z,, est réel.
2. M est sur I'axe des ordonnées sietssi z;, est imaginaire pur.
Cet axe des ordonnées est d’ailleurs appelé axe imaginaire. GRRE JREE oA RERC CRESERERC THRC') SRS THERE ]
3. M et M’ sont symétriques par rapport a O sietssi Af f(M) = —Aff(M’) sietssi zy, = —z,, ]
4. Aff(au+ Bv) = aAff (@) + BAff () i.e. Zoijepy = @Zg t Bzy.
5. Aff(MM') = Aff(M") — Aff (M) i.e. zy7 = Zpyr — 2y

Démo: 1. M estsur'axe des abscisses appelé I'axe réel sietssi 'ordonnée de M est nulle sietssi Z; réelle.

2. M estsurI'axe imaginaire sietssi I'abscisse de M est nulle sietssi Re(Zp; ) = 0 sietssi Z; est imaginaire pur.

3. M et M’ sont symétriques par rapport a O sietssi les abscisses de M et M’sont opposées et leurs ordonnées aussi sietssi Z,/ = —Zy.
4. Soitu =al+bjetv =aT+b'J.

Alors atl + BV = a(al + by ) + B(a’T+ b)) = aal+ ab] + Ba’t+ pb'J = (aa+ Ba")i+ (ab + Bb")].

regles de regles de
calcul sur calcul sur
les vecteurs les vecteurs

Donc, Af f (@i + B7) = aa + Ba’ + i(ab + Bb") = a(a + ib) + B(a’ +ib") = aAff (&) + BASf (D).
5. Aff(MM) = Aff(MO+0M) = Aff(OM—0M) = Aff(OM)) — Aff(OM) = Aff(M') = Aff(M).

Chasles prop. NB9
sur les vecteurs précédente

4. Conjugué

Définition -: Soit z = a + ib ol a et b réels. Z = a — ib est le complexe appelé le conjugué de z 1 '

Remarques :1)en physique Z est noté z*
2)Le point d’affixe Z est le symétrique par rapport a I'axe des abscisses du point d’affixe z. Par conséquent,

Prop A et B sont symétriques par rapport a |'axe des abscisses sietssi zz = Z4

Propriétés Soit z et z’ deux complexes.

1. Re(z)=%§ et Im(z)=z;,2. '

20
2. z€E€R sietssi z = 2.
3. zE€IR sietssi z=—2Z.
4, Z=17z.
5. zXZ=Re(2)?+Im(2)* € R*
6. z+z’=z‘+z_’etz><z’=z'><z_’et(zi)=
7. SiaeER,az =az
8. Généralisation: Y p_ 2y = Yi=1Z;r et [I}_izx =[Ir=12x et etVz € C,z" = z".

Exercice corrigé : Trouver tous les complexes z tels que z2 + z+ 1 € R.
Z2+z+1eERe 22 +z+1=22+z+1o22+z+1=22+72+12°-7>4+z-72=0zZ-2)(z+2)+z—2=0

1
©zZz-D[z+2)+1]=0z=Zou(z+2)=-1z€R ou2Re(z) =-1z€eR ouRe(z)z—E.

Ainsi, Sol = {x; —% +ix/x € R}.

Il Forme trigonométrique.

1. Module

Définition -: Soit z = x + iy un nombre complexe. Le module de z, noté |z|, est le réel positif défini par : ‘

|zl = /a2 + y? = 2z = OM = |[uil| ouz = Aff(M) = Aff(ii) = Aff(OM).

Théoréme Soit A et B deux points d'affixesrespectives z, et zg. Alors, |z, — zg| = |z — z4| = AB. '
Ainsi, AB =/ (xg — %)% + (Vg — ¥a)® = |24 — 23]

Description de lieux géométriques Soit A et B deux points d’affixe z et zg 2 le point d'affixe w = w; + iw, et r un réel
strictement positif . On note C (2, 1), le cercle de centre (2 et de rayon r et med[A4, B] la médiatrice du segment [AB].
o CT)={MEeP/OM =1}={M(2) €P/|z—w| =7} ={M(x,y) EP/(x —w1)? + (y — wy)* =1%}
e med[A B] ={M €P/AM = BM} = {M(z) € P/ |z — z4| = |z — zz]|}.



Exercice corrigé : Décrire géométriquement C={M(x,y)/ x* +y* —x =4} et D = {M(2)/|z| =1 = |1 — z|}.
2402 _ g 12 ALy 2 _17 Y7 Y17\ pinsi. Sol = vi7
1. x*+y x—4<:>(x 2) Sty —4@(9: 2) +y* = <:>.(2M—4<:>!2M—2@MEC(!),Z).AmsuSOZ—C(ﬂ,2).

4

2 2 2 _3 V3
L L oOM? = x“+y =1 xt=7 x:i7 o 3 1.3 1.3
2. IzI—1—|1—z|@OM—l—AM@{MEmed[O,A]@{ x:% = e Lt .A|n5|,Sol—{M1(5+L7),M2(5—L?)}
2 2

Propriétés Soient deux complexes z et z’ d’images respectives M et M’ .
1) Siz est un réel alors le module de z est égal a la valeur absolue de z.
2) |z| est un réel positif et |Re(z)| < |z| et |Im(2)| < |z|.

3)z = 0sietssi|z| = 0.

4) |z| = |—-z| = |z|.

. 1z . . 1
5)siz # 0, = & (formule permettant d’obtenir la forme algébrique de ;).
7) |zz'| = |z||Z'| et siz' # 0, 5 = %

8) Premiére inégalité triangulaire : |z £+ Z| < |z| + |Z|
et son cas d’égalité : |z + z'| = |z| + |Z| sietssi 2 = 00ou3JA € R /z = A7
si et ssi M et M’ sont sur une méme demi-droite d’origine O.
9) Deuxiéme inégalité triangulaire : ||z| — |Z'|| <l|z+7Z].
Généralisation : [Y;_; zx| < Yic1lzk| et [[Th=1 2kl = [1k=1l2zk| etVn € N, |2"| = |z|™

Conséquences: ® si A € R* alors |1z| = |z|

e siz # 0,alors Ij_l est de module 1.

Exercice corrigé : Soit n € N\{0,1} et Vz € C, P(z) = z"™ — z — 1. Montrer que si z est racine de P alors 0 < |z| < 2.
Supposons que z soit une racine de P. Alors z™ — z — 1 = 0 donc z™ = z + 1. Par suite, en appliquant la 1% Inégalité triangulaire,
[z|]" = |z"| = |z+ 1| < |z| + |1] = |z| + 1. Donc, |z|™* — |z| =1 < 0.

-
Posons ¢: (t Rtn - t]R 1). Etudions @ pour savoir ou elle est négative. ¢ est polynomiale donc dérivable sur R*. Et ¢'(t) = nt™! — 1. Donc
st
p'A)>0eont"l-1>0t" > % et> n_—ll\/z D’ou le tableau des variations de ¢ suivant :
1
t 0 — 2 + o0 Comme ¢ est croissante sur [2,+oo[ et (2) =2" -2 >0, @ est
16 B/ﬁ n strictement positive sur [2,+oo[ . Par suite, p(t) < 0 = t € [0,2]. Alors,
z(t) — ————————» comme ¢(|z|) < 0, je peux conclure que 0 < |z| < 2.

2. Complexes de module 1

Introduction —Définition : Soit M un point du cercle trigonométrique et 6 un réel tel que : 8 = (7, O_M)[ZH] .
D’apreés le cours de trigonométrie, (cos0, sinf) est le couple des coordonnées de M dans le repére R.
Donc, z,, = cos(B) + isin(0). Alors 6 est alors appelé un argument de z,,.

6

Définition : Pour tout réel 8, on pose e® = cos(0) + isin(6) . eest appelée I'exponentielle imaginaire d’argument 6 .

i in i im
. . .0 iT _ = _ 1 . —_1 . —_1 . = _ .
Valeurs particuliéres : ' =1 , e = -1, e+ __ﬁ(1+l)’ es —5(1+\/31),e6 —E(\/3+1), ez =1,

Caractérisation : Les complexes de la forme e ol 6 réel sont les affixes des points du cercle trigonométrique. Les complexes de
module 1 sont les complexes de la forme e tq 8 réel. On note U I'ensemble des complexes de module 1.

Propriétés Soient 0 et 0’ deux réels.

5 oo/
1. e = el sjetssif = 0'[2m] (deux arguments d’une méme exponentielle imaginaire sont égaux modulo 27) .

) a notation )
2. i) = &= el =2 b

3. it — ,i(6+6") etig, — pi(6-0")
: 210
010 410 ) o0
4. Formules d’Euler : cosf = —, et sinf = o
it i0 0) ,i2 i0 (0 i
5. Identités du Losange : 1 + e"” = 2cos J)e? etl —e"” = —2isin J)e?
6. Formule de Moivre :vn € Z, (¢)" = e ie (cos6 + isind)™ = cos (nf) + sin (n6)
Conséquences : toute puissance, tout produit fini et tout inverse et tout conjugué de complexes de module 1 est un complexe de
module 1. On dit que U est stable par produit et par passage a l'inverse et par passage au conjugué.

30 A (cosO)™ # cos(nh) et (sinf)™ # sin (nd)




u—2 = lu—z|
zZ |z| *
- |ei92’—1| _ lePz-1] _ [e®(z=e )| _ |e®l|(Z-e"®)| _ [(Z=e~®)| _ |7=e™f| _ |7me™| _ |z=e®] _ Ju-zl

Exercice corrigé : Soit u € U et z € C*. Montrer que :

i 1
Comme u € U, posons u = etf. Alors, |u - :| =
z

z |zl Iz| |z |z| |z| |z| |z| lz|

3. Arguments et forme trigonométrique d’'un complexe non nul

Définition : Soit z un nombre complexe non nul affixe du point M et du vecteur % . Tout réel 0 tel que :

0 = (1,0M)[2r] = (ﬁ')[ZH] est appelé un argument de z . On note arg(z) un argument quelconque de z .

Conséquences immédiates :
Soient z et z’ deux complexes non nuls d’'images respectives M et M’. Soit 6 un argument de z .
1) Soita € R.. a est un argument de z sietssi a = 6[27].
Autrement dit, les arguments de z sont tous les réels de la forme 6 + 2k tel que k € Z.
2) arg(z) = arg(z')[2r] sietssi M et M'sont sur une méme demi-droite d'origine O.
3) z € R*sietssiarg(z) = 0[] . De méme, z € R** sietssi arg(z) = 0[2m].
4) z €iR" sietssiarg(z) = g [] . Et, z € iR™" sietssi arg(z) = —%[27:].

Théoréme et définition Tout complexe z non nul s’écrit sous la forme z = |z|e!379®@.
Cette écriture de z est la forme trigonométrique ou forme exponentielle de z.

Si M(z) ot z=AFF(M)
Im(z) o Interprétation géométrique :
4 1 Si 6 = (i, 0M)[2r] alors OM = OMug =|z|iy ol Uy = (cosO)T + (sind)]
3 ,
"Z‘ NB:Soit 8 € Ret r € R**,
2 / g_ff = cos6 + isinf
Lo T oY
la forme la forme
trigonométrique algébrique
Tu z=re =rcosf +irsiné.
. <o Loy Tty
J i la forme Re(z) Im(z)
1 ] @ trigonométrique la forme
2 1 (03 1 2 3?5:@ 4 5 6 dez algébrique
de z
)
g o o . N o] oiArg(2) . " - . » .
T Re(2) +ilm(z) = |z]e Théoréme Soit z un nombre complexe non nul. Soit 7 un réel strictement
OM = Re(2)i + I'm(2)] = OMi OBt ) i sl s,
L | ST — 5 z = re'? sietssi 6 =arg(z)[2m] et r = |z|.
oll #'= cos(Arg(2)) i +sin(Arg(2))J Dans ce cas, (7, 8) est un couple de coordonnées polaires du point M d’affixe z.

arg(z) = arg(z')[2x]

Théoréme : Soient z et z’ deux complexes non nuls. z = z' sietssi { 2] = ||
z|l = |z

Méthode pour passer la forme algébrique a la forme trigonométrique: Soit z + 0 . Comme Iz_l est de module 1 i.e.il existe un réel
0 tq é = ¢'®. Alors, pour obtenir la forme trigonométrique de z = x + iy:
1) Mettre |z| = /x2 + y? en facteur dans z . L’autre facteur est nécessairement e‘® ot1 6 est un argument de z.
2) Reconnaitre 0 .

Exemples

je reconnais 6
je mets |z| 1

tel que cos@=—==sinb

en facteur 1 1 NA .
oz=14+i 2 \/E(—+—i) = V2e's
— VZ V2 ——
la forme la forme
algébrique trigonométrique
[ = T T o
° —3+31—3\/§( ﬁ+ﬁ)—3\/§e4.

e1—+3i=2e% et —/3—-i=2e"%
5T
e —3++/3i= 2\/§(—§+%i) =2v3e's .Donc,|-3 +V3i| = 2V3etarg(-3 + V3i) = 5?”[271].




1
cos(0) = — =

o—1—4i=+17 (—L — ii). Notons 8 un argument de (—1 — 4i). Alors, sin(@) = __%* .Donc O = Arctan(4) + m [27].
17 V17
tan(@) = 4
Relation forme trigonométrique et forme algébrique Soit z un complexe non nul . Alors z s’écrit sous forme algébrique ET sous
forme trigonométrique : z = +iy = re'? =(rcos(0)) + i(rsin(P)) avec x = Re(z) et y = Im(z)et r = |z| et 6 = arg(z) [27]
Par unicité de la forme algébrique : x = rcos(@) ety = rsin(0). De plus, r = \/x? + y2.
X .

Donc, cos(f) = T etsin(8) = et si Re(z) # 0 alors tan(9) = ;

Arctan( )+7r [27r]mRe(z)<O Z2n]six=0ety>0
six # 0alors 8 = etsix =0alors§ ={ 2, ] .
Arctan( ) [27] si Re(z) > 0 —;[2n] six=0ety <0

Définition perso : j'appelle forme quasi-trigonométrique toute écriture de z de la forme z = xe'®avec x et 6 réels. On obtient une

telle forme lorsque I'on applique, par exemple, les identités du Losange. Dans ce cas, si x # 0 alors la forme trigonométrique de z est
_{ |x|et six >0
|x|ei@+Msix < 0
produits, quotients ou puissances de nombres complexes. Cette forme quasi-trigonométrique permet aussi d’obtenir la forme
algébrique z = xe'® = xcos(6) + i xsin(8). Il suffit pour I'obtenir d’écrire e?®sous sa forme algébrique.
Re(2) Im(z)

. Une forme quasi-trigo suffit bien souvent !! Elle est trés utile pour obtenir sous forme (quasi-)trigo des

Méthode pour passer de la forme (quasi-)trigonométrique a la forme algébrique : si z = re'? , il suffit d’écriree'® sous sa forme

algébrique et de distribuer 7 . En effet, z = re'® = r(cos(8) + isin(0) = (r cos(8)) + i(rsin(8))

Exemple : 1 — e = —2isin (Q) eig = 2sin (%) ei(g_g) dc|1—e®| =|-2]| |sin (g)
(2 |sin(g)|ei(z 2) si sm( ) <0 1\

1—el = 4 0 sisin (g) =0 A}emgonométrique de 1—eif,
L 2sin (g) ei(g_g) si sin (g) >0

Propriétés des arguments : Soient z et z’ deux complexes non nuls et n un entier relatif.
Arg(z x z") = Arg(z) + Arg(z')[2r]

1
Arg (;) = —Arg(z)[2n] Méme propriétés que le logarithme

Arg (;) = Arg(z) — Arg(z')[2n]
Arg(z™) = nArg(z)[2m]

4. Des applications algébriques et des méthodes a connaitre ( savoir-faire !!
Factorisation d’'une somme ou différence d’exponentielles imaginaires (méthode a retenir) :
. . _ ) _ .0'+6
e + e = (1 +ei®-0) =2¢¥cos (929) ez = 2cos (929)6’7
i0 o' _ io i(0'=0)\ _ . 0 s 6'-0 ie -9 _ ovaog 0-6' iw
et e —elf =¢lf(1—¢!0-9) = —2j¢! sm( - )e 2 —lem( . )e 2 .

LT . 3
Exercice corrigé : Montrons que (3112 + 914) est imaginaire pur.

ei% + e‘% = eiln_Z(l + ei(%_%)) = ei% (1 + ei(%)) =e 122 cos( )e 2=2 cos( )e 6.Donc,

T T\ 3 TN\ 3 3 7N\ 3
(e‘ﬁ + eli) = (2 cos (%) e‘g) =8 (cos (%)) (9‘3) =8 (cos (1”2)) =8 (COS ( )) i
Donc (e‘% + ei%)sest imaginaire pur.

Puissances, produit ou quotient de nombres complexes :

Les Identités du Losange sont trés utiles pour obtenir la forme (quasi-)trigo puis la forme algébrique d’une puissance ou d’un
qguotient de complexes. La forme quasi-trigonométrique d’'un complexe est le nom que je donne a I’écriture qu’un complexe sous la
forme (réel) x (exponentielle imaginaire). la forme trigonométrique d’un complexe non nul est I’écriture de ce complexe sous la
forme (réel strictement positif) X (exponentielle imaginaire).

- \/§)n sous forme algébrique.




%) =0 - itan (%)
(cos (222) i (22)) = 27 cos (2)  27sim (2)

1-—el®
a ia
L+e 2cos (7) ez cos ( )
n V3 i n 5T n 5\ T .5nT
(@ = (2(F+)) = (2(F) 2 () oo
Linéarisation (transformation d’un produit en somme) d’un produit de sin et de cos (dans le but d’intégrer par exemple)
Euler ity p—it\™ FBN Euler Euler it _g—ity\™ FBN  Euler
n ere fan) (] inm s = =
cos™(t) ( > ) e Et, sin™(t) ( " )
tout
développer
Exercice : Linéarisons f(t) = cos?(3t)sin’(t) et déduisons-en une primitive de f
o3it 4 g-3it 2 /pit _ p-it 5 1
— (e3it + e—3zt)2(elt —1t)5
2i 22(20)5

f(£) = cos?(3t)sin®(t) = < >
(312 + 2(*)(e™1) + (€73 ((e")® + 5(e™)*(—e™™) + 10(e™)* (e )2 + 10(e™*)?(—e™)* + 5(e') (—e~)* + (=e71)®)
A

2]7‘ ( 6it +2+ e—szt)(esw Sesit + 1Oeit _ 1067“ + 56731t 751t)
._ elt + ZeSit-+ ZOeit _ ZOe—it + -_ Ze—Sit + e—it-+ 106—5it — 10e—7lt us 59—9it _ —11it)
i 38isin(t))

10e5 +
57 (2isin(11t) — 10i sin(9t) + 20isin(7t) — 16isin(5t)
(sin(11t) — 5sin(9t) + 10sin(7t) — 8sin(5t) — Sisin(3t) + 19isin(t))

1 ( 111t 5e91t+1oe7lt

T~
Ecriture de cos(n@) (resp sm(nB)) polyndéme en cos(0) (resp.sm(@))ou presque
( )(cose) (isine)""‘) et sin(n@) = Im((cosO + isinf)™) =

(n) (cos@)™ ¥ (ising)*

P
2] :
( )(cosQ)" 2p (—1)P(sinf)?P + Z 2p7f|- 1) (cos®)~(@P+1) (—1)P(sing)?P+1

e

cos(nf) = Re((cosO + isind)") = Re(
FBN
cos(nB) + isin(nf) = e? = ()" = (cos(8) + isin(P))" = Z
n n k=0
ks n ks
Z (cos8)*(isin®)¥ (k) (cos@)*(isinB)*
k=0 k=k impair
k pair
2] 'z
= ( )(cos&)" 20 (isinf)?P + Z (ZpT:_ 1) (cos®)™~ 2P+ (jsing)2p+1
E lg{)

n
2]
= ( )(cosQ)" 2P (—1)P(sinf)?? + i Z (Zpr:_ 1) (cos@)~(P+1) (—1)P(sing)?P+1
p=0 p=0
réel réel
(2p+ 1) (cos@)~ P+ (—1)P(5ing)?P+1

!
p=0
(Zp T 1) (cos®)~@P+1)(—1)P(1 — cos?H)P

H ( )(cosH)" 2P (—1)P(sinf)?? et sin(nf) =Y,

Donc,cos(nf) =
( ) (cos8)"2P(—1)P(1 — cos?8)? et sin(nf) = sinf X,z

l"J

Ainsi, cos(nf) = Zp o
Exercice : Montrons qu'’il existe deux fonctions polynémiales P et Q tel que : cos(88) = P(cos(0)) et sin(86) = cos(8) Q(sin(H))
n

Calculs de Y'%_, e"‘", PR cos(ke) et Y}_,sin(k0) et d’autres sommes
n n
Z cos(kf) = Z Re(e™*9) = Re( Z =
k=0 k=0

ik — i0\k
E E (e') -
somme
géométrique

de raison et®

k=0

1—(eifyn+1 L
€7 sielf %1
1—et . Alors,

)
Exercice corrigé : Calculer Y7 _, cos(k8)
. ——— _ [
) =
ey . 19
 somme n+1 sie =1
géométrique

De méme, Y}_,sin(kf) = Im(X}_,e™*?) =
ocos(kB) =3, ORe(eikG) =Re(2ﬁ=08”‘9).0r yn Oelk9 =31 (el)*

de raison el
] alors ¥%_,cos(k@) =Re(n+1) =n+1

sie? =1i.e.0=0]
7] alors

sie® #1i.e.0 £0[



définition

. i [ i P iné i
i Moivre : Losange .. ((n+1)6 Mquotlent drexponentielles ., ((n+1)6\ === de e'® . ((n+1)6
1_(616)n+1 e 1—el(m+1)6 . -2 sm(—2 )e 2 . sm(—2 )e 2 - n(—z ) no .. neo
1—eib - 1—eif - o\ 10 = —sin(g) = W[COS e + isin S ]
—Zisin(E)eZ 2 2

. . ((n+1)6
Ainsi, 271::0 Cos(kg) =Re (1—(e19)n+1) _ Sm(_é )COS ("2_9)

1-et? sin(3)

5. Application a la géométrie

Théoréeme :

Soit A et B deux points du plan d’affixes respectives z,, zg. Alors, (i’, E) = arg(zg — z4)[27]
Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls d’affixes respectives z; et zj; . Alors, (17/,\13) =arg C—V) [27] = arg (217) —arg(zg)[2m]
U

Corollaire : Soit A, B C et D quatre points distincts d’affixes respectives z4, z, Z¢, zp, . Alors, (E C_D)) = arg (%) [27].
B—ZA

Applications a I'alignement, I'orthogonalité et la cocyclicité : Soient A, B C et D quatre points distincts a, b, c et d.

e A,B C sont alignés sietssi 2 e R
- bra c—a . A SAVOIR
e Aestsurle cercle de diameétre [B, C] sietssi — € iR".
. . . e=—a\ __ d—a . . =@ d—b - RETROUVER
oA B Ceth =
Y e—b d—b e-b  d-a
Exercice corrigé : Chercher les points M d’affixe z tels que Z+2+.5i eER™.
z-3i . .
Soit z un complexe distinct de 3i et de—2 — 5i. Soit A et B les points d’affixe 3i et — 2 — 5i.%++351 ER™ & arg (%) =n[2n] &

(z+2+5i

(2_30) —arg(i) = n[2n] & (AM,BM) = 37” [2r] & M est sur le demi — cercle nord de diamétre [AB] mais A et B exclus.

Application a différentes transformations du plan :
* La translation de vecteur U d’affixe w est I'application t; du plan dans lui-méme qui associe, a chaque point M, le point M’ = t; (M)
tel que MM’ = % . Donc la translation de vecteur % est tz: (M(2) = M'(z + w))).
¢ L’homothétie de centre O et de rapport le réel x non nul est I'application h, du plan dans lui-méme qui associe, a chaque point M,
le point M’ = h,. (M) tel que OM’ = xOM .Donc, 'homothétie de centre O et de rapport x est hor: (M (z) » M'(x2)).
* La rotation de centre O et d’angle le réel 6 est I'application ry du plan dans lui-méme qui associe a chaque point M le point M’ =

Ta,0 (M) tel que OM’ = OM et (071’, O—I\/i) = 0[2m]..Donc, la rotation de centre O et d’angle 8 est 1, ¢: (M(2) = M'(e™)).

Composition : Soit a un complexe non nul. Alors a = re® ol |a| = r et = arg(a).Alors f: (M(z) = M’(az)) est la composée
commutative de 1y et de h,.. Autrement dit, si M un point du plan d’affixe z non nulle alors point M’ d’affixe z X w est le point du plan

tel que: OM' = rOM et (W,OM’) = 0[2n].

5.5
5 ¢ M'(zw)

4.5

lzlxiwi

11/

arg(w)
05 P
OC T

005 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Construction géométrique : pour passer de M(z) a M’(re®z) , on fait subir a
M la rotation de centre O et d’angle 6, on obtient M”, et ensuite on fait subir a
M” ’'homothétie de centre O et de rapport 7 et on obtient ainsi M’.




6. Exponentielle complexe

On connait désormais I'exponentielle réelle e* tel que x réel et I’exponentielle imaginaire e = cos (y) + isin(y) tel que y réel. On
va grace a ces deux exponentielles définir I'exponentielle complexe de la maniere suivante :

Définition : Soit z = x + iy un nombre complexe. L’exponentielle (complexe) de z est e? = e*e® .
Autrement dit : e**Y = e* x e? = e*(cos(y) + isin(y)).

Propriétés : Soit z et z’ deux nombres complexes et n un entier relatif .
e?#0 , |e?] =eRe@ etarg(e?) = Im(2)[2n]
Re(e?) = eR¢@(cos(Im(z)) et (e?) = eR¢@ (sin(Im(2)) .

o e?=¢% sietssidke Z/z—z' = 2ikm.

!
! _ 1 r_ e? — 5
° eZ X e? = eZtZ , e Z = = , e? 77 = — , (ez)n = "2 , eZ = eZ .

Conséquence : L’exponentielle complexe (z = e?) n’est pas injective, I'exponentielle imaginaire(y = e) non plus alors que
I'exponentielle réelle (x — e*)l'est.

Méthode : on cherche a résoudre une équation de la forme e? = w ou w complexe donné (fixé) et z I'inconnue complexe.
Ou bien w = 0. Alors il n’y a pas de solution.
Ou bien w # 0. On va mettre w sous forme trigonométrique w = re? et on cherche z sous forme algébrique = x + iy . Alors e? =
¥ o e*=rety=0[2n|=x = In(r)ety = 0[2m)].

\_/ Car deux complexes sont égaux sietssi ils ont méme module et argument égaux modulo 2w

w & e¥e =re

. .o V3i-1 ,,.
Exercice corrigé : Résolvons e? = e d’inconnue z complexe.

Soit z = x + iy un complexe ( ol x et y réels).

; 1
2im 3 . x _ — - =
- = in . i in er =+/2 x =1In \/E ==In (2)
i.l =2 = \/Ee%. Donc, €% = @ & e¥el = \/Eeliz (:){ _ 1171\/_ = (v2) ur )
L yze 1 = [2n] 3k € Z/y = —+ 2kn

11m

Sol=L2In(2) + i (XX + 2k ) /k € 7},

Ill Racines carrées ou deuxiémes et équations polynomiales

1. Racines carrées

Théoréme . Soit A un nombre complexe .
Ou bien A= 0 alors il existe un et un seul complexe & tel que 62 = Aquiest: 6 = 0.
Ou bien A# 0 alors A= re'® et il existe exactement deux complexes § tels que §2 = A qui sont distincts et opposés :
i0 i
8, =+rez et = —rez
Ces complexes & tels que 8% = A sont appelés les racines carrées ou deuxiémes (complexes) de A .

66Méthode pour trouver les racines deuxiemes complexes de A dans le casou A# 0 :
a. Lorsque A a une forme trigonométrigue «sympa» (ie. A a un argument simple) A= re? alors on donnera ses racines carrées

i0 i0
sous forme trigonométrique comme dans le théoréme 8, = Vrez et §, = —/rez . Il est parfois utile d’avoir la forme algébrique
(obtenue a partir de la forme trigo). Cf équation du second degré.
.31 .37y 2 . 2
Exemples classiques : 1) A= —4 = 4i% = (2i)2. 2) A= —-2i=2e"2 = (\/felT) = [\/E (—\/% + \/%)] =[-1+i]%

3) A= cos(x) — 1 = —2sin? (;) = 2i%sin? (g) = <\/Eisin (§)>2

b. Lorsque A n’apas un argument simple alors on cherchera ses racines carrées sous forme algébrique ie. on cherche § = x +
iy tel que : (x + iy)? = a + ib () . En identifiant parties réelles et imaginaires et module , (*)est équivalente au systéme
x2—y*=a (D
2xy =b (2). De (1) et (3) ,on tire x? et y* et de (2) , on sait si x et y sont de méme signe ou non . On trouve deux
x2+y% =+va? + b% (3)
solutions opposées : § = x + iy ou § = (—x) + i(—y).
Exemple : Cherchons les racines carrées de A= 3 — 4i . On cherche § = x + iy tel que: (x + iy)? =3 — 4i.
(x+iy)2=3—-4ie (x+iy)?=3—-4diet|(x+iy)}|=13—-4ilox?—y>+i2xy=3—4ietx?+y*=5
x2—y?=3 2 = x =12
o< 2xy =y—4 o 2?/?;:28 o y=i_1 @{x_z 21 ou {x =__12
x2+y?2=5 xy = -2 xy = —2 y=- y=
Donc,—2 +i et 2 — i sont les racines carrées de 3 — 4i. (vérification : (=2 + )2 =3 —4i OK!)




2. Equation du second degré dans C et complément dans R

Théoréme Soit a, b, et ¢ des complexes telsquea # 0.
1) Soit (E): az? + bz + ¢ = 0 une équation du second degré .On pose A= h? — 4ac. Soit § une racine carrée de A (ie. A= §?%).

si A= 0 alors (E) a une unique solution et si A+ 0 alors (E) a deux solutions distinctes .
-b+8
2a

. : -b-6
Ces solutions (confondues si A= 0 ) sont z; = . etz =

b\? A

2) Pourtous complexes z,az?> +bz+c=a(z—2,)(z—2z,) = a [(x + Z) — 2=
3) z1+z =-2 etz xz,=5%

1 2 = a 1 2 = a’

: . b :
4) Raciproquement, si w; et w, sont deux complexes tels que w; +w, = ——etw; Xw, = 2 alors w; et w, sont les racines de
az® + bz + c.

Exercice a compléter Résoudre (—4 — 2i)z% + (7 — i)z + 1 + 3i = 0 d’inconnue z réelle.

— 2 —4 — j i) — — 1\ 2
A= (7 =) —4(—4 = 2D)(1 4+ 30) = et et et e et et et e e et e e et et e e = (a + ib)*.
trouver deux entiers a et b =8
-b-§ —b+8
Alors z; = =t s .etzy, = =
2a 2a

Théoréme : Soient a, b et c trois réels tels que a non nul et P(x) = ax? + bx + ¢ =Alors,

. . . , —b—iy/|A| —b i+y/[A]
Si A= b? — 4ac < 0, alors P a deux racines complexes conjuguées x; = ~a et x, = —a

q -b c
On a toujours: x; + X, =7etx1 XX, =~

Réciproquement Soit a et f deux complexes. Si u et v sont deux complexes telsque u+v = et u X v =y alorsu et v sont
les solutions de z2 — Bz +y = 0.

3. Fonction polynomiale a coefficients complexes

Théoreme
1. Sif et g sont deux fonctions polynomiales a coefficients complexes telles g non nulle alors il existe deux uniques fonctions
polynomiales complexes q et r telles que :Vz € C, f(z) = @@q(2) + r(z)et deg(r) < deg(g).
2. Si f est une fonction polynomiale a coefficients complexes non nulle de degré n et a est racine complexe de f alors il existe
une fonction polynomiale a coefficients complexes g de degré (n — 1) telle que : pour tout réel x , f(x) = (x — a)g(x) et g est
le queotient de la division euclidienne de f(x) par (x — a).

Théoreme : Si a est une racine complexe d’une fonction P polynomiale a coefficients réels alors @ est aussi racine de P.

Exercice : Factorisons P(x) = x*+ x® +3x2 +x + 1

IV Racines n¢™es (complexes) d’un complexe.

Définition Soit @ un nombre complexe et n un entier naturel non nul .
Les racines n'®™ (complexes) de a sont tous les nombres complexes z tels que z"* = a .
Les racines n'®™ (complexes) de a sont toutes les racines complexes de la fonction polynomiale : P(z) = z" — a .

Exemples : 0 est I'unique racine n®™ de 0 . Tout réel a est I'unique racine 1 de a . Tout réel non nul a exactement deux racines
carrées complexes .
Nous allons démontrer que si le complexe a est non nul alors a admet exactement n racines n'*™¢, Commengons par a = 1 = unité.

1. Racines n'*™ de I'unité ou n un entier naturel non nul .

Le nombre complexe 1 est appelé Iunité . Les racines n®*™** de I'unité sont tous les complexes z tels que z" = 1.
De maniére évidente, 1 est toujours racine n'*™ de 'unité quelle que soit la valeur de n.

.2TC
Théoréme Soit n un entier naturel non nul . On pose w = e .

Il existe exactement n racines n'*™ de I'unité (ie. n complexes z tels que z™ = 1) qui sont les complexes les complexes :
2ikm

w,=en =wftqgke€{0,1,...,n—1}.
On note U,, I'ensemble des racines niemes de l'unité.

10




2T

NB Remarquons que w, = 1 = w°

i— 2 2 i
, wy=en=wl, w,=en =w? wy,=en =wd ..,0,_, =" n

2n-1)n
= ™!

Up={w, /kEOGn—1]} ={w, /k€[Ln]}={w, /k€[Zn+1]}={w, /k€[-Ln-2]}={w" /ke[0;n—1]}.

Alors,

Propriété : La somme des racines n®™* de I'unité est nulle dés que n > 2.

2ikm

Prop : Les complexes w, = e n tqk € [1;n — 1]sont les solutionsde 1 + z + z% + --- + z"1 = 0.

2ikm

lllustration On note M, le point d’affixe w, = e = . Alors le polygone MyM; M, ... M,,_; est régulier et inscrit dans le cercle
trigonométrique, son centre est O et I'un de ses sommets est le point A d’affixe 1 .

n impair
1 est la seule racine n'®me réelle de 'unité .

Lo 2ikm -1
Les conjugués des complexes w, = e » tqk € {1, ,nT} sont

2ikm
1
les complexes w, = e n tq€ {%, e, — 1}.
PP ., 1, .V3
Définition: onnote, j=e: = -5t Lg.
Prop Les racines troisiémes de I'unité sont 1, jet j2. Leurs
points images forment un triangle équilatéral. Et,

1sip = 0[3]

jE=T.etl+j+j2=0etj? =4jsip=1[3]

i2sip = 2[3]
\ \"x,
“ r 32 /‘f_‘—lf*'——#

1 /
\ 7
/// /
. 7 /

::-:-“‘-x_‘
{
§ \
b1 g i g 0 o 04 [} 1] T
I\ f
\..K ' ff
\\\. .7/‘/
= F
S o
n pair
1 et -1 sont les racines ni¢mes réelles de I'unité et les conjugués des
2ikm

complexesw, = e n» tqk € {1, .,g - 1} sont les complexes
2ikn n
wy=e€en tqg€E {5—1,....,n—1}.
Exemples :
e  Lesracines carrées de 'unité sont 1 et-1.
e Les racines 4°™es de 'unité sont 1,1, —1, —i. Leurs points
images forment un carré .

2. Racines n'*™ d’un nombre complexe non nul .

Théoréme : Tout complexe a = re®®

.(0+2k77:

u, = Vre'

non nul posséde exactement n racines n'*™ qui sont les complexes :

(O (0
=) = n rel(ﬁ)wk = 'We’(ﬁ)wk telque € {0,1,....,n — 1} .

Propriété : Si z, est une racine n'*™ particuliére de a, alors les racines n*™* de a sont les n complexes obtenus en multipliant

Z, par les n racines n'*ms de l'unité .

Remarque : La somme des racines n®™* de a est nulle dés que n = 2 et les points d’affixe u,, tel que k € [0,n — 1] forment
un polygone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon /7.
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Méthode pour trouver les racines n'*™ d’'un complexe a non nul avec n > 3 (pou n = 2, Cf paragraphe III 1.)

1) Jécris a sous forme trigonométrique a = re®® .
, - L 7 i(Q) . 2 i(©) i i©) A
2) Jecherche une racine n'*™ particuliere de a : z, = \r e\ convient (car z," = (Vre'W)r = ()" (e'W)" = rei? ).
e S——
module argument
dea de a
puissance djvisé
1 parn

n
3) Je multiplie cette racine niéme z, particuliére par les n racines n'*™* de I'unité. J’obtiens alors n complexes qui sont les n
racines n*m de a .

Exemple : Déterminons les racines 6'¢mes (complexe) de a = 2i — 2.
_ 1,1 _ 23
1) a—2\/§( ﬁ+lﬁ)—zze 4,
313w 1w o -
2) Donc, z = (22)se 4x6 = 21e s est une racine 6™ particuliere de a .

1 .m .2km
3)  Ainsiles racines de 2i — 2 sont les 6 complexes : 2:e'se' s tqk € [0,5].

JE SAIS MAINTENANT RESOUDRE TOUTE EQUATION DE LA FORME Z™ = a d’inconnue Z complexe.

Exemple : Soit n € N{0,1}. Résolvons (z — 1) = (z + 1)"d’inconnue z complexe.

Je remarque que 1 n’est pas solution de cette équation . Soit z € C\{1}.
(z+1)"™ _

o iteet () — )T — oo _
z solution sietssi (z — 1) (z+ 1™ sietssi D" 1
n
sietssi (g) =1
S N Soitk € [0,n — 1].
sietssi Z"=1o0ouZ = % ,z;m[[ ] 2k
— — _ . . i— _ . . _
sietssi Z est une racine nieme de I'unité. 1-e . " - OA—SletSSI e n =1 sietssik B 0.
21 am 2(m-1)r Donc je dois oOter la valeur k = 0 pour avoir le
sietssi Z=1ouZ=enouZ=enou..Z=e" = droit de diviser .
. . . iZk—" .2km .2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] telque Z = e"n . De plus, pourk = 0, (1 — e‘T)g #—(e"n +1)
.2km

. .. . z+1 —
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que ~—— = e n Donc le cas « k=0» est impossible ... mais ce n’est

C j2kn as grave il nous reste les autres cas qui, eux,
sietssi il existe k € [0,n — 1] telque(z+ 1) = e"n (z— 1) pas g q

ok in n’aboutissent pas a une impossibilité !!
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(l - elT)z =—(e"n +1) G
2k kTt ik—
. AT 41 2cos (wo)e'n , k
sietssi il existe k € [A,n — 1] tel quez = — (e m 1) _ _ i = —lcotan(—n) .
2km km, kT n
(1—e’T> —2isin(5)e'n

93Dans ce chapitre, nous avons défini les objets : z",z7 " tqn € N, Z,|z|, arg (z) et e” ou
z € C (éventuellement non nul).
Par contre, si z € C alors les objets suivants n’existent pas :

Aeeﬂ!—)tanﬂ-) sinf{z), In{z), vz, 22 ou iz, {2}
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