Corrigé TD Complexes (2)
Exponentielles complexes-Equations polynomiales- Racines n*™e complexes.

Soit a un réel. Donner les racines carrées complexes des nombres complexes a suivants :

;. a= —; 5 a= 1—21 8 a= -11_-‘1/51
. a=-— == =
3 — 6. a av 9. a=-2+i
: _ 7. a=j 10. a=-12+16i
_ 2 . < 7 7
4 a=cos*(a) -1 1) Jecherche a écrire a sous forme d’un carré.
2) Je cherche la forme trigo sympa de a =
1. a=—1 =i%Donc, iet—isontles racines carrées complexes de a. @ . ) )
2 2 ] ] ) i €9, alors les racines carrées sont ++/rez
2. a=-3 =i?/3 = (iv3) . Donc,V3 iet —/3i sont les racines carrées complexes de a. 3) Jecherche z = x + iy tel que z% = a ..puis je
A
3. a=2=(V2) .Donc,v2 et—V2 sontles racines carrées complexes de 2. résous un systéme en identifiant parties réelles,
4. a=cos?(a) —1=-sin?(a) = i’sin®(a) = (isin(a))". Donc,isin(a) et —isin(a) sont les racines carr imaginaires et modules !!
malin
5. a=-2i 2 (1-i%Donc,1—i et—1+isontlesracines carrées complexes de —2i.

n N\ 2 2
. o 1. i 1 T 1 -1
m la==-{=-= =(= = +i— +i—= +i—=
6. La forme trigonometrique de a est sympa!a 3 4 ez (2 e 4) < (\/_ i \/—)> Donc, - (\/_ i \/_) et — (\/_ L\/_)Sont les racines carrées

1.
complexes de e

malin 2 2 2
i 1 o o (L) (L N2 = (L i
ou biena = L= 2X421 = (ﬁ) (2) 1+i*= <2ﬁ(1 +l)>
.21 LTy 2 . .
7. a=j=e3 = (el§) .Donc e's et — e's sont les racines carrées complexes de j.
R . PTERED in (mom (7T 1 (7m\12 1 1 (7w
8.  Laforme trigonométrique de a est sympa !l a = %ft = 1?_/? = % =2 6_35,, = \/iel(3+4) = x/fe‘(lz) = [2191(24)] . Donc 2ze" (24) et — 2ie' ( )sont
7z e
-1- \FL
les racines carrées complexes de ——
9.  Laforme trigonométrique de a n est pas sympalla = —2 +i.Jecherche z=x + iy telque z2 = =2 +1.
2 _ V52
22— _ 2 _ 2 — 2 _ JE_ Xt ==
, (x+iy)?=-2+i x2—y?2+2ixy=—-2+1i * y_ 2 * y_ 2 2% =5 -2 :
22:—2+l¢>{| +|2 | 2+| 2+ 2 \/g = ny—l = ny—l = 2xy=1 = xy:E =
x+iyl*=|—- i =
y ity iy =5 eeyr=vs lor-vsez | s
2
V5-2
=17 VE-2 VE-2

x=_|— x=—|—
1 2 2 , 5-2 . , 5 52 . , 5 ; o .

Xy =~ = et . Donc, V2 +1i V5ez et — 2 i V5ez sont les deux racines deuxiémes de —2 + i.
2 N [z ez 2 2 2 2

10. Laforme trigonométrique de a n’est pas sympa !!

ou bien j'applique la méthode précédente

malin
~

oubienjécris: a=—-12+16i = 16 —4+2 X4 x2i =4% + (20)?+ 2 x4 X 2i = (4 + 2i)% Donc,4 + 2i et —(4 + 2i)sont les racines carrées
complexes de —12 + 16i.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z complexe ou (z,w) couple de complexes :

1. eZ= -5, 7 z*+119-120i =0

2. e¥+er+1=0 8. z'—14iz2+32=0

3. (—4-20)22+(7—-)z+1+3i=0 9. z°—(16—1)z" + (89 — 161)z + 89i = 0

g, frrw=—lra 10. €% + 3¢ + 2477 = —8

=L 11 zz(1+tan2(5))+4itan(5)z—4=Oot)aE]OE[

5. e“ =1 : 2 2 )3

6 {ez+ew= 12. Bz°+z+1)?>+ (z2+2z+2)*=0

: D = ) 13. z*+62z3+9z2+100=0

1. Soitz=x+1iy € Ctqx,yréels.
Z_ x-iy — ©,in X,—iy — £pin er = x = In(5) x =1In(5)
ef =5 et =5e < et = Se ‘:’{3ke2/—y=n+2kn‘:’{akeZ/—y=n+2kn‘:’{ake2/y=—n+2kn

& 3k € Z/z = In (5) + i(—7 + 2kn) .Ainsi, Sol = {In (5) + i(— + 2km) /k € ).

2. Soitz=x+iy€eCtqx,yréelset Z=e”

2T AT
e t+e?+1=022+2+1=0 = Z=jouZ=j2=e’=¢3 oue?=e'3

2 _
A=—3=(iv3)" et z,= 1“‘/——1 et Z,="12 “/——J =
OU BIEN d'apres le cours,j et j2,les racines
troisiemes de l'unité sauf 1,
sont les solutions de 1+t+t2=0.

=1 e*=1

2 ou 4
EIkEZ/y=?+2kn EkEZ/y:?+2krc
x=0 x=0
Ak ezfy =T +2kn" 3k e/y ="
Ainsi, Sol = {l(—+2k77.') ( +2k7'r) /kEZ}.

z+w=-1+2i z+w=—-1+2i z+w=-1+2i — . _ 2 Y T
3. {z'w=1+7i (:{ 5w =TT (:{ 2= 1—7i & zetw sont les racinesde P(t) =t* + (1 —2i)t+1—7i.

Posons A= (1 —20)2 —4(1—7i) =1+ (20)? —2X2i—4+28i=1—4—4i —4+28i = —7 +24i = —16 + 9 + 2 X 3 X 4i = (3 + 4i)?

xiy_izl xiy_iﬂ
S ete”’ =e 3 ouete” =e 3 &

ok k€ T/z=1(Z+2kn) ouz =i (L +2kn).

t = —(1—2i)2—(3+4i) 2 5 e L = (1—2i)2+(3+4-i) — 1430
. Z+W——1+2l z=-2—1 z=1+3i z=-2—1i z=1+3i - D 51— BN (] B ) 4
Par conséquent, { w=1+7i @{W_1+3lou {W——Z—l @{w:1—3i0u {w:—2+i .Ainsi, Sol = {(=2—-i,1—-3i); (1 —3,-2—- i)}

(@:(-4—-2Dz*+(7-)z+1+3i=0



Posons A= (7 — )2 —4(1+3i)(—4 —2i) =49 — 14i — 1 — 4(—4 — 12i — 2i + 6) = 40 + 42i.
4. Cherchons les racines carrées de A= 40 + 42i.

1% méthode : On cherche § = x + iy tel que : (x + iy)? =3 — 4i.

(x +iy)? = 40 + 42i {xz—y2+i2xy=40+42i

X+ 2=40+42i<:>{ i 3
&+ ) I(x + iy)?| = |40 + 42i| I(x + iy)2| = V3364 = 58

2xy =42 ©{2y’=18 o{y=19 o

x?—y? =40 2x2 =98 {x = 449
x2+y2=58 xy =21 xy =21

{x =7 ou {x z :; Donc,7 + 3i et — 7 — 3i sont les racines carrées de 40 + 42i .

y=3 y
2! méthode : A=40+42i =40+2X7 X3 Xi=49— 9+2X7X3l_7Z+(31)2+2X7X3l_(7+31)2
Alors, z, = 7(771)7(7‘+31) —14-2i _ -7-i (71)(74:21) 30-10i _ 3-i etz, = _-U-D+OH3y 4 20 2i- 4+22) — D48l Zhe2i o colutions

2(~4-2i) 2(-4-20)  -4-2i |-4-2i| 20 2 2(-4-2i)  2(-4-20)  (=4-2i)  |-4-2il 20 5
de (e).
5. Soitz=x+iy€Ctqx,yréels.
] ] 2_p2 2 _ 2 — _ = =X y=-x
z_ 2=y 2ixy _ 1,00 e =1 { x*—y*=0 {(x NE+y)=0 { y {
€ lee € le @{akEZ/nyzsz[ EkEZ/xyzkn'@ ﬂkEZ/xy:kn' A ﬂkEZ/XZZkﬂou akEZ/—XZZkT[@

{ y=x { y=-x { y=x { = &3k € N/x = +Vkn(1 + Doux = +Vkn (1 - i)

Ik € N/x = +VEkr "3k € Z\N/x = +v—kr < 3k € N/x = +Vkr ** 3k € Z\N/x = +V—kn
Sol = {+Vkn(1 + i), +vVkn(1 - i)/k € N}.

6. Soitz=x+iy€eCtqx,yréelset w=a+ibtqa,bréels.

z w z )
{ee;‘i :_2 ﬁ{ee;’;‘i :_2 < e” et e"sont les racines de P(t) = t? — 2t + 2
. LT . LT
z _ . zZ_1_1j eXel = N eXelV = —iz
PN {ew_1+1. u{ew_l l(:{ \/_e«tou{ V2e ™
A48:-'4(Zi)ze =1-i eV =1+1i apib — \[2e™iy agib — \/—64

2-2
6=

t, _2+21_1+L

e*=VZetakel=\+2kn (e*=vZetak € =7+ 2kn

VA T ou Z b4
=\/§et3ke—=——+2kn e“=\/§et3ke—=—+2kn

x=In(v2) = ln(z)etElkEZ/y——+2kn x= ‘““’ et3k €Z/y =-"+2kn

ou .
a="2 etk ez/b=-"+2kn ‘““’ et 3k € Z/b =+ 2kn

Ainsi, 501—{(‘“(” i(~2+2kn), ln(2’+z( +2kn)) ('“;2>+ (Z+ 2kn), '“‘2>+z( —+2k1r)) Jk €T

7. Soitz=a+ib€eC et Z=z>=x+iytqa,b,xyréels.
x?—y?=-119
2xy =120 o

(x +iy)? = —119 + 120i - {xz —y? 4+ 2ixy = —119 + 120i
x2+y? =169

4+119—120'=0=>zz=—119+120'<={
d : T Ux + iy)? = |-119 + 120i] X2 +y2 =169

2x2 =50 x*=25 x =5 —s
xy=60 <<{xy=60 <{ xy=060 ‘:’{x—_u
2y2 =288 (y?’=144 (y?=412

ou {;:__152 &2 =5+12iou 2% = =5 — 12i = (5 + 120)?

z2=5+12i<:>{(“+“’)2=5+12i {az—b2+2iab:5+12i

= =L xy=6 =2{xy=6{{ xy=6
la +ib|2 = |5 + 12i] a? +b? = 13 2ab =12 Y Y Y

a’+b>=13 2y* =8 y? = y2 =42
= {Z = ; ou {‘; = :;. Donc 3 + 2i et — 3 — 2i vérifient z2 = 5 + 12i. Alors i(3 + 2i) et i(—3 — 2i) vérifient 22 = —(5 + 12i).
Ainsi, Sol = {3 + 2i et — 3 — 2i,—2 + 3i,2 — 3i}.

a?—b2=5 2a* =18 x?2=9 x=13
@{

8. Soitz=a+ibeC et Z=2z>=x+iytqa,b,x,yréels.

TN 2 TN\ 2
2 - 14022 +32 =0 7 — 14iZ+32=0 SZ=-2iouZ=16] 7z’ = («/Ze‘?) ouz? = (4e‘2)
A=(—14i)2-4x32=—324=(18i)2

14i-18i_ 14i+18i .
7= 2 2iouZ,= =161

& z=+V2e i ouz=tde's . Ainsi, Sol = {i\/fe_li, i4e_i1] }

9. z°—(16—-1)z> + (89 —16i)z+89i =0
—i est racine de la fontion polynomiale P(z) = z3 — (16 — i)z% + (89 — 16i)z + 89i. Factorisons P(z) par z + i : cherchons un complexe b tel que : Vz €
C z3 — (16 —i)z* + (89 — 16i)z + 89i = (z + i)(z% + bz + 89). |l suffit de choisir b tel que: {Lb :—4—82 - ?3_16161
Ainsi, Vz € C,z% — (16 — i)z? + (89 — 16i)z + 89i = (z + i)(z% — 16z + 89).
Posons alors A= (16)? — 4 x 89 = —100 = (10i)?,z, = 8 + 5i et z, = 8 — 5i . D’'apreés le cours, (z2 — 16z + 89) = (z — z,)(z — z,). Et par suite, Vz €
Cz3— (16 —0)z*+ (89 —16i)z+89i = (z+ i)(z — z,)(z — 7).
Ainsi, Sol = {8 + 5i,8 — 5i, —i}.

.Donc b = —16 convient.

10. Soit (e) I'équation z?2 (1 + tan? (g)) + 4itan (g) z —4 = 0 d’inconnue complexe z (a E]O,g [ est un paramétre).
Comme 1 + tan? (g) > 0, (e) est polynomiale de degré 2.
Posons A= (4itan (g))z +16 (1 + tan? (g)) =16 =42
—4itan (ﬁ) -4  —2itan (ﬁ) -2 a a a a a )
zZ, = 2 = i 2 = cos? (—) [—Zitan (—) - 2] = —2isin (—) cos (—) — 2co0s? (—) = —cos(a) — 1 —isin(a) = —1 — e®
2 (1 + tan? (%)) L a 2 2 2 2 2
cos (7)

—4itan(g)+4

_ —than( )+2 _ 5 (@ . a _ .. [« a 2 (@) _ Pl — =i
= 2(1+tan2(§)) = m;(i) = cos (E) [—Zztan (E) + 2] = —2isin (5) cos (5) + 2cos (5) =cos(a) + 1 —isin(a) =1+ e™*.
2
Ainsi,Sol = {—1 —e!%,1 + e7i9}.
11. 322 +z+4+1)2+ (22 +2z+2)? =0 B3z2+z+1)2 —i?(z>+2z+2)*=0




e Bz2+z+ 12— (iz2+2iz+20)* =0 (322 +z+1— (iz? + 2iz + 20)) (322 + z+ 1 + (iz® + 2iz + 20)) = 0

identité remarquable a?—b?

&322 4+z+1—(iz> +2iz+2i))=00u3z?+z+ 1+ (iz? +2iz+2i)) =0 (3 —

Dz2+(1-20)z+(1—-20)=00uB+Dz>+(1+2))z+(1+2i)=0

Posons A= (1—-2i)2—4(B—i)(1—2)) =—7+24i=—16+9 + 2 x 3 x 4i = (3 + 4i)?

tz = —1+2i—(3+4i) _ —4-2i _ (=2-))(3+i) _ -5-5i _ —1-i tz _ —142i+(3+40) _ 2460 _ (1+3))(3+iD) _ 10i _
R TN60 Taen . BeiE 10 =TT ey BeE 10
Posons A,= (1 +2i)2 — 4B+ )1 +2i)=-7— 241 —16+9—2x%x3x4i=(3-4i)?=A4A,

—1-2i—(3-4i) — _ -1+ -1-2i+(3-4i) _ _ .

etZ3=W=ZZ— etz4—Tﬂ) Zy —Ll.
Ainsi, Sol = {—— DLt oy —i}.
12. z*+62°+922+100 =0 < z2(z22 + 62+ 9) + 100 = 0 © z%(z + 3)2 + 100 = 0 & (z(z + 3))Z - (10?2 =0

= z(z+3)—10i=00uz(z+3)+10i=0=2>+3z—10i =00ou z>+3z+10i=0

Posons A;= 9 +40i = 25 — 16 + 2 x 5 X 4i = (5 + 4i)? et z, = =00 =

Posons A,=9 —40i =25—16—2X5x4i = (5—4i)? et z; =
Ainsi Sol = {—4 —2i , —4 +2i,1+2i , 1 - 2i}.

-3-(5-4i) _

—4—2ietz,=
—4+2i etz, =

=1+2i
=1-2i

—3+(5+4i)
2

—3+(5-41) _

Donner les racines n®™ des complexes a suivants et les représenter dans le plan complexe (i.e. le plan muni d’un repére orthonormé direct) :

1+i

5. =3 n=>5

6. a=e**—-1 neNetx€][0n]|

7. _ 1+1ltan9 =06
1-itan6

1. a=-1 n=238
2. a=7-24i n=4.
3. a=-8i n==6
4, a=j n=10
. i i 2ikm
1. a=—1=e".Donce® estuneracine huitiétme de — 1. Sol = {ese & /k € [0,7]}.

2. a=7-24i=16—-9—2X 4 x 3i = (4 — 3i)2. Donc, 4 — 3i est une racine deuxiéme complexe de 7 — 24i.

Je cherche z = x + iy tel que : z*> = 4 — 3i.

3
. —
x%—y? = 2x 93 Jz r=2> (x —
72=4-3ie{ 2xy=-3 SW=";0y=—; 1
2 2 [ p——
x“+y*=5 2 — 1 y
g 2 =23
Donc, 3—\/; est une racine carrée de 4 — 3i et donc une racine quatrieme de 7 — 24i. Comme 1
3—-i 3—i ,3-i 1+3i 3—i —1+43i
A A A et (—i)— 7 7 sont les racines quatriémes de 7 — 24i.
. _ (~143i 1430 3-i —3+i
Ainsi, Sol = 7 ,ﬁ,ﬁ,ﬁ}

1 i3m 1 im

3. a= —8i=8ez.Donc8ee12z = Bse+ est une racine quatrieme de —8i. Ainsi, Sol = {86e 12 e 6 /k € [0,5]}.

2in

4. a:]:es

i2m in

1

. i (T (5T = n
5. = Vet i) = L i), ponc (l)w ¢!(%) est une racine cinquiéme de
3-8 ,3.7% V6 V6 6
6. a=e** —1=2isin(x)e™ = 2sin(x)e’ i+ )

Donc e=0 = eis est une racine dixieme de j. Ainsi, Sol = {3153 10 /k € [0,9]3.

(
Lorsque n= 4 et la forme trigo de a n’est
pas sympa, , on peut chercher une racine

Ao T B :
—1,iet—i carrée d’une racine carrée .

Pour déterminer les racines niemes de a,
eécrire a sous forme trigo a = re'f

S oo B
etrouver une racine niéme particuliére : Y/rex

emultiplier cette racine nieme par les n racines
niémes de |'unité.

1

Ainsi, Sol = {(i)ﬁei(%) e%/k € [0,4]3.

3-ivV3’

Sfx, T ) (X, T 2ikm
Si x €]0, [, alors sin(x) > 0 par conséquent, ‘/Zsin(x)e‘(fﬁ) est une racine n®"e de e?™* — 1. Ainsi, Sol = {}/2sin(x el(Tﬁ) en [/ke[0on—1]}

Six = 0 alors a = 0 et par conséquent, Sol = {0}.

icos(6) sin(6)+icos(8) .
7 _ 1+itanf _ 1+$in(g) _ sin(8) __sin(@)+icos(8) _ el
) T 1-itang ~ 1_i0s@) T sin@)-icos®) T gin(g)—icos(d) “3
sin(60) sin(8)

) (0
2“9 .Donc e (2 ) =e ( ) est une racine sixiéme de

1+itan®
—itanl

 ainsi, Sol = {'®) "¢ /i € [0,5]}.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z complexe (n désigne un entiére naturel non nul ):

1. (z—-1D"=(z+1D"oun € N\{0,1}

1-i(l-2)*=0
Zn_371
=7

64(z— 1D+ (z+ D=0
2t =23 +z722-z+1=0
ZZ+zt+1=0

S ey > N

1.  Soitn € N{0,1} et (e): (z — 1)" = (z + 1)"d’inconnue z complexe.

Je remarque que 1 n’est pas solution de cette équation . Soit z € C\{1}.
(z+1)"

z solution de (e) sietssi (z — 1) = (z + 1)" sietssi ey =1
. . (z+1\"
sietssi1 (—) =
z-1 1
sietssi Z"=1ouZ = %
sietssi Z est une racine niéme de l’unité
z(n 1)1

51et551Z—1ouZ—enouZ—enou Z—e n

sietssi il existe k € [0,n — 1] telque Z = e T.
2km
j2kn

sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que g =e'n
,an
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(z + 1) =e™m(z—1)
2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(l —e'n )z =—("n +1)

2km
2k
sietssi il existe k € [, n — 1] tel quez = ((e 2 -

km
2cos (l)ElT

kn -
—lem(—)e n

2km\ T
1-¢)

Ainsi ,Sol —{—lcotan( )/ k € [L,n— 1]}

8 (-D*+(@—-D*@+D)+E-DEz+)*+ @+ =0
9. (1-D2*+(1-iV3)z=0

10. z5+42%+ . 4z"=0o0un = 5.

11. 2+ 231+ 23+ (1 +2)°=0

12. z2" —2z"cos(@) + 1 = 0ot a € [0,7]

13. C—j)n + C—:)n = 2cos (a) oua € [0,7]

. kT
= —icotan (—) J
n

ATTENTION A NE PAS DIVISER PAR ZERO :
Soit k E [[0 n—1].

2km
1—e n —O sietssi e'n =1 sietssik = 0.
Donc je dois 6ter la valeur k = 0 pour avoir le droit de
diviser .
De plus, pour k = 0,(1—e n )z;& —(en +1)
Donc le cas « k=0» est impossible ... mais ce n’est pas

grave il nous reste les autres cas qui, eux, n’aboutissent
pas a une impossibilité !!
—

z"=a
signifie que :
z est une racine nieme de a.




2. Notons(e):1—i(1—2z)*=0.Soitz € C.PosonsZ=1—z.

[[0 3] _iE j2km

2km
03 _iT
[[ 1_ ety o ak e 8, — o5y

z solution de (e)=Z* = % & Z est une racine quatriéme de — i e ke —

LT[
—i=e” 2

. 2km
< 3ke[03]/z=1—e se" =,
. .2km
Ainsi,Sol = {1 — e 'se'"+ /k € [0,3]}.
R

5 n_ on zn_ ~z . - ’ P Z_i&t _ iﬂr
3. SoitzeC. z"=3 =3 —1<=>§ est une racine niéme de l'unité < 3k € [0,n — 1]/ ;=em &= 3Jke[0,n—1]/ z=3e"n.

.2km
Ainsi, Sol = {3e"» /k € [0,n — 1]}.
4. z=0vérifiez® =z.

Soit z € C*. Posons z = reour = |z| € R** et 6 I' argument principal de z.
8 _ > i9)8 -io 8 ,i80 -io =T s =1 2" =a .

2=z (rel?) =re™ e riel =re =’{3ke£=—9+2kn < {ake£=—9+2kn signifie que :

car rem re1 r=1 car o¢[0,2n| r=1 . 2in Z est une racine nieme de a.
= {EI]{EZ/99=2]{7I®{E”(EZ/9—ZK—” = {er[[0,8]]/9=%.A|n5|,501={0,e s /k € [0,8]}.

5. z =1ne vérifie pas 64(z— 1) + (z + 1) = 0. Soit z € C\{1}.

(z+1)° z 4+ 1\° mz+1 ) R
64(z—1)°+ (z+ 1)6=0(:>—=—64<:>(Z_ ) :—64@2 1estuneracme6lemede—64

(z—1)® 1
z+1 2ikm ikm 2ikm
e ik € [[0,5]]/—1= 2ie"6 <3k €e[0,5]/z+1 —Zle 6 (Z—l) <3k e [[05]]/(21e 6 —l)z— 1+ 2ie 6
—64=i626=(21)6 zZ-
Donc2ie 6 tq ke[0,5]sont On ne peut pas arranger car 2ie ¢ et 1 n'ont pas le méme module ...
les 6 racines 6iémes
de —64.
2ikn 2ikn
2k .
= 3k € [0,5]/z = 2222 Ainsi, Sol = £ /k € [0,5]}).
2iln| 2ie” 6 -1 2ie” 6 —1
car |2ie” 6 |=2#1=|1]|
2ikn
donc 2ie 6 #1
6. z=—1nevérifiepasz*—2z>+z2—2z+1=0.Soitz € C\{—1}.
—7z)5—
-2+ —z+1=06 (-2 + (-2 + (2P + (D) +1=0 Tt (-0 =0 & Z=0e (-2 =1
car z#—1
o 2ikn 2ikn
S — z est une racine 5iéme de l'unité = 3k € [0,4]/—z=¢"5 S 3k € [W4]/z = —€"5 .
car z#—=1
zikn
Ainsi, Sol = {—e s [k e [[1,4]]}.
el T[
7. Z+zt+1=0o+Z+1=0=Z2=jouz=j?=z*=jouz* =2 <:>zestun¢3mcme41emede]—e3 oude}z—e 3 eoz=
l1[ L1[ 121[ L1[ —SU[ U[ U[ l7t —l7t U! l7t 517[ —i2m
esouz=iec =e3 ouz=—e6 =e 6 ouz=—lee =e soUzZ=e 6ouz=Iie6 =esouz=—e 6 =e6 ouz=—ie 6 =€ 3 .,
it izm  -sit _im _im im  sim  -izmw
Sol={es,es,e 6 ,e 5,e 6,e3,e6 ,e 3 }.
8.  (—i) n’est pas solution. Soit z un complexe différent de —i. On pose Z = Ti
z—0\* (z—i\* (z—i AR
(z-0)3+(z—-10)? (z+l)+(z—z)(z+l)2+(z+z)3=04=>( )+( ) +( ,)+1=O=>Z3+ZZ+Z+1=O4=>Z#=Iet =0
- +i z+i z+i Z—-1
S Z est une racine quatriéme de ["unitéet Z# 1 @ Z=iouZ=—iouZ=—1
z—i . z—i . z—i . . .
S—=iou—=—-iou—=-1z-i=i(z+i)..
Z+1 Z+1 Z+1
9.z =0 estsolution évidente de (1 — i)z® + (1 — iv/3)z = 0. Cherchons les autres solutions :
Soit z = re'® un complexe non nul tel que r > 0 et 8 réel.
. 7 — car reR** L
< 3 78 1—i\/§) TBe—LBH eimpe™ 3 _ (T[ L ) T \/Z —_— r =21
1)+ (1-iv)z=0o2=_1 == S r7e 99 =f2e =
( ) ( \/_) z (1-i) retf ﬁe i \/_ HkEZ/e—ll—n‘l'Zk EIkEZ/9=2+2k
1 .(11m
Ainsi, Sol = { 0; 22se' (52 i € 73 .
10. z = 1 ne vérifie pas z° + z° + . +2z™ = 0. Soit z € C\{1}.
Zn—5+1 -1 L] 2ikm Clsz¢1 20k
zs+ze+-~~.+z"=0=>71=0=)z"‘4= 183ke0,n—5]/z=ent S 3Fke[ln-5]/z=ens
7 —
2ikm
Ainsi Sol = {en-+/ k € [1,n — 5]}.
11. z = —1 ne vérifie pas z° + z3(1 + z)® + (1 + 2)° = 0. Soit z € C\{—1}.
S+2(1+2P+(1+2°=0 A G L) L ( z )6+( z )3+1 0 Z+Z+1=0Z=jout=?
A A 4 zZ = = = = D = = = = =jou =
( 7 ) 1+ 2)° 1+2)° 1+z 1+z — 3 J J
Z=(1+z)
Z 3 z 3 ~Z [[0 2] zin 2ikn z —2in 2ikn
@(14_2) =jou (1+z) :j2<:>1+ est unracine troisiéme de j ou de j*> < 3k € +1 =e9e 3 ou Z+1:e 9 e 3
z
2im 2ikm z —2im 2ikm 2im 2ikm =2in 2ikm
4:3k€[[02]]/——e9e 3 ou_——=e 9 e3 3ke[02]/z=(z+1)e9e 3 ouz=(z+1)e 9 e 3
2in 2ikm  2im 2ikm —2in zikm  -2im 2ikn
<3k e[02]/z(1—e9e 3 )=e9e 3 ouz(l—e 9 e3 )=e 9 e 3
e e 2in sk JEE (GET)
= 3k € [0,2]/z = 69-63,‘ = e2 T = = T OU Z = e
car vkelo, Zﬂ:dz_n+2kn20[2"] (1—92%32[317 —lem(" k") (g+Tn) —215m(;+?) 25m(;+?”) Zsm(—;+?)
+2im 21kn
donc,e 9 e 3 #1
JE) AT
Ainsi,Sol = { () 2sin(—§+¥)/ k € [0,2]}

12. Soit z un complexe . Posons Z = z".



2n _2z"%cos(a) +1=0< 2% —2Zcos(a) + 1= 0.
Posons A= (2 cos(a))? — 4 = 4(cos?(a) — 1) = 4(—sin ?(a)) = 2%i%*in *(a) = (2isin(a))?.
Z = Zcos(a)+2isin(a) wz et Z _ 2cos(a)-2isin(a) eiia

T — = .

2 2
-]

Donc z2" —2z"cos(@) + 1 =0 = Z=2, ouZ =%, & z" = e!® ouz" = e'® S z est une racine nieme de e’ ou de e *=3k € [0,n — 1]/ z =

ia 2ikm _la _2ikm
ene nouz=e ne n
ia 2ikm _ia ikm
Ainsi, Sol = {ene n ;e mne n [/ke€[0,n—1]}.

ia 2ikm ia _2ikm

Rque:sia € {0,t} alors A= 0et Z, = Z,etene n =e ne n doncon écrira plus simplement Sol = {ene n /k € [0,n—1]}.

b ()

+ (E)n = 2cos (a) ot € [0,m] .

Z+i

.27 AT L2T
.j=_%+i‘/z_§=e‘? etj2=e‘T=j=}=—%+i‘/2—§=e‘T.
x+jy+j*z=0 o1, j et j2 sont les racines 3i¢mes de Iunité, ] =1.
Résoudre le systéme (S) < j%x + y + jz = 0 d’inconnue (x, y, z) € C°. ol +j+j2=0.
jx +j y +z=0 o j et j% sont les deux solutions de 1 + z + z2 = 0.
LycLy+j2t 1 sip=3k
X+jy+j2z2=0 L p
jy+j L3 L3+]L1 x+jy+j2z=0 ) - oVp €7, ]p—gm’ = ]szp—3k+1tquZ
S){jx+y+jz=0 S 0=0 Sx=-jy—Jjz Zsip=3k+2
ix+j°y+z=0 0=0

Ainsi, Sol = {(—jy — j%z,y,2)/y,z € C*}
Soit a, b et c trois complexes distincts et 4, B et C leurs images ponctuelles respectives.
Montrer que : le triangle ABC est équilatére direct (Cf dessin)si et ssi a + bj + cj? = 0 A

ABC est équilatére direct sietssi (ﬁ R) = g[Zn] et AB = AC

smtssnarg( a)——[Zn]etlb—al lc —al
=1

sietssi arg (E) =3 Zl2n) et |;
sietssi =2 = 1e%3
b-a c—a
sietssi P 1+j
care 3——12 1+j
sietssi (c—a)—-(1+)(b—a)=0
sietssi ja— (1+/)b+c=0
sietssia—(— )b+ c=0
sietssi a+(]2+1)b+] c=0
car%:j:]’2
sietssi a+jb+ j%c=0.
car 1+j+j2=1

1. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M (z), P(z%) et Q(z*) sont alignés.
2. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M (z), A(1) et P(1 + zz) sont alignés.

1) SiM =PouM = QouP = Q alors les points M, P et  sont alignés.
OrM=PozZ=zz2z-1)=0z=00uz=1
M=Qezt=zezz-1)=0zz-1)(Z*+z+1)=0 = z=0ouz=1louz=jouz=j

car les \S‘giutions
de 1+z+2%2=0
sont les racines 3iémes
de l'unité sauf 1

P=Q ot=72@N=0o22(z-1)z+1)=0=z=00uz=louz=—1.
Donc finalement, si M € {0, A(1), B(—l), C(j),D(j*)} alors M,P et Q sont alignés.
Prenons maintenant z ¢ {0,1, —1; j; j2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

M,P et Q sont alignés @(MP PQ) =0[n] & arg ( ) =0[n] & arg (2@;(12)7_(?;1)

©zz+1)=zz+Dez@+1)=2EF+ 1)z’ -2 +2z-72=0=(z-2)(z+2+1)=0= z=Zou2Re(z) = -1 = z€ RouRe(z) = —-

) =0[r] @ arg(z(z+ 1)) =0[n] © z(z+ 1) ER"

& M est sur l'axe réel ou sur la droite Dvertciale d'équation x = — %
Ainsi, So/=D U (0x) puisque les points 0,4,B,C et Dsont aussi dans cet ensemble.

2) SiM=A(iez=1)ouA=P(iez=0) ouP =M ((i.ez= eig z= e_ig ) alors les points M, P et A sont alignés.

i LT
(eneffet, P =M= 1+z2=z22-2z+1=0 e Z:HZ;\/E:el?ouz 1+L\F _“)

A=1-4=-3=(iv3)’
Donc finalement, si M € {0,A(1),C (eiE) ,D (e’iE)} alors A, M et P sont alignés.

LT
—iZ

3}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

1+22 . z2 _( 2z z2 7
M,P et A sont alignés 4=>(MP PA) =0[r] & arg( ) =0[r] & arg( ) =0nleoae — ( 5 € R ST ((2_1)) S5 e

o 22(7-1) = 220 Ve 2(22) — 2(22) — (22— 72) = 0 S z-DzZP-z-2Dz+2)=0= (z- Z)[|Z|Z —-(z+2)]=0
Sz-z2=00ulz?P-(z+2)=0z=7 ou|z|? =2Re(z)=z€Roux?*+y? - 2x=0=z€Rou(x—-1)2—-1+y?=0
ozeRou(x—1)?2+y’=1oz€Roulz—12?=1=z€Roulz—1| =1 M est sur l'axeréel ou AM = 1

& M est sur l'axe réel ou M est sur le cercle de centre A et de rayon 1.

Comme O, D et C sont sur le cercle de centre A et de rayon 1, je peux conclure que Sol = C(4,1) U (axe réel).

LT
Prenons maintenant z ¢ {0,1, e's,e

Calculer j? suivant les valeurs de I'entier naturel p puis placer les points M), d'affixe j? dans le plan complexe. En déduire les valeurs des sommes : U,, =

20<k<n (22) ’ 20<k<n (3k3:l- 1) et Wn = Zosksn (3k3:l_ 2)'



L sip=0B1 (1 sip=o[3]

a. jP=eti={e?Esip=1[3] ={ jsip=1[3]
4in o i2sip = 2[3]
e"ssip = 2[3] J Stp
, 3n) . 3n)\ . 3n) . 3n) . 3n 3n)\ . 3n) .
b A+ =53 (0) P =20 (5)77 250 (5)7 +5%=0 (5)77 =550 () +2%=0 (3)i+2%=0 (37
p p=0[3] p p=1[3] p p=2[3] p p=0[3] p p=1[3] p p=2[3] p

(=3 = U, + Vj + W,j* .Donc, (—1)37j" = U, +V,j + anz
n_ . 2 V3 V3 1 1 V3 I L
Donc, ()" =U, + Vj+ W, j*=U, +V, (—— + l.—) + W, ( 3 17) =U, —;Vn - EW" + l?[Vn — W, ].Donc, par unicité des parties réelles et
3
imaginaires d’'un complexe, U,, — %Vn - §Wn =(=D"etV, —W, = 0.Deplus, Uy, + V, + W, = 332, ( pn) = 23" = 8" Ainsi Uy, V, et W, vérifient le

systéme linéaire :

(17 = L — i)

V, =W, =0. V, = W, v, = W, Vo =3[8" - (=17,

Un+V+W =8"  ponc U, + 2V, =8" Donc{ 3V, =8"—(—=1)" .Ainsi, Vn=§[8"—(—1)"].
U, -1y, —iw, = (=D U, =V, = (=1)" 3U, = 8" + 2(—1)"

2 Uy =35 [8" + 2(=1D)"]

lére I.T.
)

<

f@)=-2z*4+z= —(z—l)z+i donc|f(z)—%|=|—(z—§)2+l_l & A(Z_é)z _|Z_§|2+i'

Soit f: € — Ctelle que f(z) = z(1 — z). Démontrer, en utilisant la forme canonique de f, que : |z - %| < % = |f(z) - %| < %
2 4 2
forme canonique de f

car |-Z|=|z|
1\2 1 1\2 1
=|-\lz—z) —- z—>) +-
2 4 2 4
1|2 1

3 1| 1 1 2 1 1 1| 1
Parconséquent, [z—=|<-=|z—-| <-=|z—-| +-<-=|f(2) —-| <=
2 2 2 4 2 4 2 2 2

Soit @ € ]—m, [. On considére I'équation (e): z? — 2% 'cos(a)z + 2% = 0.
1. Résoudre cette équation ; on note z; et z, les solutions.
2. SoitA, B et O les points d’affixe z;,z, et 0. Déterminer les valeurs de a pour que OAB soit équilatéral.
1.  Posons A= (—2"‘“’1cos(0c))Z — 4 x 220 = 22a¥2052 (@) — 22042 = 2202 (cos2(q) — 1) = 2292 (—sin?(a)) = (2°*1)%%sin?(a) = [2**! sin(a) i]*
Alors z; et z, , ci-dessous, sont les solutions de (e). On remarque que si @ = 0 alors A= 0 et z; = z,.

car (e)est
acoeff réels.

= 2%cos(a) + 2%sin(a) i = 2%e® et z, = 7; = 2%,
ak € Z/(04,08) = + 2k

OA =0B +# O
Or, |z;| = 2% = |z,| . Pour toute valeurde &, OA = OB = 2% # 0.

De plus, (OA OB) = arg( ) [27] = arg(z,) — arg(z,) [27] = a — (—a)[2n] = 2a[27]. Par conséquent, OAB est un triangle équilatéral<
|3k € 2/(04,08) = + 2+ 2kn| & [3k € Z/20 = + 2+ 2kn| & [3k € Z/a = £Z+ kn|.
Ainsi, les valeurs de a pour que OAB soit équilatéral sont tous les réels de la forme ig + km tels que k € Z.

1) Factoriser, dans C, P(z) = 2z — (4 + 2i)z? — (34 — 10i)z + 56 + 72i sachant que P a une racine réelle.

2) Factoriser, dans C, P(z) = z* + (1 —v3)z3 + (2 = v3)z2 + (1 - V3)z + 1 en utilisant Z = z + i

2%+ cos(a)+2%* L sin(a)i

Z4 =
1 2

2. OAB estun triangle équilatéralﬁ{

1) Notons 7 cette racine réelle de P . Alors P(r) = 2r3 — (4 4 2i)r? — (34 — 10i)r + 56 + 72i = 0 donc, en conjuguant de part et d’autre d’ cette égalité,
jobtiens: P(r) = 2r3 — (4 + 20)r2 — (34 — 101)r + 56 + 721 = 0. Puis en utilisant les régles de calcul sur les conjugués, 273 — (4 + 2072 — (34 — 100)7 +

56 + 721 = 0 Alors, puisque 7 est réel, on obtient : 2r3 — (4 — 2{)r? — (34 + 10i)r + 56 — 72i £ 0.

car 9x(—4)=-36
et 9+(-5)=5

En effectuant (#x) — (), j'obtiens : 4ir? — 20ir — 144i = 0 et par suite : 72 — 5r — 36 = 0. Or, 72 — 5 — 36 = r—=9@ +4).
Ainsir =9 our = —4.0r, P(9) # 0 et P(—4) = 0. j’en conclus que r = —4 est I'unique racine réelle de P.

Alors je peux factoriser P(z) par z + 4. Je cherche alors un nombre complexe b tel que :

Vz € C 223 — (4 + 20)z2 — (34— 100)z + 56 + 72i = (z + 4)(222 + bz + 14 + 18i).

or, (z+4)(2z* + bz + 14 + 18i) = 223+ (8 + b)z> + (4b + 14 + 18i)z + 56 + 72i. Donc, prenons b tel que : { 8+b=—(4+20)

4b+ 14+ 18i = —(34 — 100) 2"

conséquent, b = —(12 + 2i) convient.

Ainsi,Vz € C,P(z) = 2z° — (4 +20)z*> — (34— 100)z+ 56 + 72i = (z + 4)(2z*> = (12 + 2{)z + 14 + 18) = 2(z + 4) (2> — (6 + i)z + 7 + 9i).
Posons A= (6 + )2 —4(7+9)) =7 —24i =16 —9—2x4x3i=(4—3)%etz, = T 5 jor g, =S 14 95,

Alorsz? — (6+i)z+7+9i=(z—2z)(z—2z,) etenfinP(2) =2(z+4)(z—2)(z—2,) =2(z+D)(z— (5—-i))(z— (1 +2i)).

2)P(0) # 0 donc 0 n’est pas racine de P. Soit z un complexe non nul. Posons Z = z + i Alors 22 = 72 + ziz +2.

AIors,P(z):Z4+(1—\/—)Z3+(2—\/_)ZZ+(1—\/—)Z+1=ZZ(ZZ+(1—\/_)Z+(2—\/—)+(1—\/_)1+i)
(z+ +(1=3) (z+ )+(2—\/_)>—z(zz—2+(1 V3)Z+ (2 V3)) = 22(2 + (1~ V3)Z—V3) = (2~ VB) (2 + 1)

=zz<z+§— )(z+ +1) (Zz+1_\/§z>(zz+1+\/§z>=(zz—\/§z+1)(zz+\/§z+1)
NERa

z z

iz —V3-i iz —V3+i iz

V3-i
=es etz =

PosonsA;=3 —4=—-1=i%etz, = ;
Ainsi, vz € C,P(z) = (z— %) (z— e7%) (z + €%5) (2 + 7).

= . - . P 13m i 137
Calculer de deux manieres les racines quatrlemes de 1+ I.\/— En déduire les valeurs de cos—— etsin—

18 méthode:a = 1+ iv3 = 2 G %) = Ze 3. Donc 24e 12 est une racine quatriéme de a et les complexes 24e 12, 241.8 12, —24Le 12, —2416 1z sont les 4 racines

=e" setzz—

=—eetz=——=—¢

quatriemes de a.
28me méthode :
. Cherchons z = x + iy tel que z2 = a.



3 -+ 2
, xX2—y?=1 232 = xz—; x=1%
2 _ ; — 2 _ .2 PV ;
Zz—a<:>{ Z=a {(x+21y) a_ [x*-y -Zi—szzy 1+i/3 2y=v3 e{zy=Viely=Lely=C o
|z%] = |al |z|* = |a| Xty =2 2 2 2 = z 2
xt+y =2 2y°=1 l 2 1 1
y 2 y==% 5
_\3 _ B
x__zou x__ﬁ Doncbzﬁ+ii —(\/_+L)estuneracmecarreecomplexedea
y:i __1 ’ NN
2 V2
. Cherchons z = x + iy tel que z2 = b.
N
5, [xz—y2=§ 2x2=€+ﬁ 2 %5 x=x 2;/;
2_p z’=b (xt+iy)?=b _ |x*—y*+2ixy = 5+ f 2 ey =L =L =L
CTPTUA= T =l T ey o2 Zy=F T) WTw TIVTw T YTha T
V3 -3
S I BV i oy =

X = 243 X =— ,2+\/§
22 ou 22 . Ainsi, ¢ = 243 +i 23 est une racine carrée de b. Alors ¢* = (¢?)? = b? = a. Dong, c est une racine quatrieme de a. Par
[ B 23 \! 22 \I 22
y=lw V=

conséquent, ¢, ci, —c et — ic sont les quatre racine quatrieme de a.

Ainsi, { , W_ ,2 J‘ ,ZJ”/— 2= \/— ,ﬂ— /2 J— /ZN— 2 \/—} 24e 12 241e 12, —2419 12, —2419 12} En comparant le signe des parties
cos )) + 22 (sm (13")) = /2;‘/\[

22

e. 2
i /sz Ains, cos 13” = Z+\/> 2+‘F —i} 2+‘F \/2+ etsm(ﬂ) 2—\/—
22

12

. ) e . . 1 13w 1w 243
réelles et imaginaires de ces quatre complexes, je peux affirmer que 22e 12 = —24e == 55T i —|

UJ

Vérification:Z(—é 2+\/§) —1——(2+\/_)—1—£—cos(13")0K!

Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que MPJ_MQ ou P et Q sont les points images des racines carrées complexes de z .
Soit z un complexe.
. Siz =0 alors 0 est la seule racine carrée de z et par suite M = P = Q = 0. Donc MP=0= W et par conséquent,mﬂ_ﬁ@.
. Traitons maintenant le cas z # 0. Alors z a deux racines carrées distinctes et opposées : § et — §.
Cherchonslesvaleursde ztelsquez=46: z=4+do 2z’ =6*=z’=z22z=00uz=1 S z= 1.
I car ici z#0
Alorssiz=1alors M = P ouM = Q donc MP_1 MQ.
. Traitons maintenantlecasz # Q0 etz # 1. Alors M # P et M # Q. Donc MP = 0 etW = 0.

Par conséquent, WLFQ < 3k €L/ (ﬁm) ——+kT[ < 3k e Z/arg( o Z) =£+k7r < 3k € Z/arg(

z

) =i

<3k e/ arg( :((11;‘;)) ltknedken) arg( (11:;)) tkn e Ik er/arg (6“) = % + km
o Aff(A)=1
AFF(B)=-1

S 3kez/ (Zﬁﬁ) = g + kmt & P estsur le cercle de diamétre [4, B]<>P est sur le cercle trigonométrique
olfl=1e|61?=1e (6% =1 |z| =1 & M estsur le cercle trigonométrique et M # A,

carici z#1

Ainsi, en considérant les trois cas, Sol = {0} U €(0,1).

\m .
Soit a un réel et n EN*. Notons (e) I’équation : (1“2) = e

iz 1-ia

1.  Soit z une solution de (e). CaIcuIer

2. Justifier qu’il existe un et un seul reel adans ]—;,;[tel que tan(a) = a. Quiest a?
3. Résoudre (e) dans C, donner les solutions de (e) en fonction de « et sous une forme qui permette de lire qu’elles sont réelles.

car |Z|=|Z|
1+iz 1+ia 1+iz|™ 1+iz\" 1+ia [1+ia| _ |1+ial 1+iz .
1.  Soit z une solution de (e). Alors, ( ) — don |( - ) | = | ="t 2 1. Alors, comme [—| est un réel
1-iz. 1-ia 1-iz 1-iz. 1-ia |1-ial| [T+1al| 1-iz
1
1+iz -tz —i+z
positif, j’en déduis que |—| = 1. De plus, =|—|= = |—1| = .J’en déduis que : |—| =1.
iz z+i Z+l
Aff(A)—i
Aff(B)=—i

oy ::t: = ﬂ Donc MA = MB. Jen déduis que M est sur la médiatrice de [A, B]. Or cette médiatrice est

I’axe réel. J'en conclus que M est sur I'axe réel ; autrement dlt, Z est réel.

Notons M le point d’

2. Lafonction tangent est continue et strictement croissante sur ]—g,g[ De plus, lim. tan(x) = 4o et lim+ tan(x) = —oo. Par conséquent, le théoréme de
X7 x—>—%

TVI assure que le réel a admet un antécédent par tan dans]—g,g[. La fonction tangente étant strictement croissante sur ]— g,g[, le réel a admet un unique

antécédent a par tan dans ]—gg[ Par définition & = Arctan(a).



3.  Soitzuncomplexetelque:1—iz#0i.e.z # % = —i.

1+iz\™ _ 1+i 1+iz\™ _ 1+it 1+iz\"
( 'z) =ls ( 'z) = M = (—lz) = ei2a o 11z est une racine nieme de e**
1-iz. 1-ia 1-iz. 1-itan(a) Sar 1-iz. 1-
1+itan(a) 1+|:ns(a) cos(@)+isin(a)_ ei% _ o0
1-itan(a) ;_isin(@) cos(a)—isin(a) e—i@ =
cos(a)
1+iz i2a i2kn
< 3ke[0,n— 1]]/ =enen
iz
i2a i2km )
< 3Jdke0n—1]/1+iz=ene n (1—iz)
. 2 i2kn i2a i2km
s 3dkeon—-1]/i(l+enen )z=enen —1
i2a i2km (20  2km
. e i2kn 2a, 2k 2a | 2k
Mais, en e n Ay i PN +—"= r[2m].
s T
——<a<- 2k—-1 2k 2k+1 2n-1
Or{ 2 2 donc —— _( L +—"<( )HSM=—E+2H.
ke[0,n—1] n n n n n
a=0
2k 2k i
Donc—+—"En[2n]=} +—"—7T<=>a—7t(——k) npair
n
. . k B E
1" cas n impairou a # 0
i2a izkm .. fa kw i(ﬂJ‘l)
. -1 2isin(—+—)e \n" n k
z solution < 3k € [0,n — 1]/z = — ha fzanlz,m = Gr) — T = tan (5+—) € R
i(1+eTeT) iZcus(%nL’;l)el(ﬁ"'T) noon
128 npareta =
i2km (kT ;(’L”)
i -1 2isin(—)e\n k
z solution & 3k € [0,n — 1] \{E}/Z =71 = ) = = tan (—") ER.
2 . AT km 1(—) n
il1+e n 12(:05( )e n

Ainsi, Sol = {tan ($+kn—") /k € [0,n— 1]]} sinimpairoua # 0 et Sol = {tan( )/k € [0,n— 1]]\{ }} sinpaireta =0

2ikm

Soitn € N\{0,1}. Pourtout k de {0;1;.. ;n— 1}, 0w, =e n .
1. Calculer P, = [Tf23 wy
2. Soitp €N. Calculer S(n,p) = Y725 w,P.

3. CalculerT(n) = _kolwk —1]. ’
n—12ikm ;. _ . .
1. P=[[Clw, =[[iken =eX=0n . 0r, Y0z 121:" Zﬂ(z 3k) = %% = i(n — Dm. Donc, P, = e!"D7 = (eim)n~1 = (—1)" L,
2.  Soitp €N.
2’% izpm_y 2ipm ) )
ik P 2ikpm 2ipmy K (B 1 ziem ¢ —— sie n # 1care?m=1 : % 2ipm
S(n,p) =¥t w,P =Yt (e n ) nlen =yrl (eT) ={ g ster F1_)A = 0si € o #1 peplus, e n
n - 2ipm i o —
2ipm fen — nsien =1
i U s =1 nsten =1
1< 3keZ/ ﬂ = 2kn & 3k € Z/p = kn & p est multiple de n.
- _ (0si pn'est pas multiple den
Ainsi, 5(n,p) = { n si p est multiple den
car k—"E[O 7]
2ike X donc Sm( Py )>0
— _q | 2 il . (K i - . (K ~ 1. (k
3. T(n)=Yrdlw,—1| = 2=3|e n —1| = |lem( ) o | =yn- |2||l||sm(f)||eln| =Z}(‘=32|sm(7n)| = 2 ﬁzésm(f)
ikm
T(n) =230 0sm( ) = 21m( i eT).
ikm ik car e%zl <ei7n) -1 in X T .
or,Yrlen =Yl (en = : =—° 1 = 2 =——e m=——|cos (=) —isin(=)| = 1 + icotan (=).
k=0 Zk_o( ) S lem( )e - lem( )e = sin(ﬂ) Sin(ﬂ)[ (Zn) (2n)] (Zn)
™
Donc, T(n) = 2cotan (Z)
. A z" =1 . . .
Pour quels entiers naturels non nuls n et p, le systéme (S) : A+2)P =1 a-t-il au moins une solution ?
Aff(A)=-1
z" = lz"| = 1] { lz|" =1 { lz| =1 ~ (OM =1 _
= = = = =MeCO,1)NnCA1)=>z= =j°=
{(1+z)”=1 {|(1+z)v|=|1| 1+zP =1 1+z]=1 {AM 1 ( )_ A =z=jouz=j"=]
. . - - ) =1 m=1 ' = -
Donc les seules solutions possibles de (S) sont j et J. De plus, si j est solution de (S) alors {(1 Y P = 1donc {m _ 1et finalement {(1 TP =1 Ainsi,

si j est solution de (S) alors J est aussi solution de (S).
in —

Par conséquent, les entiers n et p recherchés sont les entiers n et p tels que {(1 ]+j)” -1
{1‘1 @{1"1@{7’=1 @{f“ @{fﬂ @{1‘1 o
A+pyp=1_ = =17 [Drgr =1 (D/P=1" "= = lpparetj? =1
nmultiple de 3 nmultiple de 3
{p pair et p multiple de 3 {p multiple de 6
Les entiers n et p recherchés sont donc les entiers n multiples de 3 et les entiers p multiples de 6.



Soit a un complexe de module 1. n un entier strictement positif. On note uy, U, ...., U, ,les racines n*™ de a et

7, = (1 + u,)™.Montrer que les points My, M,, ..., M,, d’affixes respectives z;, 2,, ...., Z, sont sur une méme droite passant par O.
H .2km

Posons a = e'® et Vk € [1,n],u;, = e'e'n .

Alors, uq, Uy, ...., U, sont bien les racines n*™ de a . Et Vk € [1,n],

ze= A+ = (14 G = (2eos (L +57) eG) = 20 (cos (L +7) )" (i) = 27 (cos (L +47) )" eiGrir)
0

n 2n n
2" (cos (% + kn—") )n e"("”)ei(g) =2" (cos ( =t ’:1) )n (ei”)"ei(g) =2n (cos (; + kn—") )n (—1)k ei(g) = xkei(g).

XKEL

(0
Notons # le vecteur d’affixe e’(f) ie. U= cos (g) T+ sin( )] Alors z;, = x e i(3) signifie que OM,, = .
Jen conclus que tous les points My, M,, ..., M,, sont alignés sur la droite passant par O et dirigée par .
Soitn € N\{0,1}, wy, w4, .., W,_; les racines nme de 'unité et Ay, 44, .., A,_; les images ponctuelles de ces racines n¢mes,
1)  Montrer que VM €%, Y21 MA, = nMO. En déduire 'ensemble des points M tels que : ||Zﬁ;(1,M_A,;|| =n.
2)  Montrer que VM €%, Y121 MA,?> = nM0? + n. En déduire I’ensemble des points M tels que : Y223 MA,? = 2n.
Soit M(2) €, Aff(S}-A MAy ) = Y1-b Aff(MA,) = 3= ( -z)= md e ¥}z = _nz=n(—z) = Aff(nM0). Donc, =1 MA, = nMO.

=somme des racines
niémes de l'unité

Par conséquent, ||Z}(';(1) MA, || = ||nm|| = n||m|| Alors ||Z}(';[1, MAk” =no n“m” =ne ||W|| =1 M e €(0,1). Donc €(0,1) est 'ensemble des
points M tels que || Zrzg MA,|| = n.
(2l gkn 2k _ 2k 2l 2hn
Soit M(2) € 7, Tpch MA? = Tich et —z| I3 — D) —2) = Sihe T — (e W = 2) = Db (W7 + e W)+ |2 = Tih1 +
i+ zH + zZQ‘&e - ZY% et n = =n(1+|z|?) = n+nMO>.
=0

Alors Y"1 MA,%? =2n 4: n+nMO0? =2n < OM? =1 < M € €(0,1). Donc €(0, 1) est 'ensemble des points M tels que Y324 MA,*> = 2n.

Soit a et b deux paramétres complexes distincts et n € N tel que n = 3|

1. Résoudre dans C I'équation: (z—a)" = (z—b)"

2. Montrer que les points images des solutions sont alignés sur la médiatrice de [4, B] ol A est I'image ponctuelle de a et B celle de b .

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que toutes les solutions soient réelles. On pose alors a = re'® avecr € R** et & €R.
Donner une expression simplifiée des solutions (qui permette de voir clairement qu’elles sont réelles).

4.  Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour toutes les solutions soient imaginaires pures. On pose alors a = re® avec r € R** et & €ER.
Donner une expression simplifiée des solutions (qui permette de voir clairement qu’elles sont imaginaires pures) Come

1. Comme a et b sont distincts, a et b ne sont pas solutions de I'équation (e): (z — a)" = (z — b)".

Soit z un complexe distinctde a et b .

. n n (z—a)" z—a\" z—a . i s z-a iLk”
zsolutionde (e) @(z—a)"=(z-bh)" < o l1e (E) =le —, estune racine niéme de l'unité <3k € [0,n — 1]],; =en
b EIEN 2 ——
4=>EIkE[[O,n—1]],z—a=en(z—b)(:ake[[o,n—l]],(l—en)z=a—ben = dken—1],z = —5% -
car pour k=5,w** est fausse 1-e'n
.2km
pour kEIIl,n—l]],l—eLzT:co
2k11 ’
a—be' . c . . 2kT z—a Zpr—a fisd . '
Ainsi, Sol = {——zr, /k € [1,n—1]}.Ces n — 1 solutions sont toutes distinctes car si z, = ziralors e"» = ——=-t—= e"n et parsuite k = k'.
1-etn — k— K~
a=Aff(4)
lz—al b=Aff(B)
2. zsqutionde(e)(:(g) ( )|—|1|=>Za ﬁ:l::olz Z|—1=~|z—a| lz—b| 5 MA=MB= M € med[A,B].

Ainsi, les points images des solutions sont alignés sur la médiatrice de [A4, B].
3. Lessolutions de (e) sont réelles sietssi les images des solutions sont alignés sur I'axe réel sietssi la médiatrice de [A,B] estI'axe réel sietssib = a.

) 2km ) 2k, . o k. (—a+kT)i . K
i@ _pe=ia gl peia (1—3(_2"“7)[) ret® (—2151"(—0“*7")2( “a )l) T 5”’(‘“*7")

i —i re
Onposealorsa =re'* et b =re™* . Alors, z, = P = i = — =— R.
1-e'n 1-e* —2isin(k7")e(7)l sin(D)
4. Lessolutions de (e) sont réelles sietssi les images des solutions sont alignés sur I'axe imaginaire sietssi la médiatrice de [A,B] est 'axe imaginaire sietssi
b=-a.
2kn 2Ky . . _a+km);
ia _ia rel®ire=i® ol pela (1+g(_2"‘+Tn)‘) rel® (Zcos(—u+k7")e( “n )l) 7 cos(-a+:Z 5 |
Onposealorsa =re'* et b = —re™* . Alors, z;, = T = YT = = = i €iR.
== == i i KT (7)1 sm( )
1-e n 1-e n —lem(T)e n n

Soit I'équation (E): z*+2z3+2z°4+2z+1=0
1. Résoudre (E) dans C on donnera les solutions sous leur forme trigonométrique.

2 En déduire la valeur de lasomme : S =1 + cos( ) F cos( ) 1F cos( ) + cos ( ")
3. Endéduire les valeursde s = cos( ) aF cos( :) etp = cos( p ) X cos (?”)
4 En déduire des expressions par radicaux de cos( ) cos( ) sin (2 ) sm( ) puis cos( )

5.  Montrer que cos (?n) et cos( ) sont les abscisses des points communs au cercle (C) de centre .(2(—- 0) de rayon £ et a I'axe réel.
6.  Déduire de ce qui précede une construction a la regle et au compas des sommets d’un pentagone régulier.
z5-1 =0
1. z'+z22+z22+z+1=0¢& {2—1 ~ Y © zest racine 5¢éme de l'unitédistcincte de 1.
z#1

Les solutions de (E) sont donc les quatre complexes e k s tq k € [1,4].
2. S—1+cos( )+cos( )+cos( )+c0 ( ) ﬁocos( ) Y 0Re( 5) Re(Xt_,é 5)—Re( Zﬁ=o(eiz?n)k ) =Re(0) =0
-\ 7
=0 car eiz?nest solution de (E)
car 251_2"= - car cos 8=cos(—6) car 4?”‘2”_ _6511 car cos 8=cos(—6)
3.  cos (z?n) = cos (— s?n) = cos (8?”) et cos (4?) = cos (6?”) = cos (6?”)

Donc, 0 = 1+ cos (2) + cos () + cos () + cos () = 1+ 2 cos (%) + 2 cos () = 1+ 2[cos () + cos ()| = 1 + 25. Donc, s = =2



De plus, 0—1+cos( )+cos(—)+cos( )+COS( )—0—1+cos( )+cos( )+cos( )+cos(5) Donc, en appliquant la formule
cos(a) + cos(b) =2 cos( > )cos (Tb) jA' obtiens :
0—1+Zcos( )cos( )+2cos( )cos( )—1+2cos(5)cos( )+Zcos( )cos( )—1+4p Donc, p——1

1

x+ty=—-
. osons x = cos (=) et y = cos ors ar conséquent, x et y sont les racines de P(t) = t? + = t—— osons ——+ ==2=(=).
4. P ety LAl 2 p y sont| de P : P A 1=2=(%
xy———

1 V5 1,V5
- 145 >+ —1+/5
151=—222=——4 <0Oett, = 222=—4

2
Alors sin? (2?11) =1-cos (2;) =1- (_1:‘/3) = 16_(1;2_2‘5) = 10;2‘5 S:F Comme sm( ) > 0, je peux conclure que sin ?" / =,

> 0.Comme y < 0 < x, je peux conclure que cos (4—n) =y = —ﬂ et cos ( 5) =x= 71”—

2
De méme, sin® (4?”) =1—cos? (4—”) =1- (71:@) = 167(112”\/3) = \/— . Comme sm( ) > 0, je peux conclure que sm 2 :g 3= ﬁ
cos|—)+1 1+‘/§+1
Enfin, cos? (E) = & =t = ﬂ. Comme cos (E) > 0, je peux conclure que cos( ) 3+f
5 - 2 2 8 5 8
formule d' angle
double du cosinus
5. Soit M un point de I'axe des abscisses. Notons (x, 0) ses coordonnées. Alors QM = |x - (——)| | + |
Donc, M est sur le cercle de centre 2 et de rayon \i—g@.QM = \i—gﬁ |x+3| = E<=>x+3= +£=> x = __+§=, x = cos(z—”) oux = cos(%”).

Ainsi, cos (2?71) et cos( ) sont les abscisses des points d’intersection du cercle de centre (2 et de rayon £ et de I'axe des abscisses.
6.  Matériel : un compas et un régle non gradué.
. Préliminaire :
a)  Pour tracer la médiatrice d’un segment [4, B] , on trace deux points qui sont a égale distance de A et de B : on point le compas en A avec un écart
de AB et on trace deux arcs de part et d’autre du segment, ensuite on pointe le compas en B avec le méme écart et on trace deux autres arcs de part
et d’autre du segment ; ces deux arcs interceptent les deux autres arcs en deux points P et Q sui sont alors a égale distance de A et de B ; (PQ) est
alors la médiatrice de [4, B], la construction de la médiatrice s’achéve alors par le tracé de la droite (PQ).

b)  Pour tracer une droite perpendiculaire a une droite D donnée en un point 4 de D donné, on trace la médiatrice de deux points de D dont le milieu
est A : on point le compas en A, on choisit un écart (quelconque non nul) et on trace deux arcs de part et d’autre de A qui interceptent D en deux

points U et V ; A est donc le milieu de [U, V] et la perpendiculaire a D en A est alors la médiatrice de [U, V] que I'on trace avec la méthode
précédente.

. Cercle trigonométrigue, unité et axes
v' Tragons un cercle. On note O son centre et son rayon est 'unité. Ce cercle est alors le cercle trigonométrique.

v' Tragons les axes : on trace une premiére droite passant par O qui sera I'axe des abscisses puis grace au préliminaire, on trace la perpendiculaire
a cet axe passant par O. On oriente alors ces deux axes pour créer un repére orthonormé direct. On note A et B les points d’intersection entre
le cercle trigonométrique et I'axe réel, points d’abscisses respectivement positive et négative

. Le point 2 :
v ontrace la médiatrice de [0, B].

v' on appelle I le point d’intersection entre la médiatrice de [0, B] et le segment [0, B] ; I est le milieu de [0, B]. Donc [0 = %et I a pour
. 1
coordonnées (_E ,0).
v" On trace la médiatrice de [0, I].
v Qestlemilieude [0,1], le point d’intersection entre la médiatrice de [0, I] et le segment [0, 1] . Donc 20 = %et £ a pour coordonnées
(=3 9)
')
o Distance ?_:

VB2 s 4 1 1 1 1\2 1\2 , , ) . , ) . 1 1
(—) =—=—4+—=-4+—= (—) + (—) . Donc I'hypoténuse d’un triangle rectangle dont les deux cotés formant I'angle droit sont de longueur = et -
4 16 16 16 4 16 2 4 2 4

V5
a pour longueur -
On pointe le compas en 0, on prend I'écart O] = Eet on trace un arc qui intercepte I'axe des ordonnées en un point H d’ordonnée positive. Alors H a pour

coordonnées (0, %) Le triangle 20H est donc rectangle en O et ses cotés adjacents a I'angle droit sont de longueurs % et %. Donc I’hypoténuse [2H] a

V5
pour Iongueur:
. Valeurs cos( ) et cos( ) B

. V5 . . ) ) .
Je pointe le compas en (2 avec un écart 2H = " Je trace le cercle. Les points d’intersection U et V de ce cercle avec I'axe des abscisses ont pour abscisses

COS( ) et COS( )

. Sommets du pentagone.
Je trace les perpendiculaires D et D’ a I'axe des abscisses aux points U et V. Ces deux droites interceptent le cercle trigonométrique : on note M, K et &_11
€D €Dr
Alors, le AMNLK est un pentagone régulier.



M
4_1_‘
0
” 0.8 h
N . 06 N
0
— 02 \
B | Q ) *A
-2 -18 -16 -14 1.2 71 X8 [065] 04 Lo2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 ‘ 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2
V, [cos(41/5) U,/cos(211/5)
\ | -0.2
=04
L& -06 /
N =0.8 i
K .
O
—1_.—
-1.2
2in
Soitu =e7 .
A. 1. Calculer 1 +u+u?+ -+ u®.
u? ud
2. Calculer — +— =
T 1t by .
3 En déduire cos(ZT”) aF cos(%,,) S8 cos(s_;,)
B. OnposeS =u+u?+u*
1. Exprimer S en fonction de u. En déduire S + S et SS.
2 En déduire S sous forme algébrique.
3 Calculercos( )+cos( )+cos( )etsm( )+51n( )+ sm( )
2in
u=e7.
2m  aim  sim  sim azin
1. 14u+u?>+-+ub=14+e7 +e7 +e7 +e7 +..+e 7 =somme des racines 7iémes de I'unité= 0
caru’=1
8=
2 u u? i uw? u(i+ut)(1+ul)+u?(1+u?) (1+ud)+ud(1+ut) (1+u?) u+u5+u7+u11+u2+u"‘+u5+u1°+u3+u5+u7+u9u UG )_+u"‘+u+-+u3+u5+1+u2
' 1HuZ 14wt o14us (1+u?)ud(1+u?)(1+u’) - (1+u?)(1+u*)(1+u®) (A+ut+ub+ut®+u+ub+us+ul?)
_ =uS-u® _—2ub 3
T @ruttuStudruquSrutus) | us ’
2 identité du Losange N . . . . . . .
u u u ~ u u u _1 . - _
3. 1+u?  1+ut  1+ub - Zcos(ZT")u + 2 (:05(47")112 + 2505(%”)113 2 cos(%”) + 005(47”) + 505(67”) - Par consequent, 005(277[) v cos(‘t?n) v cos(s—:) e

Onpose S = u + u? +u*.

4.  Exprimer S en fonction de u. En déduire S + S et SS .

S=u+uw+ut=ua+w+ut=ub+uS+ud.

Donc, S+S =u+u?+ud +ut+u+u=-1

etSS =l +uS+ud)(u+u?+ut) =+ ul + B+ u +E0+ v +ut S+ =B+ ut +uS +ul B+ v+ U =2

5. S+S5=—1etSS=2.Donc S et Ssontlesracines de P(t) = t? +t + 2.PosonsA=1—-8= -7 = (\/71')2 ett, = H‘ﬂ —1—2~ﬁ1.

02l § = -+ 3+ 1 = 05 (25) - cos (1) + cos (%) 41 (sin (2) + sin (2) + sn (%)). e

CommeO<7<;<7<7<n,0<sm(7n) et O<sm( )<sm( )Donc sm(—)+sm( ):sin(tﬂ)—sm( )>0 Par conséquent,

Im(S) > 0 et par suite , Im(S) < 0. Ven déduis que S = L‘/—l et§="1 ‘/—l

6. cos( )+cos( )+cos( )=Re($) —é et sm( )+sm( )+sm( )=1m(S)=g.




