
CORRIGE DU TD 
Forme algébrique, forme trigonométrique d’un nombre complexe. Géométrie avec les nombres 

complexes. 
 

𝒙 𝒆𝒕 𝒚 désignent des réels, 𝒛 un complexe, 𝒏 un entier naturel et 𝑹 = (𝑶, 𝒊, 𝒋) est un repère orthonormé direct du plan. 
 
Soit 𝑧 un nombre complexe et 𝑥 un réel. Expliquer pourquoi ces nombres complexes sont réels ou imaginaires purs :  

         𝐵 = (𝑧 − 𝑧̅)/(𝑧3 + 𝑧̅3)                 𝐶 =
𝑧2−𝑧̅2

𝑧𝑧̅+2
                𝐷 = (𝑒𝑖𝑥 +

1

𝑒𝑖𝑥
)
2

      𝑒𝑡    𝐸 =
𝑖

𝑒−𝑖𝑥−𝑒𝑖𝑥
 

𝐵 =
𝑧−𝑧̅

𝑧3+𝑧̅3
=

2𝑖𝐼𝑚(𝑧)

𝑧3+𝑧3̅̅̅̅
=

2𝑖𝐼𝑚(𝑧)

2𝑅𝑒(𝑧3)
=

𝐼𝑚(𝑧)

𝑅𝑒(𝑧3)⏟  
∈ℝ

𝑖 ∈ 𝑖ℝ.  

𝐶 =
𝑧2−𝑧̅2

𝑧𝑧̅+2
=

𝑧2−𝑧2̅̅̅̅

|𝑧|²+2
=

2𝑖𝐼𝑚(𝑧2)

|𝑧|²+2
=

2𝐼𝑚(𝑧2)

|𝑧|²+2⏟  
∈ℝ

𝑖   ∈ 𝑖ℝ      

𝐷 = (𝑒𝑖𝑥 +
1

𝑒𝑖𝑥
)
2

  = (𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥)2 = (2 cos(𝑥))2 ∈ ℝ+.      

𝐸 =
𝑖

𝑒−𝑖𝑥−𝑒𝑖𝑥
=

𝑖

2𝑖𝑠𝑖𝑛(−𝑥)
= −

1

2sin (𝑥)
∈ ℝ  

Calculer les parties réelle et imaginaire, le module et un argument de chacun des complexes suivants et placer l’image ponctuelle de ce complexe dans le plan 

1. 
(4𝑖−3)

(2−𝑖)3
         

2. (
𝑖−1

1−𝑖√3
)
8

   

3. (1 − 𝑖)2   
4. (1 + 𝑖)1999   

5. 
1

1+𝑖𝑡𝑎𝑛(𝑥)
    

6. 
1+𝑖𝑥

1−𝑖𝑥
   

7. 
1+𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥
    

8. 𝑒𝑖𝑥 − 𝑒𝑖𝑦   

9. 𝑖 + 1 + √2𝑒𝑖𝑥   
10. 1 + 𝑒𝑖𝑥 + 𝑒2𝑖𝑥     
11. ∑ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑛−1

𝑘=0    

12. (
2𝑒𝑖𝑥−2

𝑒𝑖2𝑥−𝑒
𝑖
𝑥
2
)
2016

.   

1. 𝑧 =
(4𝑖−3)

(2−𝑖)3
=

(4𝑖−3)(2−𝑖)3

|(2−𝑖)3|²
=

(4𝑖−3)(2−𝑖)3

(|2−𝑖|²)3
=

1

53
(4𝑖 − 3)(23 + 3. 22(−𝑖) + 3.2(−𝑖)2 + (−𝑖)3) 

=
1

53
(4𝑖 − 3)(8 − 12𝑖 − 6 + 𝑖) =

1

53
(4𝑖 − 3)(2 − 11𝑖) =

1

53
(41𝑖 + 38). Donc, 𝑅𝑒(𝑧) =

41

53
 et 𝐼𝑚(𝑧) =

38

53
.  

 

|𝑧|=
|4𝑖−3|

|2−𝑖|3
= √

25

53
= √

1

5
=

√5

5
 . 𝑁𝑜𝑡𝑜𝑛𝑠 𝜃 𝑙′argument principal de 𝑧. Alors 𝑧 = √

1

5
(
√5

53
× 38⏟    

cos (𝜃)

+
√5

53
× 41⏟    

sin (𝜃)

𝑖).Donc, 𝜃 ∈ ]0,
𝜋

2
[ et tan(𝜃) =

41

38
. 

Ainsi, 𝜃 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
41

38
 ).  

2. 𝑧 = (
𝑖−1

1−𝑖√3
)
8

  = (
√2(

√2

2
𝑖−
√2

2
)

2(
1

2
−
𝑖√3 

2
)
)

8

= (
√2𝑒

𝑖
3𝜋
4

2𝑒
−𝑖
𝜋
3
)

8

= (
1

√2
𝑒𝑖
(
3𝜋

4
+
𝜋

3
)
)
8

= (
1

√2
𝑒𝑖
(
3𝜋

4
+
𝜋

3
)
)
8

=
1

16
𝑒𝑖8

(
3𝜋

4
+
𝜋

3
)
=

1

16
𝑒𝑖
(
26𝜋

3
)
=

1

16
 𝑒𝑖

(
2𝜋

3
)
=

1

16
(𝑐𝑜𝑠 (

2𝜋

3
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

3
)) =

−1

32
+
𝑖√3

32
. 

Ainsi, 𝑅𝑒(𝑧) =
−1

32
, 𝐼𝑚(𝑧) =

√3

32
, |𝑧| =

1

16
 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(𝑧) ≡

2𝜋

3
[2𝜋].  

3. 𝑧 = (1 − 𝑖)2 = −2𝑖 = 2𝑒−𝑖
𝜋

2  . Ainsi, 𝑅𝑒(𝑧) = 0, 𝐼𝑚(𝑧) = −2, |𝑧| = 2 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(𝑧) ≡
−𝜋

2
[2𝜋]. 

4. 𝑧 = (1 + 𝑖)1999 =  [√2 (
√2

2
𝑖 +

√2

2
)]
1999

= [√2𝑒
𝑖
𝜋

4]
1999

= [√2]
1999

[𝑒𝑖
𝜋

4]
1999

= √2[√2]
1998

𝑒𝑖
(1999)

𝜋

4 = √2. 2999. 𝑒
𝑖((2000)

𝜋

4
−
𝜋

4
)
= √2. 2999. 𝑒

𝑖(−
𝜋

4
)
 

= √2. 2999. cos (
𝜋

4
) − 𝑖√2. 2999. sin (

𝜋

4
) = 2999 − 𝑖2999. Ainsi, 𝑅𝑒(𝑧) = 2999, 𝐼𝑚(𝑧) = −2999, |𝑧| = √2. 2999 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(𝑧) ≡

−𝜋

4
[2𝜋]. 

5. 𝑧 =
1

1+𝑖𝑡𝑎𝑛(𝑥)
=

1

1+
𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥)

cos(𝑥)

=
cos(𝑥)

cos(𝑥)+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥)
=

cos(𝑥)

𝑒𝑖𝑥
= cos(𝑥)𝑒−𝑖𝑥 = cos(𝑥) (cos(𝑥) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥) cos(𝑥).  

Ainsi, 𝑅𝑒(𝑧) = 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) , 𝐼𝑚(𝑧) = −sin(𝑥) cos(𝑥), |𝑧| = |cos (𝑥)| 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(𝑧) ≡ {

−𝑥  [2𝜋] 𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑠(𝑥) > 0
𝑛′𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 cos(𝑥) = 0

−𝑥 + 𝜋 [2𝜋] 𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑠(𝑥) < 0

.  

6. 𝑧 =
1+𝑖𝑥

1−𝑖𝑥
=

(1+𝑖𝑥)2

1+𝑥2
=

1−𝑥2+2𝑖𝑥

1+𝑥2
=

1−𝑥2

1+𝑥2
+ 𝑖

2𝑥

1+𝑥2
.Donc,  𝑅𝑒(𝑧) =

1−𝑥2

1+𝑥2
 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) =

2𝑥

1+𝑥2
.  

Posons 𝜃 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥). Alors 𝜃 ∈ ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[  𝑒𝑡 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛(𝜃).  

Par suite, 𝑧 =
1+𝑖𝑡𝑎𝑛(𝜃) 

1−𝑖𝑡𝑎𝑛(𝜃) 
=

1+
𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃)

cos (𝜃) 

1−𝑖
𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃)

cos (𝜃)
 
=

1+𝑖
𝑠𝑖𝑛(𝜃)

cos (𝜃) 

1−𝑖
𝑠𝑖𝑛(𝜃)

cos (𝜃)
 
=

cos (𝜃)+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃)
 

cos (𝜃)−𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃) 
=

𝑒𝑖𝜃

𝑒−𝑖𝜃
= 𝑒𝑖2𝜃 = 𝑒𝑖2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥). Donc, |𝑧| = 1 𝑒𝑡 arg (𝑧) ≡ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)[2𝜋] 

7. 𝑧 =
1+𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑖𝑠𝑖𝑛𝑥
=

1+𝑒𝑖𝑥

1−𝑒−𝑖𝑥
=

2 cos(
𝑥

2
)𝑒
𝑖
𝑥
2

−2𝑖𝑠𝑖𝑛(−
𝑥

2
)𝑒
−𝑖
𝑥
2
=

cos(
𝑥

2
)𝑒𝑖𝑥

𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
=

cos(
𝑥

2
)𝑒
𝑖(𝑥−

𝜋
2)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)

= 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) 𝑒𝑖 = 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) 𝑐𝑜𝑠 (𝑥 −

𝜋

2
) + 𝑖𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 −

𝜋

2
) 

𝑧 = 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) sin(𝑥) − 𝑖𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) cos (𝑥). Donc 𝑅𝑒(𝑧) =  𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) sin(𝑥)  𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = −𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) cos (𝑥).  

𝐸𝑡 |𝑧| = |𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)|. Et arg(𝑧) ≡

{
 
 

 
 (𝑥 −

𝜋

2
) [2𝜋] 𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) > 0 

𝑛𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) = 0

(𝑥 +
𝜋

2
) [2𝜋] 𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) < 0

. 

8. 𝑒𝑖𝑥 − 𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑖𝑦(𝑒𝑖(𝑥−𝑦) − 1) = 𝑒𝑖𝑦 (2𝑖𝑠𝑖𝑛 (
𝑥−𝑦

2
) 𝑒𝑖

(
𝑥−𝑦

2
)
) = 2𝑠𝑖𝑛 (

𝑥−𝑦

2
) 𝑒𝑖

(
𝑥+𝑦+𝜋

2
)
 . Donc,  𝑅𝑒(𝑧) = 2𝑠𝑖𝑛 (

𝑥−𝑦

2
) cos(

𝑥+𝑦+𝜋

2
)  𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = 2𝑠𝑖𝑛 (

𝑥−𝑦

2
) sin (

𝑥+𝑦+𝜋

2
).  

𝐸𝑡 |𝑧| = |2𝑠𝑖𝑛 (
𝑥−𝑦

2
)|. Et arg(𝑧) ≡

{
 
 

 
 
𝑥+𝑦+𝜋

2
 [2𝜋]  𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥−𝑦

2
) > 0 

𝑛𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥−𝑦

2
) = 0

𝑥+𝑦−𝜋

2
[2𝜋]  𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥−𝑦

2
) < 0

. 

9. 𝑖 + 1 + √2𝑒𝑖𝑥 = √2𝑒
𝑖
𝜋

4 +√2𝑒𝑖𝑥 = √2(𝑒
𝑖
𝜋

4 + 𝑒𝑖𝑥) = √2𝑒𝑖𝑥 (𝑒
𝑖(
𝜋

4
−𝑥) + 1) = √2𝑒𝑖𝑥2 cos (

𝜋

8
−
𝑥

2
) 𝑒𝑖

(
𝜋

8
−
𝑥

2
)
= 2√2 cos(

𝜋

8
−
𝑥

2
) 𝑒𝑖

(
𝜋

8
+
𝑥

2
)
. 

Donc, 𝑅𝑒(𝑧) = 2√2cos (
𝜋

8
−
𝑥

2
) cos (

𝜋

8
+
𝑥

2
)  𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = 2√2cos (

𝜋

8
−
𝑥

2
) sin (

𝜋

8
+
𝑥

2
). 𝐸𝑡 |𝑧| = |2√2cos(

𝜋

8
−
𝑥

2
)|. Et arg(𝑧) ≡

{
 
 

 
 
𝜋

8
+
𝑥

2
 [2𝜋] 𝑠𝑖 cos (

𝜋

8
−
𝑥

2
) > 0 

𝑛𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 cos (
𝜋

8
−
𝑥

2
) = 0

9𝜋

8
+
𝑥

2
[2𝜋] 𝑠𝑖 cos(

𝜋

8
−
𝑥

2
) < 0

. 

 

10. 1 + 𝑒𝑖𝑥 + 𝑒2𝑖𝑥 =   1 + 𝑒2𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑥 = 2cos(𝑥) 𝑒𝑖𝑥 + 𝑒𝑖𝑥 = (2 cos(𝑥) + 1)𝑒𝑖𝑥. Donc, 𝑅𝑒(𝑧) = (2 cos(𝑥) + 1) cos(𝑥) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = (2 cos(𝑥) + 1) sin(𝑥). 𝐸𝑡 |𝑧| =

|2 cos(𝑥) + 1|. Et arg(𝑧) = {

𝑥 𝑠𝑖 2cos(𝑥) + 1 > 0 
𝑛𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 2cos(𝑥) + 1 = 0

𝑥 + 𝜋 𝑠𝑖 2cos(𝑥) + 1 < 0

. 



11. 𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗. 𝑧 = ∑ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑛−1
𝑘=0 = ∑ (𝑒𝑖𝑥)𝑘𝑛−1

𝑘=0 = {
𝑛 𝑠𝑖 𝑒𝑖𝑥 = 1

𝑒𝑖𝑛𝑥−1

𝑒𝑖𝑥−1
  𝑠𝑖 𝑒𝑖𝑥 ≠ 1

={

𝑛    𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)𝑒
𝑖
𝑛𝑥
2

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)𝑒
𝑖
𝑥
2
  𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

  = {

𝑛      𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)𝑒
𝑖
(𝑛−1)
2 𝑥

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)

  𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]
  .  

Donc, 𝑅𝑒(𝑧) = {

𝑛           𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
cos (

(𝑛−1)

2
𝑥)   𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

  𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = {

0   𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
sin (

(𝑛−1)

2
𝑥)   𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

. 

 𝐸𝑡 |𝑧| = {

𝑛 𝑠𝑖 𝑥 ≡ 0[2𝜋]

|
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
|   𝑠𝑖 𝑥 ≢ 0[2𝜋]

   et  si 𝑥 ≢ 0 [2𝜋]𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 arg(𝑧) ≡

{
 
 
 

 
 
 
𝑛′𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
= 0 

𝑥    [2𝜋]     𝑠𝑖 
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
> 0  

𝑥 + 𝜋 [2𝜋]     𝑠𝑖 
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
< 0  

et si 𝑥 ≡ 0 [2𝜋]𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 arg(𝑧) ≡ 0 [2𝜋] 𝑐𝑎𝑟 𝑛 ≠ 0. 

 

12. (
2𝑒𝑖𝑥−2

𝑒𝑖2𝑥−𝑒
𝑖
𝑥
2
)
2016

=  (
2(𝑒𝑖𝑥−1)

𝑒𝑖2𝑥−𝑒
𝑖
𝑥
2
)
2016

= (
4𝑖𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)𝑒
𝑖
𝑥
2

𝑒
𝑖
𝑥
2(𝑒

𝑖3
2 𝑥−1)

)

2016

  = (
4𝑖𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)𝑒

𝑖
3
4
𝑥
)

2016

= (2
𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
𝑒−𝑖

3

4
𝑥)

2016

= (2
𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
)

2016

𝑒−𝑖
3(2016)

4
𝑥 =  (2

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
)

2016

𝑒−𝑖162𝑥  . Donc, 𝑅𝑒(𝑧) =

(2
𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
)

2016

cos(162𝑥) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧) = −(2
𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
)

2016

sin(162𝑥). 𝐸𝑡 |𝑧| = (2
𝑠𝑖𝑛(

𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
3

4
𝑥)
)

2016

et arg(𝑧) ≡ {
−162𝑥   [2𝜋] 𝑠𝑖 sin (

𝑥

2
) ≠ 0

𝑛′𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑠𝑖 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥

2
) = 0 

 

 
Déterminer tous les complexes 𝑧 tels que :  
1)  3𝑧2 − 5|𝑧²| + 2 = 0.  
2) 𝑧5𝑧̅ = 1 

3) 𝐼𝑚 (
1

𝑧2+𝑧+1
) = 0. 

4) |𝑧| = |1 − 𝑧| = |
1

𝑧
| .    

1) 3𝑧2 − 5|𝑧2| + 2 = 0 ⟺ 3𝑧2 − 5|𝑧|2 + 2 = 0⟺ 3(𝑥2 + (𝑖𝑦)2 + 2𝑖𝑥𝑦) − 5(𝑥2 + 𝑦2) + 2 = 0⟺ 3(𝑥2 − 𝑦² + 2𝑖𝑥𝑦) − 5(𝑥2 + 𝑦2) + 2 = 0 

⟺ 2− 2𝑥2 − 8𝑦² + 2𝑖6(𝑥𝑦) = 0 ⟺ {
6𝑥𝑦 = 0

2 − 2𝑥2 − 8𝑦² = 0
⟺ {

𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑦 = 0

𝑥2 + 4𝑦² = 1
⟺ {

𝑥 = 0 

𝑦2 =
1

4
 𝑜𝑢 {

𝑦 = 0 

𝑥² = 1
⟺ {

𝑥 = 0 

𝑦 = ±
1

2

𝑜𝑢 {
𝑦 = 0 
𝑥 = ±1

.  

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = {1, −1,
𝑖

2
, −

𝑖

2
}.  

2) Si 𝑧5𝑧̅ = 1alors 𝑧 ≠ 0. Désormais 𝑧 ≠ 0. Posons 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑎.  

Alors, 𝑧5𝑧̅ = 1 ⟺ (𝑟𝑒𝑖𝑎)5(𝑟𝑒𝑖𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1 ⟺ 𝑟5𝑒𝑖5𝑎𝑟𝑒−𝑖𝑎 = 1 ⟺ 𝑟6𝑒𝑖4𝑎 = 1𝑒𝑖0 ⟺ {
𝑟6 = 1

∃𝑘 ∈ ℤ/4𝑎 = 2𝑘𝜋
  ⟺ {

𝑟 = 1

∃𝑘 ∈ ℤ/𝑎 =
𝑘𝜋

2

 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑧 = 𝑒𝑖
𝑘𝜋

2 . 

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = {1,−1, 𝑖, −𝑖}. 

3) 𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0⟺ 𝑧 =
−1±𝑖√3

2
= 𝑒±

2𝑖𝜋

3 ⟺𝑧 = 𝑗 = −
1

2
+
𝑖√3

2
 𝑜𝑢 𝑧 = 𝑗2 = −

1

2
−
𝑖√3

2
. Désormais 𝑧 ∈ ℂ\{𝑗 ; 𝑗²}.  

𝐼𝑚 (
1

𝑧2+𝑧+1
) = 0 ⟺

1

𝑧2+𝑧+1
∈ ℝ⟺ 𝑧2 + 𝑧 + 1 ∈ ℝ⟺ 𝑧2 + 𝑧 ∈ ℝ⟺ 𝑧2 + 𝑧 = 𝑧2 + 𝑧̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⟺ 𝑧2 + 𝑧 = 𝑧̅2 + 𝑧̅ ⟺ 𝑧2 − 𝑧̅2 + (𝑧 − 𝑧̅) = 0  

⟺ (𝑧 − 𝑧̅)(𝑧 + 𝑧̅) + (𝑧 − 𝑧̅) = 0 ⟺ (𝑧 − 𝑧̅)[(𝑧 + 𝑧̅) + 1] = 0 ⟺ (𝑧 = 𝑧̅ 𝑜𝑢 𝑧 + 𝑧̅ = −1) ⟺ (𝑧 ∈ ℝ  𝑜𝑢 2𝑅𝑒(𝑧) = −1) ⟺ (𝑧 ∈ ℝ  𝑜𝑢 𝑅𝑒(𝑧) = −
1

2
).   

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = ℝ ∪ {−
1

2
+ 𝑖𝑥/𝑥 ∈ ℝ\{±

√3

2
} }. 

4) Soit 𝑧 un complexe non nul.  

|𝑧| = |1 − 𝑧| = |
1

𝑧
| ⟺ |𝑧| = |1 − 𝑧| =

1

|𝑧|
⟺ {

|𝑧|2 = 1
|𝑧| = |1 − 𝑧|

  ⟺⏞
𝐴𝑓𝑓(𝐴)=1

{
|𝑧|2 = 1
𝑂𝑀 = 𝐴𝑀

⟺ {
|𝑧|2 = 1

𝑀 ∈ 𝑚𝑒𝑑[0, 𝐴]
⟺ {

𝑀 ∈ 𝐶(𝑂, 1)

𝑀 ∈ 𝑚𝑒𝑑[0, 𝐴]
⟺ {

|𝑧|² = 1

𝑅𝑒(𝑧) =
1

2

⟺

{
𝐼𝑚2(𝑧) + 𝑅𝑒²(𝑧) = 1

𝑅𝑒(𝑧) =
1

2

⟺ {
𝐼𝑚(𝑧)² =

3

4

𝑅𝑒(𝑧) =
1

2

⟺ {
𝐼𝑚(𝑧) = ±

√3

2

𝑅𝑒(𝑧) =
1

2

. Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = {
1+𝑖√3

2
;
1−𝑖√3

2
 } = { 𝑒

𝑖𝜋

3 , 𝑒
−𝑖𝜋

3 }. 

Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ ℝ4 𝑒𝑡 𝑧 ∈ ℂ tels que : 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > 0 𝑒𝑡 𝑐𝑧 + 𝑑 ≠ 0. Montrer que : 𝐼𝑚(𝑧) > 0 ⟹ 𝐼𝑚(
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
) > 0.  

𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
=

(𝑎𝑧+𝑏)(𝑐𝑧̅+𝑑)

(𝑐𝑧+𝑑)((𝑐𝑧̅+𝑑)
=

𝑎𝑐|𝑧|2+𝑎𝑑𝑧+𝑏𝑐𝑧̅+𝑏𝑑

|𝑐𝑧+𝑑|²
=

𝑎𝑐|𝑧|2+(𝑎𝑑+𝑏𝑐)𝑅𝑒(𝑧)+𝑏𝑑

|𝑐𝑧+𝑑|²
+ 𝑖

(𝑎𝑑−𝑏𝑐)

|𝑐𝑧+𝑑|²
𝐼𝑚(𝑧)

⏟        

=𝐼𝑚(
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
)

. Comme 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 > 0  𝑒𝑡 |𝑐𝑧 + 𝑑|2 > 0  , 𝐼𝑚(𝑧) > 0 ⟹ 𝐼𝑚(
𝑎𝑧+𝑏

𝑐𝑧+𝑑
) > 0. 

Soient (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝑈3. 
1. Montrer que : |𝑢 + 𝑣 + 𝑤| = |𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢|.  

2. Montrer que : pour tout complexe 𝑧 non nul, |𝑢 −
1

𝑧̅
| =

|𝑢−𝑧|

|𝑧|
. 

3. On suppose, ici, que∶  1 + 𝑢𝑣 ≠ 0. Montrer que : 
𝑢+𝑣

1+𝑢𝑣
∈ ℝ. 

4. On suppose, ici, que∶  𝑢 ≠ 1. Montrer que 𝑅𝑒 (
1

1−𝑢
) =

1

2
.  

5. On suppose, encore, que∶  𝑢 ≠ 1. Pour quelles valeurs de l’entier naturel 𝑛, le complexe (
𝑢+1

𝑢−1
)
𝑛

est-il réel ?  

Comme 𝑢, 𝑣 et 𝑤 sont de module 1, nous pouvons poser 𝑢 = 𝑒𝑖𝑎 , 𝑣 = 𝑒𝑖𝑏   𝑒𝑡 𝑤 = 𝑒𝑖𝑐   tels que 𝑎, 𝑏 et 𝑐 réels. 

1. Alors, |𝑢 + 𝑣 +𝑤|2 = (𝑢 + 𝑣 +𝑤)(𝑢 + 𝑣 + 𝑤)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (𝑢 + 𝑣 +𝑤) (𝑢̅ + 𝑣̅ + 𝑤̅) = (𝑒𝑖𝑎 + 𝑒𝑖𝑏 + 𝑒𝑖𝑐)(𝑒−𝑖𝑎 + 𝑒−𝑖𝑏 + 𝑒−𝑖𝑐)  

= 1 + 𝑒𝑖(𝑎−𝑏) + 𝑒𝑖(𝑎−𝑐) + 𝑒𝑖(𝑏−𝑎) + 1 + 𝑒𝑖(𝑏−𝑐) + 𝑒𝑖(𝑐−𝑎) + 𝑒𝑖(𝑐−𝑏) + 1  
= 3 + 2 cos(𝑎 − 𝑏) + 2 cos(𝑎 − 𝑐) + 2cos (𝑏 − 𝑐).  

Ainsi, comme 𝑢, 𝑣 et 𝑤 sont des complexes de modules 1 quelconques, on a prouvé que pour tous réels A,B et C , |𝑒𝑖𝐴 + 𝑒𝑖𝐵 + 𝑒𝑖𝐶|
2
= 3 +

2 [cos(𝐴 − 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐶) + cos(𝐵 − 𝐶)] 

|𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢|2 = |𝑒𝑖(𝑎+𝑏) + 𝑒𝑖(𝑐+𝑏) + 𝑒𝑖(𝑎+𝑐)|
2
  

=⏞

𝑒𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡 𝑙𝑒 𝑟é𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 
𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑛𝑡 à 𝐴=𝑎+𝑏,
 𝐵=𝑏+𝑐 𝑒𝑡 𝐶=𝑐+𝑎

3 + 2[cos((𝑎 + 𝑏) − (𝑐 + 𝑏)) + cos((𝑎 + 𝑏) − (𝑐 + 𝑎)) + cos ((𝑏 + 𝑐) − (𝑐 + 𝑎))]  

 = 3 + 2[cos(𝑎 − 𝑐) + cos(𝑏 − 𝑐) + cos(𝑏 − 𝑎)] =⏟
𝑐𝑎𝑟 ∀𝑡∈ℝ,

cos(𝑡)=cos(−𝑡)

3 + 2[cos(𝑎 − 𝑐) + cos(𝑏 − 𝑐) + cos(𝑎 − 𝑏)] = |𝑢 + 𝑣 + 𝑤|². 

Comme les deux réels |𝑢 + 𝑣 +𝑤| 𝑒𝑡 |𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢| sont positifs et ont le même carré, je peux conclure que |𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢| = |𝑢 + 𝑣 + 𝑤|.  

OU BIEN  



|𝑢 + 𝑣 +𝑤| = |𝑢 + 𝑣 +𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = |𝑢̅ + 𝑣̅ + 𝑤̅| =⏞

𝑐𝑎𝑟 𝑢 ,𝑣 𝑒𝑡 𝑤 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 1 .

𝐷𝑜𝑛𝑐 𝑢=𝑒𝑖𝑎 𝑒𝑡  𝑢=𝑒−𝑖𝑎=
1

𝑒𝑖𝑎
=
1
𝑢

|
1

𝑢
+
1

𝑣
+
1

𝑤
| 

= |
𝑣𝑤 + 𝑢𝑤 + 𝑢𝑣

𝑢𝑣𝑤
| =⏞

𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖é𝑡é 
𝑑𝑢  𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 |𝑣𝑤 + 𝑢𝑤 + 𝑢𝑣|

|𝑢𝑣𝑤|
 

=⏞

𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖é𝑡é 
𝑑𝑢 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 |𝑣𝑤 + 𝑢𝑤 + 𝑢𝑣|

|𝑢||𝑣||𝑤|
=⏟
𝑐𝑎𝑟

 𝑢 ,𝑣 𝑒𝑡 𝑤 𝑠𝑜𝑛𝑡 
𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 1 

|𝑣𝑤 + 𝑢𝑤 + 𝑢𝑣|

1
= |𝑣𝑤 + 𝑢𝑤 + 𝑢𝑣| 

2. Soit 𝑧 un complexe non nul. Alors 𝑧 ̅ ≠ 0 𝑒𝑡 |𝑧| ≠ 0 .  

|𝑢 −
1

𝑧̅
| = |

𝑢𝑧̅−1

𝑧̅
| =⏞

𝑐𝑎𝑟 |
𝑤

𝑤′
|=

|𝑤|

|𝑤′|
|𝑢𝑧̅−1|

|𝑧̅|
=⏞

𝑐𝑎𝑟 |𝑢|=1
𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑢≠0 |𝑢(𝑧̅−

1

𝑢
)|

|𝑧|
=⏞

𝑐𝑎𝑟 |𝑤𝑤′|=|𝑤||𝑤′|
|𝑢||(𝑧̅−

𝑢̅

|𝑢|²
)|

|𝑧|
=⏞

𝑐𝑎𝑟 |𝑢|=1
|(𝑧̅−𝑢)|

|𝑧|
=

|𝑧−𝑢̅̅ ̅̅ ̅̅ |

|𝑧|
=⏞

𝑐𝑎𝑟 |𝑤|=|𝑤̅|
|𝑧−𝑢|

|𝑧|
=⏞

𝑐𝑎𝑟 |𝑤|=|−𝑤|
|𝑢−𝑧|

|𝑧|
. 

3. On suppose que 1 + 𝑢𝑣 ≠ 0. Alors,  
𝑢+𝑣

1+𝑢𝑣
=

𝑒𝑖𝑎+𝑒𝑖𝑏

1+𝑒𝑖(𝑎+𝑏)
=

𝑒𝑖𝑎(1+𝑒𝑖(𝑏−𝑎))

1+𝑒𝑖(𝑎+𝑏)

𝑒𝑖𝑎2cos(
𝑎−𝑏

2
)𝑒
𝑖
𝑏−𝑎
2

2cos(
𝑎+𝑏

2
)𝑒
𝑖
𝑏+𝑎
2

=
cos(

𝑎−𝑏

2
)

cos(
𝑎+𝑏

2
)
. 𝑒𝑖[𝑎+

(
𝑏−𝑎

2
)−(

𝑏+𝑎

2
)] =

cos(
𝑎−𝑏

2
)

cos(
𝑎+𝑏

2
)
 𝑒𝑖0 =

cos(
𝑎−𝑏

2
)

cos(
𝑎+𝑏

2
)
∈ ℝ.  

4. On suppose, ici, que∶  𝑢 ≠ 1.  

Alors 
1

1−𝑢
=

1

1−𝑒𝑖𝑎
=

1

−2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2
)𝑒
𝑖𝑎
2

=
−1

2𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2
)𝑒
𝑖(
𝑎+𝜋
2
)
=

−𝑒
−𝑖(

𝑎+𝜋
2 )

2𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2
)
=

−1

2𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2
)
(cos (−

𝑎

2
−
𝜋

2
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (−

𝑎

2
−
𝜋

2
)) =

−1

2𝑠𝑖𝑛(
𝑎

2
)
(− sin(

𝑎

2
) − 𝑖𝑐𝑜𝑠 (

𝑎

2
)) =

1

2
+

𝑖

2
𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑎

2
).   

Ainsi, 𝑅𝑒 (
1

1−𝑢
) =

1

2
 

5. (
𝑢+1

𝑢−1
)
𝑛

= (
𝑒𝑖𝑎+1

𝑒𝑖𝑎−1
)
𝑛

= (
2cos(

𝑎

2
)𝑒
𝑖
𝑎
2

2 isin(
𝑎

2
)𝑒
𝑖
𝑎
2
)

𝑛

= (
cos(

𝑎

2
)

isin(
𝑎

2
)
)

𝑛

= (−
cos(

𝑎

2
)

sin(
𝑎

2
)
𝑖)

𝑛

= (−
cos(

𝑎

2
)

sin(
𝑎

2
)
)

𝑛

𝑖𝑛 = (−𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑎

2
))
𝑛

𝑖𝑛 .  

Ou bien 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑎

2
) = 0 i.e. ∃𝑘 ∈ ℤ/  

𝑎

2
=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 i.e. . ∃𝑘 ∈ ℤ/  𝑎 = 𝜋 + 2𝑘𝜋 i.e. 𝑢 = −1 alors (

𝑢+1

𝑢−1
)
𝑛

= 0 ∈ ℝ.  

Ou bien 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑎

2
) ≠ 0  i.e. 𝑢 ≠ −1 alors (

𝑢+1

𝑢−1
)
𝑛

∈ ℝ ⟺ 𝑖𝑛 ∈ ℝ⟺ 𝑛 𝑝𝑎𝑖𝑟.   

 
Montrer que 𝑓: (𝑧 ↦ |1 + 𝑖𝑧|2 + |𝑧 + 𝑖|2) est constante sur 𝑈. 
version géométrique 
 Soit 𝑧 ∈ 𝑈. On note M le point d’affixe z . Alors 𝑀 est sur le cercle trigonométrique.  
On note 𝐴 le point d’affixe 𝑖 est 𝐵 celui d’affixe −𝑖. Alors [𝐴, 𝐵] est un diamètre du cercle trigonométrique.  
Par conséquent, (𝑀𝐴) ⊥ (𝑀𝐵).  
𝑓(𝑧) = |1 + 𝑖𝑧|2 + |𝑧 + 𝑖|2 = |𝑖(−𝑖 + 𝑧)|2 + |𝑧 + 𝑖|2 = |𝑖|²|−𝑖 + 𝑧|² + |𝑧 + 𝑖|2 

𝑓(𝑧) = |𝑧 − 𝑖|2 + |𝑧 + 𝑖|2 = 𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 =⏞

𝑃𝑦𝑡ℎ𝑎𝑔𝑜𝑟𝑒
𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐴𝐵𝑀

𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑀

𝐴𝐵2 = 4. Donc 𝑓 est constante égale à 4 sur 𝑈. 
OU BIEN (en version algébrique)  

Soit 𝑧 ∈ 𝑈. Alors il existe un réel 𝜃 tel que 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃.  

Par conséquent, 𝑓(𝑧) = |1 + 𝑖𝑒𝑖𝜃|
2
+ |𝑒𝑖𝜃 + 𝑖|

2
 

= |1 + 𝑒𝑖
𝜋
2𝑒𝑖𝜃|

2

+ |𝑒𝑖𝜃 + 𝑒𝑖
𝜋
2|
2

 

= |1 + 𝑒𝑖
(
𝜋
2+𝜃

)
|
2

+ |𝑒𝑖𝜃 (1 + 𝑒𝑖
(
𝜋
2−𝜃

)
)|
2

 

= |2 cos(
1

2
(
𝜋

2
+ 𝜃))𝑒

𝑖
1
2
(
𝜋
2+𝜃

)
|

2

+ |𝑒𝑖𝜃2 cos(
1

2
(
𝜋

2
− 𝜃))𝑒

𝑖
1
2
(
𝜋
2−𝜃

)
|

2

 

= |2 cos (
𝜋

4
+
𝜃

2
 ) 𝑒

𝑖(
𝜋
4+
𝜃
2 )|

2

+ |2 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
 ) 𝑒

𝑖(
𝜋
4+
𝜃
2)|

2

 

= 4 |cos(
𝜋

4
+
𝜃

2
 )|

2

|𝑒
𝑖(
𝜋
4+
𝜃
2 )|

2

+ 4 |cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
 )|

2

|𝑒
𝑖(
𝜋
4+
𝜃
2)|

2

 

= 4 [cos2 (
𝜋

4
+
𝜃

2
 ) + cos2 (

𝜋

4
−
𝜃

2
 )] 

=⏟

cos(𝑡)=sin(
𝜋
2−𝑡

)

4 [sin2 (
𝜋

2
−
𝜋

4
−
𝜃

2
 ) + cos2 (

𝜋

4
−
𝜃

2
 )] 

=⏟
cos²(𝑡)+sin²(𝑡)=1

4 [sin² (
𝜋

4
−
𝜃

2
 ) + cos² (

𝜋

4
−
𝜃

2
 )]⏟                  

=1

= 4. 

Montrer que pour tous complexes  𝑧 𝑒𝑡 𝑤 ,  
1. 1 ≤ |1 + 𝑧| + |𝑧|.      
2. |𝑧| + |𝑤| + |𝑧 + 𝑤| ≤ |2𝑧| + |2𝑤| 
3. |𝑧| ≤ |𝑧|2 + |1 − 𝑧| 

4. 1 + |𝑧𝑤 − 1| ≤ (1 + |𝑧 − 1|) + (1 + |𝑤 − 1|). 
5. |𝑧 + 𝑤|2 + |𝑧 − 𝑤|2 = 2(|𝑧|2 + |𝑤|2). 

1. 1 = |1| = |(1 + 𝑧) − 𝑧| ≤⏟
1è𝑟𝑒 𝐼.𝑇

|1 + 𝑧| + |𝑧|.      

2. |𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤| . 𝐷𝑜𝑛𝑐, |𝑧| + |𝑤| + |𝑧 + 𝑤| ≤ 2(|𝑧| + |𝑤|) = 2|𝑧| + 2|𝑤| =⏞
𝑐𝑎𝑟 2 ∈ℝ+

|2𝑧| + |2𝑤|.  
3. 𝑃𝑜𝑠𝑜𝑛𝑠 𝑡 = 𝑧 − 1 𝑒𝑡 𝑠 = 𝑤 − 1. Alors,  
 1 + |𝑧𝑤 − 1| = 1 + |(𝑡 + 1)(𝑠 + 1) − 1| = 1 + |𝑠 + 𝑡 + 𝑠𝑡| ≤ 1 + |𝑠| + |𝑡| + |𝑠𝑡| = 1 + |𝑠| + |𝑡| + |𝑠||𝑡| = (1 + |𝑠|)(1 + |𝑡|) = (1 + |𝑧 − 1|) + (1 + |𝑤 − 1|). 
4. 1er cas |𝑧| ≥ 1. Alors |𝑧|2 ≥ |𝑧| 𝑑𝑜𝑛𝑐 |𝑧|2 + |1 − 𝑧| ≥ |𝑧| 𝑐𝑎𝑟 |1 − 𝑧| ≥ 0. 

2ème cas |𝑧| < 1. Alors 0 < 1 − |𝑧| = |1| − |𝑧| ≤⏟
2 è𝑚𝑒 𝐼𝑇

|1 − 𝑧| 𝑑𝑜𝑛𝑐 |𝑧|( 1 − |𝑧|) ≤  |𝑧||1 − 𝑧| ≤⏟
𝑐𝑎𝑟 |𝑧|≤1

|1 − 𝑧| et par conséquent, |𝑧| − |𝑧|2 ≤ |1 − 𝑧|. J’en conclus 

que |𝑧| ≤ |𝑧|2 + |1 − 𝑧|. 
5. |𝑧 + 𝑤|2 + |𝑧 − 𝑤|2 = (𝑧 + 𝑤)(𝑧 + 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) + (𝑧 − 𝑤)(𝑧 − 𝑤̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (𝑧 + 𝑤)(𝑧̅ + 𝑤̅) + (𝑧 − 𝑤)(𝑧̅ − 𝑤̅) = 2𝑧𝑧̅ + 2𝑤𝑤̅ = 2(|𝑧|2 + |𝑤|2).  

 

Soit 𝑧 ∈ ℂ tel que |𝑧| ≠ 1 𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ. Montrer que |
1−𝑧𝑛+1

1−𝑧
| ≤

1−|𝑧|𝑛+1

1−|𝑧|
. 

Comme |𝑧| ≠ 1, 𝑧 ≠ 1. |
1−𝑧𝑛+1

1−𝑧
| = |

(1−𝑧)(1+𝑧+𝑧2+⋯+𝑧𝑛)

1−𝑧
| = |∑ 𝑧𝑘𝑛

𝑘=0 | ≤⏞
1è𝑟𝑒 𝐼𝑇

∑ |𝑧𝑘|𝑛
𝑘=0 = ∑ |𝑧|𝑘𝑛

𝑘=0 =⏟
𝑐𝑎𝑟 |𝑧|≠1

1−|𝑧|𝑛+1

1−|𝑧|
.  

Soit 𝑎 et 𝑏 deux complexes de module strictement inférieur à 1. Montrer que : |
𝑎−𝑏

1−𝑎̅𝑏
| < 1. 



Tout d’abord, |1 − 𝑎̅𝑏| ≥ ||1| − |𝑎̅𝑏|| = ||1| − |𝑎̅||𝑏|| = |1 − |𝑎||𝑏||. Or, |𝑎| < 1 𝑒𝑡 |𝑏| < 1.Donc, |𝑎||𝑏| < 1 𝑒𝑡 𝑎𝑖𝑠𝑛𝑖|1 − |𝑎||𝑏|| > 0 et par suite |1 − 𝑎̅𝑏| > 0.  

|
𝑎−𝑏

1−𝑎̅𝑏
| < 1 ⟺

|𝑎−𝑏|

|1−𝑎̅𝑏|
< 1 ⟺⏞

𝑐𝑎𝑟
|1−𝑎̅𝑏|>0 

|𝑎 − 𝑏| < |1 − 𝑎̅𝑏| ⟺ |𝑎 − 𝑏| < |1 − 𝑎̅𝑏| ⟺ |𝑎 − 𝑏|² < |1 − 𝑎̅𝑏|².  

𝑂𝑟, |1 − 𝑎̅𝑏|2 − |𝑎 − 𝑏|2 = (1 − 𝑎̅𝑏)(1 − 𝑎̅𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) − (𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = (1 − 𝑎̅𝑏)(1 − 𝑎𝑏̅) − (𝑎 − 𝑏)(𝑎̅ − 𝑏̅) = 1 + 𝑎𝑎̅𝑏𝑏̅ − 𝑎𝑎̅ − 𝑏𝑏̅ 

= 1 + |𝑎|2|𝑏|2 − |𝑎|2 − |𝑏|2 = (1 − |𝑎|2)(1 − |𝑏|2) >⏟
𝑐𝑎𝑟 |𝑎|<1 𝑑𝑜𝑛𝑐 |𝑎|2<1

𝑖𝑑𝑒𝑚 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑏

0.  

J’en déduis que |𝑎 − 𝑏|² < |1 − 𝑎̅𝑏|² et par conséquent, l’inégalité|
𝑎−𝑏

1−𝑎̅𝑏
| < 1qui lui est équivalente est vraie aussi.  

 

Soit 𝑢 ∈ ℂ\{1} 𝑒𝑡  𝑧 ∈  ℂ\ℝ. Montrer que :  
𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
∈ ℝ ⇔ |𝑢| = 1. 

𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
∈ ℝ⟺

𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
= (

𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
⟺⏟

(
𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=
𝑧−𝑢𝑧̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

1−𝑢̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑧̅−𝑢𝑧̅̅̅ ̅̅

1̅−𝑢̅
=
𝑧̅−𝑢̅𝑧̅̅

1̅−𝑢̅
=
𝑧̅−𝑢̅𝑧

1−𝑢̅

𝑧−𝑢𝑧̅

1−𝑢
=

𝑧̅−𝑢𝑧

1−𝑢
⟺ (𝑧 − 𝑢𝑧̅)(1 − 𝑢̅) = (1 − 𝑢)(𝑧̅ − 𝑢̅𝑧) ⟺ 𝑧 − 𝑧𝑢̅ − 𝑢𝑧̅ + 𝑢𝑢̅𝑧̅ = 𝑧̅ − 𝑢̅𝑧 − 𝑢𝑧̅ + 𝑢𝑢̅𝑧  

 
⟺𝑧 − 𝑧̅ − |𝑢|2(𝑧 − 𝑧̅) = 0 ⟺ (𝑧 − 𝑧̅)(1 − |𝑢|2) = 0 ⟺ 𝑧 = 𝑧̅⏟  

𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒
𝑐𝑎𝑟 𝑧∉ℝ

 𝑜𝑢 |𝑢|2 = 1⟺ |𝑢|2 = 1 ⟺⏟
𝑐𝑎𝑟 |𝑢| 𝑒𝑠𝑡 

𝑢𝑛 𝑟é𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓

|𝑢| = 1.  

Soit 𝑛 ∈ ℕ\{0,1}. Montrer que les racines complexes de 𝑃(𝑧) = 𝑧𝑛 − 𝑧 − 1 sont de module strictement compris entre 0 et 2.  
Soit 𝑧 une racine complexe de 𝑃. 𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑃(𝑧) = 𝑧𝑛 − 𝑧 − 1 = 0. Donc 𝑧𝑛 = 𝑧 + 1 et par conséquent, |𝑧|𝑛 = |𝑧𝑛| = |𝑧 + 1| ≤ |𝑧| + 1.  

Soit 𝜑 : (𝑡 ↦ 𝑡𝑛 − 𝑡 − 1).  𝜑 est dérivable sur ℝ+ 𝑒𝑡 ∀𝑡 ≥ 0,𝜑′(𝑡) = 𝑛𝑡𝑛−1 − 1. Donc 𝜑′(𝑡) ≥ 0 ⟺ 𝑛𝑡𝑛−1 ≥ 1 ⟺ 𝑡𝑛−1 ≥
1

𝑛
⟺ 𝑡 ≥ (

1

𝑛
)

1

𝑛−1
.   

𝑡 
0                                       (

1

𝑛
)

1

𝑛−1
          2                      +∞ 

 𝜑′(𝑡) −                                      + 
𝜑(𝑡)  

 
 

 

Déterminer les entiers 𝑛 tels que : (√3 − 𝑖)
𝑛

soit réel. Représenter les points d’affixe 𝑧𝑘 = (√3 − 𝑖)
𝑘

tq 𝑘 ∈ ⟦0,5⟧. 

(√3 − 𝑖)
𝑛
= (2 (

√3

2
 −

1

2
𝑖))

𝑛

= (2𝑒−𝑖
𝜋

6)
𝑛

= 2𝑛𝑒−𝑖𝑛
𝜋

6 .   

Donc, (√3 − 𝑖)
𝑛
∈ ℝ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/ arg ((√3 − 𝑖)

𝑛
) = 𝑘𝜋 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/−𝑛

𝜋

6
= 𝑘𝜋 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑛 = −6𝑘 ⟺ 𝑛 𝑒𝑠𝑡  𝑢𝑛 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑑𝑒 6. 

 

 
 

 Déterminer une fonction polynômiale 𝑃 tel que : pour tout réel 𝑥,  𝑠𝑖𝑛(7𝑥) = 𝑃(sin(𝑥)) .  

𝑠𝑖𝑛(7𝑥) = 𝐼𝑚(𝑒𝑖7𝑥) = 𝐼𝑚((𝑒𝑖𝑥)7) = 𝐼𝑚((cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))7).   

Or, (cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))
7
=⏞
𝐹𝐵𝑁

(cos(𝑥))7 + 7(cos(𝑥))6(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥)) + 21(cos(𝑥))5(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))
2
+ 35(cos(𝑥))4(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))

3
+ 35(cos(𝑥))3(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))

4
+ 21(cos(𝑥))2(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
+ 

7(cos(𝑥))1(𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))6 + (𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))7 . 

(cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥))
7
= [(cos(𝑥))7 − 21(cos(𝑥))5(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

2
+ 35(cos(𝑥))3(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

4
− 7(cos(𝑥))1(𝑠𝑖𝑛(𝑥))6]  

+𝑖 [7(cos(𝑥))6(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 35(cos(𝑥))4(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
3
+ 21(cos(𝑥))2(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
− (𝑠𝑖𝑛(𝑥))7 ] . 

Donc, 𝑠𝑖𝑛(7𝑥) = 7(cos(𝑥))6(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 35(cos(𝑥))4(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
3
+ 21(cos(𝑥))2(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
− (𝑠𝑖𝑛(𝑥))7 

= 7(cos²(𝑥))3(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 35(cos²(𝑥))2(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
3
+ 21(cos(𝑥))2(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
− (𝑠𝑖𝑛(𝑥))7  

= 7(1 − sin²(𝑥))3(𝑠𝑖𝑛(𝑥)) − 35(1 − sin²(𝑥))2(𝑠𝑖𝑛(𝑥))
3
+ 21(1 − sin²(𝑥))(𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
− (𝑠𝑖𝑛(𝑥))7  

= 7[1 − 3sin²(𝑥) + 3𝑠𝑖𝑛4(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛6(𝑥)]sin (𝑥) − 35[1 − 2sin2(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)]𝑠𝑖𝑛3(𝑥 + 21[1 − sin2(𝑥)]𝑠𝑖𝑛5(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛7(𝑥)  
= 7(𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 3sin3(𝑥) + 3𝑠𝑖𝑛5(𝑥) − 𝑠𝑖𝑛7(𝑥)) − 35(𝑠𝑖𝑛3(𝑥) − 2sin5(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛7(𝑥)) + 21(sin5(𝑥) − sin7(𝑥)) − sin7(𝑥) . 
𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖,  𝑠𝑖𝑛(7𝑥) = 7 sin(𝑥) − 56𝑠𝑖𝑛3(𝑥) + 112𝑠𝑖𝑛5(𝑥) − 64𝑠𝑖𝑛7(𝑥) = 𝑃(sin(𝑥)) où 𝑃(𝑡) = −64𝑡7 + 112𝑡5 − 56𝑡3 + 7𝑡.   

 
Retrouver la relation entre 𝑐𝑜𝑠(3𝑡), 𝑐𝑜𝑠3(𝑡)𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑡). 

𝑐𝑜𝑠3(𝑡) = (
𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡

2
)

3

=
1

8
(𝑒𝑖3𝑡 + 3𝑒−𝑖𝑡𝑒2𝑖𝑡 + 3𝑒𝑖𝑡𝑒−2𝑖𝑡 + 𝑒−3𝑖𝑡) =

1

8
(𝑒𝑖3𝑡 + 3𝑒𝑖𝑡 + 3𝑒−𝑖𝑡 + 𝑒−3𝑖𝑡) =

1

8
(2 cos(3𝑡) + 6cos (𝑡)) =

1

4
(cos(3𝑡) + 3𝑐𝑜𝑠𝑡(𝑡)) 

Calculer  𝐼 = ∫ cos(3𝑡) 𝑠𝑖𝑛5(2𝑡)𝑑𝑡
𝜋

3
0

 . 

2 > 1 > (
1

𝑛
)

1

𝑛−1
  Donc 𝜑 est strictement croissante 𝑠𝑢𝑟 [2, +∞[.   

𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒 𝜑(2) > 0, ∀𝑡 ≥ 2, 𝜑(𝑡) > 0.  
Alors par contraposée, puisque  𝜑(|𝑧|) ≤ 0, nécessairement |𝑧| < 2.  



cos(3𝑡) 𝑠𝑖𝑛5(2𝑡) =⏞
𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟

(
𝑒𝑖3𝑡 + 𝑒−𝑖3𝑡

2
)(
𝑒𝑖2𝑡 − 𝑒−𝑖2𝑡

2𝑖
)

5

=
1

2(2𝑖)5
(𝑒𝑖3𝑡 + 𝑒−𝑖3𝑡)(𝑒𝑖2𝑡 − 𝑒−𝑖2𝑡)5 

=⏞
𝐹𝐵𝑁 1

26𝑖4𝑖
(𝑒𝑖3𝑡 + 𝑒−𝑖3𝑡)[(𝑒𝑖2𝑡)5 + 5(𝑒𝑖2𝑡)4(−𝑒−𝑖2𝑡)1 + 10(𝑒𝑖2𝑡)3(−𝑒−𝑖2𝑡)2 + 10(𝑒𝑖2𝑡)2(−𝑒−𝑖2𝑡)3 + 5(𝑒𝑖2𝑡)1(−𝑒−𝑖2𝑡)4 + (−𝑒−𝑖2𝑡)5] 

=
1

26𝑖
(𝑒𝑖3𝑡 + 𝑒−𝑖3𝑡)(𝑒𝑖10𝑡 − 5𝑒𝑖6𝑡 + 10𝑒𝑖2𝑡 − 10 𝑒−𝑖2𝑡 + 5𝑒−𝑖6𝑡 − 𝑒−𝑖10𝑡) 

=
1

26𝑖
(𝑒𝑖13𝑡 − 5𝑒𝑖9𝑡 + 10𝑒𝑖5𝑡 − 10 𝑒𝑖𝑡 + 5𝑒−𝑖3𝑡 − 𝑒−𝑖7𝑡 + 𝑒𝑖7𝑡 − 5𝑒𝑖3𝑡 + 10𝑒−𝑖𝑡 − 10𝑒−𝑖5𝑡  + 5𝑒−𝑖9𝑡 − 𝑒−𝑖13𝑡) 

=
1

26𝑖
(𝑒𝑖13𝑡 − 5𝑒𝑖9𝑡 + 10𝑒𝑖5𝑡 − 10 𝑒𝑖𝑡 + 5𝑒−𝑖3𝑡 − 𝑒−𝑖7𝑡 + 𝑒𝑖7𝑡 − 5𝑒𝑖3𝑡 + 10𝑒−𝑖𝑡 − 10𝑒−𝑖5𝑡  + 5𝑒−𝑖9𝑡 − 𝑒−𝑖13𝑡) 

=⏞
𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 1

26𝑖
[2𝑖𝑠𝑖𝑛(13𝑡) − 10𝑖𝑠𝑖𝑛(9𝑡) + 20𝑖 sin(5𝑡) − 10𝑖sin (3𝑡) − 20𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 2𝑖𝑠𝑖𝑛(7𝑡)] 

=
1

25
[𝑠𝑖𝑛(13𝑡) − 5𝑠𝑖𝑛(9𝑡) + 10 sin(5𝑡) − 5sin (3𝑡) − 10𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛(7𝑡)] 

Donc, 𝐼 = ∫
1

25
[𝑠𝑖𝑛(13𝑡) − 5𝑠𝑖𝑛(9𝑡) + 10 sin(5𝑡) − 5sin (3𝑡) − 10𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛(7𝑡)]𝑑𝑡

𝜋

3
0

  

𝐼 =
1

25
[−

1

13
𝑐𝑜𝑠(13𝑡) +

5

9
𝑐𝑜𝑠(9𝑡) − 2 cos(5𝑡) +

5

3
cos(3𝑡) + 10𝑐𝑜𝑠(𝑡) −

1

7
𝑐𝑜𝑠(7𝑡)]

0

𝜋
3  

𝐼 =
1

25
[−

1

13
𝑐𝑜𝑠 (13

𝜋

3
) +

5

9
𝑐𝑜𝑠 (9

𝜋

3
) − 2 cos (5

𝜋

3
) +

5

3
cos (3

𝜋

3
) + 10𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

3
) −

1

7
𝑐𝑜𝑠 (7

𝜋

3
) − (−

1

13
+
5

9
− 2 +

5

3
+ 10 −

1

7
)]  

𝐼 =
1

25
[−

1

13
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

3
) −

5

9
− 2 cos (

𝜋

3
) −

5

3
+ 10𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

3
) −

1

7
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

3
) − (−

1

13
+
5

9
+
5

3
+ 8 −

1

7
)]  

𝐼 =
1

25
[(−

1

13
−
1

7
+ 8 )

1

2
− 

5

9
−
5

3
+ (

1

13
−
5

9
−
5

3
− 8 +

1

7
)] =

1

25
[
1

26
− 4+

1

14
−
40

9
] =  −

3413

13104
  

 
Soit 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 des réels, 𝑛 un entier naturel non nul.  Calculer les sommes suivantes :  

1. 𝑆𝑛 = ∑ sin(
𝑘

𝑛
𝜋)𝑛

𝑘=1 . En déduire lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛

𝑛
. 

2. 𝑅𝑛 = ∑ sin (𝑘𝑥 + 𝑦)𝑛
𝑘=1    

3.   𝑆 = 𝑐𝑜𝑠 (
3𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

5𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

7𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

9𝜋

11
).  

4. 𝑈𝑛 = ∑
sin(𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=1      

5.  𝑋𝑛 = ∑
1

2𝑘+1
𝑠𝑖𝑛 (

𝑘𝜋

3
)𝑛−1

𝑘=1 .  

6. 𝑉𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0   

7. 𝑆𝑛 = ∑ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0   

8. 𝑇𝑛 = ∑ 𝑐𝑜𝑠3(𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0   

9. 𝑊𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛²(𝑘𝑥)𝑛

𝑘=1 .  

1. 𝑆𝑛 = ∑ sin(
𝑘

𝑛
𝜋)𝑛

𝑘=1 = ∑ 𝐼𝑚 (𝑒𝑖
𝑘

𝑛
𝜋)𝑛

𝑘=1 = 𝐼𝑚 [∑ (𝑒𝑖
𝜋

𝑛 )𝑘 𝑛
𝑘=1 ]. Or, ∑ (𝑒𝑖

𝜋

𝑛 )𝑘 𝑛
𝑘=1 = {

𝑛 𝑠𝑖 𝑒𝑖
𝜋

𝑛 = 1 

(𝑒
𝑖
𝜋
𝑛)
𝑛

−1

𝑒
𝑖
𝜋
𝑛−1

𝑒𝑖
𝜋

𝑛 𝑠𝑖 𝑒𝑖
𝜋

𝑛 ≠ 1
𝑂𝑟,

𝜋

𝑛
≡ 0[2𝜋] ⟺ 𝜋 ≡ 0[2𝑛𝜋]⏟      

𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒

.  

∑ (𝑒𝑖
𝜋

𝑛 )𝑘 𝑛
𝑘=1 =

𝑒𝑖𝜋−1

𝑒
𝑖
𝜋
2𝑛(2𝑖𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2𝑛
))
𝑒𝑖
𝜋

𝑛  =
−2

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
𝑒𝑖

𝜋

2𝑛 =
1

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
𝑒𝑖
(
𝜋

2𝑛
+
𝜋

2
)
=

1

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
cos (

𝜋

2𝑛
+
𝜋

2
) + 𝑖

1

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
sin (

𝜋

2𝑛
+
𝜋

2
)  

∑ (𝑒𝑖
𝜋

𝑛 )𝑘 𝑛
𝑘=1 =

1

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
(−sin (

𝜋

2𝑛
)) + 𝑖

1

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2𝑛
)
cos (

𝜋

2𝑛
) = −1+ 𝑖𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

2𝑛
).   Ainsi,  𝑆𝑛 = 𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

2𝑛
).   

𝑆𝑛

𝑛
=

1

𝑛𝑡𝑎𝑛(
𝜋

2𝑛
)
=

2

𝜋
[

𝜋

2𝑛

𝑡𝑎𝑛(
𝜋

2𝑛
)
]. Comme {

lim
𝑛→+∞

𝜋

2𝑛
= 0

lim
𝑥→0

tan (𝑥)

𝑥
= 1 𝑑𝑜𝑛𝑐 lim

𝑥→0

x

tan (𝑥)
=

1

1
= 1

,  je peux conclure , en composant, que lim
𝑛→+∞

𝜋

2𝑛

𝑡𝑎𝑛(
𝜋

2𝑛
)
= 1 𝑒𝑡 𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 lim

𝑛→+∞

𝑆𝑛

𝑛
=

2

𝜋
.  

2. 𝑅𝑛 = ∑ sin(𝑘𝑥 + 𝑦)𝑛
𝑘=1 = ∑ Im(𝑒𝑖(𝑘𝑥+𝑦)) =𝑛

𝑘=1 𝐼𝑚(∑ 𝑒𝑖(𝑘𝑥+𝑦)𝑛
𝑘=1 ). Or, ∑ 𝑒𝑖(𝑘𝑥+𝑦)𝑛

𝑘=1 = ∑ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑖𝑦𝑛
𝑘=1 ∑ (𝑒𝑖𝑥)𝑘 = 𝑒𝑖𝑦 × {

(𝑒𝑖𝑥)
𝑛
−1

𝑒𝑖𝑥−1
𝑒𝑖𝑥  𝑠𝑖 𝑒𝑖𝑥 ≠ 1

𝑛 𝑠𝑖 𝑒𝑖𝑥 = 1

𝑛
𝑘=1  .  

Or, 𝑒𝑖𝑥 = 1 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ, 𝑥 = 2𝑘𝜋.  

1er cas : ∀𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 ≠ 𝟐𝒌𝝅. ∑ 𝑒𝑖(𝑘𝑥+𝑦)𝑛
𝑘=1 = 𝑒𝑖𝑦

(𝑒𝑖𝑥)
𝑛
−1

𝑒𝑖𝑥−1
𝑒𝑖𝑥 =

𝑒𝑖𝑛𝑥−1

𝑒𝑖𝑥−1
𝑒𝑖(𝑥+𝑦) =

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)𝑒
𝑖𝑛𝑥
2

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)𝑒
𝑖𝑥
2

𝑒𝑖(𝑥+𝑦) =
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
𝑒𝑖
(
𝑛𝑥

2
−
𝑥

2
+𝑥+𝑦) =

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
𝑒𝑖
(
(𝑛+1)

2
𝑥+𝑦).  

Donc, 𝑅𝑛 =
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝑥

2
)

𝑠𝑖𝑛(
𝑥

2
)
cos ((

(𝑛+1)

2
𝑥 + 𝑦)).  

2ème cas : ∃𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 = 𝟐𝒌𝝅. ∑ 𝑒𝑖(𝑘𝑥+𝑦)𝑛
𝑘=1 = 𝑛𝑒𝑖𝑦. Donc, 𝑅𝑛 = 𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑦). 

3.  𝑆 = 𝑐𝑜𝑠 (
3𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

5𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

7𝜋

11
) + 𝑐𝑜𝑠 (

9𝜋

11
) = ∑ cos (

(2𝑘+1)𝜋

11

4
𝑘=1 ) = ∑ Re(𝑒𝑖

(2𝑘+1)𝜋

11 ) =4
𝑘=1 𝑅𝑒 (∑ 𝑒𝑖

(2𝑘+1)𝜋

114
𝑘=1 ). 

Et ∑ 𝑒𝑖
(2𝑘+1)𝜋

114
𝑘=1 = 𝑒𝑖

𝜋

11∑ (𝑒𝑖
2𝜋

11)
𝑘

4
𝑘=1 = 𝑒𝑖

𝜋

11 
(𝑒𝑖

2𝜋

11
)
4
−1

𝑒
𝑖
2𝜋
11−1

𝑒𝑖
2𝜋

11 = 
(𝑒𝑖

8𝜋

11
) −1

𝑒
𝑖
2𝜋
11−1

𝑒𝑖
3𝜋

11 =
2𝑖𝑠𝑖𝑛(

4𝜋

11
) (𝑒𝑖

4𝜋

11
)

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝜋

11
) (𝑒𝑖

𝜋

11
)
𝑒𝑖
3𝜋

11 =
𝑠𝑖𝑛(

4𝜋

11
) 

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

11
) 
𝑒𝑖
6𝜋

11 . Donc, 𝑆 =
sin(

4𝜋

11
)

sin(
𝜋

11
)
cos (

6𝜋

11
). 

.   

4.  𝑆𝑛 = ∑ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =⏞

𝑗𝑒 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑠𝑖𝑛²(𝑘𝑥)

𝑎𝑣𝑒𝑐 cos(2𝜃)=1−2𝑠𝑖𝑛²(𝜃)
1

2
∑ [1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)]𝑛
𝑘=0 =

1

2
∑ 1𝑛
𝑘=0 −

1

2
∑ cos(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =

𝑛+1

2
−
1

2
𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ).   

𝑂𝑟, ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 = ∑ (𝑒2𝑖𝑥)𝑘𝑛

𝑘=0 = {
(𝑒2𝑖𝑥)

𝑛+1
−1

𝑒2𝑖𝑥−1
 𝑠𝑖 𝑒2𝑖𝑥 ≠ 1

𝑛 + 1 𝑠𝑖  𝑒2𝑖𝑥 = 1

.  De plus, 𝑒2𝑖𝑥 = 1⟺ 2𝑥 ≡ 0[2𝜋] ⟺ 𝑥 ≡ 0[𝜋].  

Si 𝑥 ≡ 0[𝜋] alors 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 ) = 𝑛 + 1 𝑒𝑡 𝑆𝑛 = 0. 

Si 𝑥 ≢ 0[𝜋] alors  ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 =

(𝑒2𝑖𝑥)
𝑛+1

−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=

𝑒2𝑖(𝑛+1)𝑥−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=

2𝑖 sin((𝑛+1)𝑥) 𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥

2𝑖sin (𝑥)𝑒𝑖𝑥
=

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
𝑒𝑖((𝑛+1)𝑥−𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
𝑒𝑖(𝑛𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
[cos(𝑛𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)].  

Donc, 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 ) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
cos(𝑛𝑥). Alors 𝑆𝑛 =

𝑛+1

2
−
1

2

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
cos(𝑛𝑥).  

5.  𝑇𝑛 = ∑ 𝑐𝑜𝑠3(𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 .  

Linéarisons 𝑐𝑜𝑠3(𝑘𝑥) : 

cos(3𝑘𝑥) =⏞
𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟

(
𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑒−𝑖𝑘𝑥

2
)
3

=⏞
𝐹𝐵𝑁

1

8
((𝑒𝑖𝑘𝑥)3 + 3(𝑒𝑖𝑘𝑥)2𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 3𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑒−𝑖𝑘𝑥)2 + (𝑒−𝑖𝑘𝑥)3) =

1

8
(𝑒𝑖3𝑘𝑥 + 3𝑒𝑖𝑘𝑥 + 3𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑒−3𝑖𝑘𝑥) =

1

8
(2 cos(3𝑘𝑥) + 6 cos(𝑘𝑥))  

cos(3𝑘𝑥) =
1

4
(cos(3𝑘𝑥) + 3 cos(𝑘𝑥)) .  

Donc, 𝑇𝑛 = ∑
1

4
(cos(3𝑘𝑥) + 3 cos(𝑘𝑥))𝑛−1

𝑘=0 =
1

4
∑ cos(3𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 +

3

4
∑ cos(𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 .  

Calculons plus généralement 𝑺(𝜽) = ∑ 𝐜𝐨𝐬(𝒌𝜽)𝒏−𝟏
𝒌=𝟎  :  

∑𝐼𝑚(𝑧𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝐼𝑚 [∑𝑧𝑘 

𝑛

𝑘=1

] 

∑𝑅𝑒(𝑧𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑅𝑒 [∑𝑧𝑘 

𝑛

𝑘=1

] 

 

𝑒𝑖𝜃 + 1 = 2 cos (
𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2    

𝑒𝑖𝜃 − 1 = 2 𝑖sin (
𝜃

2
) 𝑒𝑖

𝜃
2  



∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 = ∑ Re(𝑒𝑖𝑘𝜃)𝑛−1

𝑘=0 = 𝑅𝑒[∑ 𝑒𝑖𝑘𝜃𝑛−1
𝑘=0 ] et ∑ 𝑒𝑖𝑘𝜃𝑛−1

𝑘=0 = ∑ (𝑒𝑖𝜃)
𝑘𝑛−1

𝑘=0 = {
(𝑒𝑖𝜃)

𝑛
−1

𝑒𝑖𝜃−1
    𝑠𝑖 𝑒𝑖𝜃 ≠ 1

𝑛    𝑠𝑖 𝑒𝑖𝜃 = 1
. Or, 𝑒𝑖𝜃 = 1 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝜃 = 2𝑘𝜋 

1er cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝜽 = 𝟐𝒌𝝅. Alors, ∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 = 𝑛 

2ème cas : ∀𝒌 ∈ ℤ, 𝜽 ≠ 𝟐𝒌𝝅. Alors, 
(𝑒𝑖𝜃)

𝑛
−1

𝑒𝑖𝜃−1
=

𝑒𝑖𝑛𝜃−1

𝑒𝑖𝜃−1
=

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜃

2
)𝑒
𝑖𝑛𝜃
2

2isin(
θ

2
) 𝑒

𝑖𝜃
2

=
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝜃

2
)

sin(
θ

2
) 
𝑒
𝑖(𝑛−1)𝜃

2 ; 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 =

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜃

2
)

sin(
θ

2
) 
cos (

(𝑛−1)𝜃

2
).  

Retour à 𝑻𝒏 : 

1er cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝒙 = 𝟐𝒌𝝅.  Alors 3𝑥 = 2𝑘𝜋 donc  𝑇𝑛 =
1

4
𝑛 +

3

4
𝑛 = 𝑛. 

2ème cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝟑𝒙 = 𝟐𝒌𝝅  𝒆𝒕 ∀𝒑 ∈ ℤ/𝒙 ≠ 𝟐𝒑𝝅.   Alors 𝑇𝑛 =
1

4
𝑛 +

3

4

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

sin(
x

2
) 
cos (

(𝑛−1)𝑥

2
). 

3ème cas :  ∀𝒑 ∈ ℤ/𝟑𝒙 ≠ 𝟐𝒌𝝅  𝒆𝒕 𝒙 ≠ 𝟐𝒑𝝅.   Alors 𝑇𝑛 =
1

4

𝑠𝑖𝑛(
3𝑛𝑥

2
)

sin(
3x

2
) 
cos (

3(𝑛−1)𝑥

2
) +

3

4

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

sin(
x

2
) 
cos (

(𝑛−1)𝑥

2
). 

6.  𝑈𝑛 = ∑
sin(𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 = ∑

Im(𝑒𝑖𝑘𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 =⏞

𝑐𝑎𝑟
1

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
∈ℝ 

∑ Im(
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
) =𝑛−1

𝑘=0 𝐼𝑚 (∑
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛
𝑘=1 ).     

∑
𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑘(𝑥)
𝑛−1
𝑘=0 = ∑ (

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)
𝑘

𝑛−1
𝑘=0 =

{
 
 

 
 (

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)

𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

   𝑠𝑖 
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
≠ 1

𝑛   𝑠𝑖 
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= 1

. Or 
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= 1⟺ 𝑒𝑖𝑥 = cos(𝑥) ⟺ cos(𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑥) = cos(𝑥) ⟺ sin(𝑥) = 0 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑥 = 𝑘𝜋. 

1er cas : ∀𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 ≠ 𝒌𝝅 . 

 
(
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)

𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

 =
𝑒𝑖𝑛𝑥

(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛
−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1
 =

𝑒𝑖𝑛𝑥−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛

𝑒𝑖𝑥−cos(𝑥)

1

(cos(𝑥))𝑛−1
=

1

(cos(𝑥))𝑛−1

cos(n𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

cos(𝑥)+isin(x)−cos(𝑥)
=

1

(cos(𝑥))𝑛−1

cos(n𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛+𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑖sin(x)
 

(
𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
)

𝑛

−1

𝑒𝑖𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
−1

 =⏞

𝑐𝑎𝑟 
1

𝑖
=−𝑖

1

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
(−𝑖)[cos(n𝑥) − (𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛 + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)] =

1

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
[sin(𝑛𝑥) − 𝑖(cos(n𝑥) − (𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛)].   Donc, 𝑈𝑛 =

cos(𝑛𝑥)−(𝑐𝑜𝑠(𝑥))𝑛

sin(𝑥) (cos(𝑥))𝑛−1
.  

2ème cas : ∃𝒌 ∈ ℤ, 𝒙 = 𝒌𝝅. 𝑈𝑛 = 𝐼𝑚(𝑛) = 0. 

7. 𝑋𝑛 = ∑
1

2𝑘+1
𝑠𝑖𝑛 (

𝑘𝜋

3
)𝑛−1

𝑘=1 = ∑
1

2𝑘+1
𝐼𝑚 (𝑒𝑖

𝑘𝜋

3 )𝑛−1
𝑘=1 =⏞

𝑐𝑎𝑟 
1

2𝑘+1
∈ℝ 

∑ 𝐼𝑚 (
1

2𝑘+1
𝑒𝑖
𝑘𝜋

3 )𝑛−1
𝑘=1 = 𝐼𝑚(∑

1

2𝑘+1
𝑒𝑖
𝑘𝜋

3𝑛−1
𝑘=1 ).  

Or, ∑
1

2𝑘+1
𝑒𝑖
𝑘𝜋

3𝑛−1
𝑘=1 =

1

2
∑

1

2𝑘
(𝑒𝑖

𝜋

3)
𝑘

𝑛−1
𝑘=1 =

1

2
∑ (

𝑒
𝑖
𝜋
3

2
)

𝑘

𝑛−1
𝑘=1 =

1

2

[
 
 
 
 (𝑒

𝑖
𝜋
3

2
)

𝑛−1

−1

(
𝑒
𝑖
𝜋
3

2
)−1

]
 
 
 
 
𝑒
𝑖
𝜋
3

2
=

1

2𝑛

(𝑒
𝑖
𝜋
3)
𝑛

−2𝑛−1𝑒
𝑖
𝜋
3

𝑒
𝑖
𝜋
3−2

=
1

2𝑛

(𝑒
𝑖
𝜋
3)
𝑛

−2𝑛−1𝑒
𝑖
𝜋
3

𝑒
𝑖
𝜋
3−2

=
1

2𝑛

[(𝑒
𝑖
𝜋
3)
𝑛

−2𝑛−1𝑒
𝑖
𝜋
3][𝑒

−𝑖
𝜋
3−2]

|𝑒
𝑖
𝜋
3−2|

2  

=⏟

𝑒
𝑖
𝜋
3−2 = 

1

2
+𝑖
√3

2
−2 = 

−3

2
+𝑖
√3

2

𝑑𝑜𝑛𝑐 |𝑒
𝑖
𝜋
3−2|

2

= 
9

4
+
3

4
 = 
12

4
 = 3

  
1

2𝑛

(𝑒
𝑖
𝜋
3)
𝑛−1

−2(𝑒
𝑖
𝜋
3)
𝑛

−2𝑛−1+2𝑛𝑒
𝑖
𝜋
3

3
=

1

3×2𝑛
 [𝑒𝑖

(𝑛−1)
𝜋

3 − 2𝑒𝑖𝑛
𝜋

3 − 2𝑛−1 + 2𝑛𝑒𝑖
𝜋

3].  

Donc 𝑋𝑛 =
1

3×2𝑛
 [sin ((𝑛 − 1)

𝜋

3
) − 2 sin (𝑛

𝜋

3
) + 2𝑛 sin (

𝜋

3
)] =

1

3×2𝑛
 [sin ((𝑛 − 1)

𝜋

3
) − 2 sin (𝑛

𝜋

3
) + 2𝑛−1√3].  

Vérification : 𝑋2 = ∑
1

2𝑘+1
𝑠𝑖𝑛 (

𝑘𝜋

3
)1

𝑘=1 =
1

22
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

3
) =

√3

8
  et 

1

3×22
 [sin (

𝜋

3
) − 2 sin (2

𝜋

3
) + 2√3] =

1

3×4
 [
3√3

2
] =

√3

8
.  Ok !! 

𝑋3 = ∑
1

2𝑘+1
𝑠𝑖𝑛 (

𝑘𝜋

3
)2

𝑘=1 =
1

22
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

3
) +

1

23
𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋

3
) =

√3

8
+
√3

16
=

3√3

16
 et 

1

3×23
 [sin (2

𝜋

3
) − 2 sin (3

𝜋

3
) + 2²√3] =

1

3×8
 [9

√3

2
] =

3√3

16
.  Ok !! 

8. 𝑉𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 𝑅𝑒(𝑒𝑖2𝑘𝑥) =⏞

𝑐𝑎𝑟 (
𝑛
𝑘
)∈ℝ 

∑ 𝑅𝑒 ((
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 = 𝑅𝑒 (∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ).   

∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑒𝑖2𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
) (𝑒𝑖2𝑥)𝑘𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
) (𝑒𝑖2𝑥)𝑘𝑛

𝑘=0 1𝑛−𝑘 =⏞
𝐹𝐵𝑁

(1 + 𝑒𝑖2𝑥)𝑛 = (2cos(𝑥) 𝑒𝑖𝑥)𝑛 = 2𝑛 cos(𝑥)𝑛 𝑒𝑖𝑛𝑥. Donc, 𝑉𝑛 = 2
𝑛 cos(𝑥)𝑛 cos (𝑛𝑥).  

9. 𝑆𝑛 = ∑ 𝑠𝑖𝑛2(𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =⏞

𝑗𝑒 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑟𝑖𝑠𝑒

𝑠𝑖𝑛²(𝑘𝑥)

𝑎𝑣𝑒𝑐 cos(2𝜃)=1−2𝑠𝑖𝑛²(𝜃)
1

2
∑ [1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)]𝑛
𝑘=0 =

1

2
∑ 1𝑛
𝑘=0 −

1

2
∑ cos(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=0 =

𝑛+1

2
−
1

2
𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛

𝑘=0 ).   

𝑂𝑟, ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 = ∑ (𝑒2𝑖𝑥)𝑘𝑛

𝑘=0 = {
(𝑒2𝑖𝑥)

𝑛+1
−1

𝑒2𝑖𝑥−1
 𝑠𝑖 𝑒2𝑖𝑥 ≠ 1

𝑛 + 1 𝑠𝑖  𝑒2𝑖𝑥 = 1

.  De plus, 𝑒2𝑖𝑥 = 1⟺ 2𝑥 ≡ 0[2𝜋] ⟺ 𝑥 ≡ 0[𝜋].  

Si 𝑥 ≡ 0[𝜋] alors 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 ) = 𝑛 + 1 𝑒𝑡 𝑆𝑛 = 0. 

Si 𝑥 ≢ 0[𝜋] alors  ∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 =

(𝑒2𝑖𝑥)
𝑛+1

−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=

𝑒2𝑖(𝑛+1)𝑥−1

𝑒2𝑖𝑥−1
=

2𝑖 sin((𝑛+1)𝑥) 𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥

2𝑖sin (𝑥)𝑒𝑖𝑥
=

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
𝑒𝑖((𝑛+1)𝑥−𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
𝑒𝑖(𝑛𝑥) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
[cos(𝑛𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)].  

Donc, 𝑅𝑒(∑ 𝑒2𝑖𝑘𝑥𝑛
𝑘=0 ) =

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin (𝑥)
cos(𝑛𝑥). Alors 𝑆𝑛 =

𝑛+1

2
−
1

2

sin((𝑛+1)𝑥) 

sin(𝑥)
cos(𝑛𝑥).  

10.  𝑇𝑛 = ∑ 𝑐𝑜𝑠3(𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 .  ∙Linéarisons 𝒄𝒐𝒔𝟑(𝒌𝒙) : 

cos(3𝑘𝑥) =⏞
𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟

(
𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑒−𝑖𝑘𝑥

2
)
3

=⏞
𝐹𝐵𝑁

1

8
((𝑒𝑖𝑘𝑥)3 + 3(𝑒𝑖𝑘𝑥)2𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 3𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑒−𝑖𝑘𝑥)2 + (𝑒−𝑖𝑘𝑥)3) =

1

8
(𝑒𝑖3𝑘𝑥 + 3𝑒𝑖𝑘𝑥 + 3𝑒−𝑖𝑘𝑥 + 𝑒−3𝑖𝑘𝑥) =

1

8
(2 cos(3𝑘𝑥) + 6 cos(𝑘𝑥))  

cos(3𝑘𝑥) =
1

4
(cos(3𝑘𝑥) + 3 cos(𝑘𝑥)) .  

Donc, 𝑇𝑛 = ∑
1

4
(cos(3𝑘𝑥) + 3 cos(𝑘𝑥))𝑛−1

𝑘=0 =
1

4
∑ cos(3𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 +

3

4
∑ cos(𝑘𝑥)𝑛−1
𝑘=0 .  

∙Calculons plus généralement 𝑺(𝜽) = ∑ 𝐜𝐨𝐬(𝒌𝜽)𝒏−𝟏
𝒌=𝟎  :  

∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 = ∑ Re(𝑒𝑖𝑘𝜃)𝑛−1

𝑘=0 = 𝑅𝑒[∑ 𝑒𝑖𝑘𝜃𝑛−1
𝑘=0 ] et ∑ 𝑒𝑖𝑘𝜃𝑛−1

𝑘=0 = ∑ (𝑒𝑖𝜃)
𝑘𝑛−1

𝑘=0 = {
(𝑒𝑖𝜃)

𝑛
−1

𝑒𝑖𝜃−1
    𝑠𝑖 𝑒𝑖𝜃 ≠ 1

𝑛    𝑠𝑖 𝑒𝑖𝜃 = 1
. Or, 𝑒𝑖𝜃 = 1 ⟺ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝜃 = 2𝑘𝜋 

1er cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝜽 = 𝟐𝒌𝝅. Alors, ∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 = 𝑛 

2ème cas : ∀𝒌 ∈ ℤ, 𝜽 ≠ 𝟐𝒌𝝅. Alors, 
(𝑒𝑖𝜃)

𝑛
−1

𝑒𝑖𝜃−1
=

𝑒𝑖𝑛𝜃−1

𝑒𝑖𝜃−1
=

2𝑖𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜃

2
)𝑒
𝑖𝑛𝜃
2

2isin(
θ

2
) 𝑒

𝑖𝜃
2

=
𝑠𝑖𝑛(

𝑛𝜃

2
)

sin(
θ

2
) 
𝑒
𝑖(𝑛−1)𝜃

2 ; 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∑ cos(𝑘𝜃)𝑛−1
𝑘=0 =

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝜃

2
)

sin(
θ

2
) 
cos (

(𝑛−1)𝜃

2
).  

Retour à 𝑻𝒏 : 

1er cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝒙 = 𝟐𝒌𝝅.  Alors 3𝑥 = 2𝑘𝜋 donc  𝑇𝑛 =
1

4
𝑛 +

3

4
𝑛 = 𝑛. 

2ème cas : ∃𝒌 ∈ ℤ/𝟑𝒙 = 𝟐𝒌𝝅  𝒆𝒕 ∀𝒑 ∈ ℤ/𝒙 ≠ 𝟐𝒑𝝅.   Alors 𝑇𝑛 =
1

4
𝑛 +

3

4

𝑠𝑖𝑛(
𝑛𝑥

2
)

sin(
x

2
) 
cos (

(𝑛−1)𝑥

2
). 

si 𝜶 ∈ ℝ et 𝒛 ∈ ℂ,  
alors 

𝑹𝒆(𝜶𝒛) = 𝜶𝑹𝒆(𝒛) 
et 𝑰𝒎(𝜶𝒛) = 𝜶𝑰𝒎(𝒛). 

si 𝜶 ∈ ℝ et 𝒛 ∈ ℂ,  
alors 

𝑹𝒆(𝜶𝒛) = 𝜶𝑹𝒆(𝒛) 
et 𝑰𝒎(𝜶𝒛) = 𝜶𝑰𝒎(𝒛). 



11. 𝑊𝑛 =⏟
𝑐𝑎𝑟

𝑙𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 
𝑘=0 
𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑢𝑙.

∑ (
𝑛
𝑘
) 𝑠𝑖𝑛²(𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 = ∑ (
𝑛
𝑘
)
1−cos(2𝑘𝑥)

2

𝑛
𝑘=0 =

1

2
∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 −
1

2
∑ (

𝑛
𝑘
) cos(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 =
1

2
[∑ (

𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0 ] −
1

2
[∑ (

𝑛
𝑘
) 𝑐𝑜𝑠(2𝑘𝑥)𝑛

𝑘=0 ] 

𝑊𝑛 =
1

2
[2𝑛] +

1

2
[2𝑛 cos(2𝑥)𝑛 cos(2𝑛𝑥) ] = 2𝑛−1 + 2𝑛 cos(2𝑥)𝑛−1 cos(2𝑛𝑥) 

1) Calculer de deux manières (1 + 𝑖)𝑛 et en déduire : 𝑆𝑛 = ∑ (
𝑛
2𝑘
) (−1)𝑘0≤2𝑘≤𝑛   et  𝑇𝑛 = ∑ (

𝑛
2𝑘 + 1

) (−1)𝑘0≤2𝑘+1≤𝑛 .  

2) On pose 𝑗 = 𝑒2𝑖
𝜋

3  .   
a. Calculer 1 + 𝑗 + 𝑗2 𝑒𝑡  𝑗𝑝 suivant les valeurs de l’entier naturel 𝑝 puis placer les points 𝑀𝑝 d’affixe 𝑗𝑝 dans le plan complexe.  

b. En déduire les valeurs des sommes : 𝑈𝑛 = ∑ (
3𝑛
3𝑘
)0≤𝑘≤𝑛    ,   𝑉𝑛 = ∑ (

3𝑛
3𝑘 + 1

)0≤𝑘≤𝑛  et   𝑊𝑛 = ∑ (
3𝑛

3𝑘 + 2
)0≤𝑘≤𝑛 .  

1) D’une part, 𝑧 = (1 + 𝑖)𝑛 = (√2𝑒
𝑖
𝜋

4)
𝑛

= (√2)
𝑛
𝑒𝑖
𝑛𝜋

4 = (√2)
𝑛
cos (

𝑛𝜋

4
) + 𝑖 (√2)

𝑛
sin (

𝑛𝜋

4
) . Donc (√2)

𝑛
cos (

𝑛𝜋

4
) = 𝑅𝑒(𝑧)𝑒𝑡 (√2)

𝑛
sin (

𝑛𝜋

4
) = 𝐼𝑚(𝑧). 

D’autre part, 𝑧 = (1 + 𝑖)𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑝)

𝑛
𝑝=0 𝑖𝑝 = ∑ (

𝑛
𝑝)

𝑛
𝑝=0
𝑝 𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑖𝑝 + ∑ (
𝑛
𝑝)

𝑛
𝑝=0

𝑝 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑖𝑝 = ∑ (
𝑛
2𝑘
)

⌊
𝑛

2
⌋

𝑘=0 𝑖2𝑘 + ∑ (
𝑛

2𝑘 + 1
)

⌊
𝑛−1

2
⌋

𝑘=0
𝑖2𝑘+1 

𝑧 = (1 + 𝑖)𝑛 = ∑ (
𝑛
2𝑘
)

⌊
𝑛

2
⌋

𝑘=0 (−1)𝑘 + ∑ (
𝑛

2𝑘 + 1
)

⌊
𝑛−1

2
⌋

𝑘=0
(−1)𝑘𝑖 = 𝑆𝑛 + 𝑖𝑇𝑛. Comme 𝑆𝑛 𝑒𝑡 𝑇𝑛 sont des réels, 𝑆𝑛 = 𝑅𝑒(𝑧) 𝑒𝑡 𝑇𝑛 = 𝐼𝑚(𝑧). Alors par unicité des parties réelle et imaginaire 

d’un complexe, 𝑆𝑛 = (√2)
𝑛
cos (

𝑛𝜋

4
) et 𝑇𝑛 = (√2)

𝑛
sin (

𝑛𝜋

4
).  

 
2)  

a.  𝑗𝑝 = 𝑒2𝑖𝑝
𝜋

3 = {

1    𝑠𝑖 𝑝 ≡ 0[3]   

𝑒2𝑖
𝜋

3  𝑠𝑖 𝑝 ≡ 1[3]

𝑒4𝑖
𝜋

3  𝑠𝑖 𝑝 ≡ 2[3]

 = {

1    𝑠𝑖 𝑝 ≡ 0[3]   
𝑗 𝑠𝑖 𝑝 ≡ 1[3]

𝑗² 𝑠𝑖 𝑝 ≡ 2[3]

 .  

b. (1 + 𝑗)3𝑛 = ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0 𝑗𝑝 = ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡0[3]

𝑗𝑝 + ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡1[3]

𝑗𝑝 + ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡2[3]

𝑗𝑝 = ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡0[3]

+ ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡1[3]

𝑗 + ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0

𝑝≡2[3]

𝑗² 

(−𝑗²)3𝑛 = 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛𝑗 +𝑊𝑛𝑗² .Donc,  (−1)3𝑛𝑗6𝑛 = 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛𝑗 +𝑊𝑛𝑗² .  

Donc, (−1)𝑛 = 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛𝑗 +𝑊𝑛𝑗
2 = 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 (−

1

2
+ 𝑖

√3

2
) +𝑊𝑛 (−

1

2
− 𝑖

√3

2
) = 𝑈𝑛 −

1

2
𝑉𝑛 −

1

2
𝑊𝑛 + 𝑖

√3

2
[𝑉𝑛 −𝑊𝑛].Donc, par unicité des parties réelles et imaginaires d’un 

complexe, 𝑈𝑛 −
1

2
𝑉𝑛 −

1

2
𝑊𝑛 = (−1)

𝑛 et 𝑉𝑛 −𝑊𝑛 = 0. De plus, 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 +𝑊𝑛 = ∑ (
3𝑛
𝑝
)3𝑛

𝑝=0 = 23𝑛 = 8𝑛 . Ainsi 𝑈𝑛 , 𝑉𝑛 𝑒𝑡 𝑊𝑛 vérifient le système linéaire : 

{

𝑉𝑛 −𝑊𝑛 = 0.
𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 +𝑊𝑛 = 8

𝑛

𝑈𝑛 −
1

2
𝑉𝑛 −

1

2
𝑊𝑛 = (−1)

𝑛 
. Donc {

𝑉𝑛 = 𝑊𝑛.
𝑈𝑛 + 2𝑉𝑛 = 8

𝑛

𝑈𝑛 − 𝑉𝑛 = (−1)
𝑛 
Donc {

𝑉𝑛 = 𝑊𝑛.

3𝑉𝑛 = 8
𝑛 − (−1)𝑛

3𝑈𝑛 = 8
𝑛 + 2(−1)𝑛 

. Ainsi, 

{
 
 

 
 𝑉𝑛 =

1

3
[8𝑛 − (−1)𝑛].

𝑉𝑛 =
1

3
[8𝑛 − (−1)𝑛]

𝑈𝑛 =
1

3
[8𝑛 + 2(−1)𝑛] 

.

Soit 𝛼 un réel fixé . Déterminer le lieu géométrique des points 𝑀 d’affixe 𝑧 telle que :  
1. |2𝑧 − 𝑖𝑧 + 1| = 3  

2. |
2𝑖𝑧+1

1−2𝑖−(1+𝑖√3)𝑧
| = 1     

3. |
𝑧+1−𝑖

2𝑖−𝑧̅
| = 2              

4. 𝑎𝑟𝑔(𝑧̅ − 1) =


3
[]    

5. arg ((2𝑧̅ − 𝑖)(𝑖𝑧 − 1)) = 0[]    

6. 𝑎𝑟𝑔 (
𝑧̅−3𝑖

5+𝑖−𝑧̅
) =

𝜋

2
[2]      

7. 𝑎𝑟𝑔 (
1−(1−𝑖)𝑧

2+𝑖(𝑧−1)
 ) = −

𝜋

4
[2]  

 

8. 
𝑧+2+5𝑖

𝑧−3𝑖
∈ ℝ−∗           

9. 
2+𝑧̅

1−𝑧̅
∈ 𝑖ℝ. 

10. 𝑅𝑒 (
𝑖−𝑧

2𝑧+3−𝑖
) = 0        

2.   |2𝑧 − 𝑖𝑧 + 1| = 3 ⟺ |(2 − 𝑖)𝑧 + 1| = 3 ⟺ |(2 − 𝑖) [𝑧 +
1

2−𝑖
]| = 3 ⟺ |(2 − 𝑖)| |𝑧 +

1

2−𝑖
| = 3 ⟺ √5 |𝑧 +

1

2−𝑖
| = 3 ⟺ |𝑧 +

1

2−𝑖
| =

3

√5
 

⟺⏟

𝐴𝑓𝑓(𝐴)=
−1

2−𝑖
=−(

2+𝑖

5
)

𝑀𝐴 =
3

√5
⟺𝑀 appartient au cercle de centre 𝐴 et de rayon 

3

√5
. 

 
6. Soit 𝑀(𝑧) un point tel que : 𝑧̅ − 3𝑖 ≠ 0    𝑒𝑡   5 + 𝑖 − 𝑧̅ ≠ 0 i.e. 𝑧 ≠ −3𝑖 𝑒𝑡 𝑧 ≠ −5 − 𝑖  i.e.  

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧̅−3𝑖

5+𝑖−𝑧̅
) =

𝜋

2
[2] ⟺ 𝑎𝑟𝑔 (

𝑧̅−3𝑖

5+𝑖−𝑧̅
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= −

𝜋

2
[2] ⟺ arg(

𝑧−3𝑖

5+𝑖−𝑧
) = −

𝜋

2
[2] ⟺ (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −

𝜋

2
[2] ⟺ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) =

𝜋

2
[2] ⟺ 𝑀 ≠ 𝐵 𝑒𝑡 𝑀 ≠

𝐴 𝑒𝑡 𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑚𝑖 − 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑝é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒 𝑒𝑡 𝑑é𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡é 𝑝𝑎𝑟 [𝐴, 𝐵].    
 

7. 𝑎𝑟𝑔 (
1−(1−𝑖)𝑧

2+𝑖(𝑧−1)
 ) = −

𝜋

4
[2] ⟺ 1 − (1 − 𝑖)𝑧 ≠ 0𝑒𝑡 2 + 𝑖(𝑧 − 1)  ≠ 0 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔 (

1−𝑖

𝑖
×

1

1−𝑖
−𝑧

2

𝑖
−1+𝑧

 ) = −
𝜋

4
[2]   

⟺ 𝑧 ≠
1

(1−𝑖)
=

1+𝑖

2
 𝑒𝑡 𝑧 ≠ 1 + 2𝑖 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔((1 + 𝑖) ×

𝑧−
1+𝑖

2

𝑧−(1+2𝑖)
 ) = −

𝜋

4
[2]   

⟺ 𝑧 ≠
1+𝑖

2
 𝑒𝑡 𝑧 ≠ 1 + 2𝑖 𝑒𝑡 𝑎𝑟𝑔(1 + 𝑖 ) + arg(

𝑧−
1+𝑖

2

𝑧−(1+2𝑖)
) = −

𝜋

4
[2]   

⟺⏞

𝐴𝑓𝑓(𝐴)=(1+2𝑖)

𝐴𝑓𝑓(𝐵)=
1+𝑖

2

𝑀 ≠ 𝐵 𝑒𝑡 𝑀 ≠ 𝐴 𝑒𝑡 
𝜋

4
+ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −

𝜋

4
[2]     

⟺𝑀 ≠ 𝐵 𝑒𝑡 𝑀 ≠ 𝐴 𝑒𝑡 (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = −
𝜋

2
[2]   

⟺𝑀 ≠ 𝐵 𝑒𝑡 𝑀 ≠ 𝐴 𝑒𝑡 𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑚𝑖 − 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑝é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒 𝑒𝑡 𝑑é𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡é 𝑝𝑎𝑟 [𝐴, 𝐵].    

8. Soit 𝑧 un complexe tel que 1 − 2𝑖 − (1 + 𝑖√3)𝑧 ≠ 0 𝑖. 𝑒.  𝑧 =
1−2𝑖

(1+𝑖√3)
.  

|
2𝑖𝑧+1

1−2𝑖−(1+𝑖√3)𝑧
| = 1 ⟺ |

2𝑖(𝑧+
1

2𝑖
)

(1+𝑖√3)(
1−2𝑖

1+𝑖√3
−𝑧)
| = 1 ⟺

|2𝑖|

|1+𝑖√3|
|
𝑧+

1

2𝑖
1−2𝑖

1+𝑖√3
−𝑧
| = 1 ⟺⏞

|2𝑖|=2=|1+𝑖√3|

|
𝑧−

1

2
𝑖 

(
1

2
−√3)−(1+

√3

2
)𝑖−𝑧
| = 1  ⟺

|𝑧−
1

2
𝑖 |

|(
1−2√3

4
)−(

2+√3

4
)𝑖−𝑧|

= 1 ⟺⏞

𝐴𝑓𝑓(𝐴)=
1

2
𝑖

𝐴𝑓𝑓(𝐵)=(
1−2√3

4
)−(

2+√3

4
)𝑖

𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 1  

⟺𝑀𝐴 = 𝑀𝐵⟺ 𝑀 ∈ 𝑚𝑒𝑑[𝐴, 𝐵].   
 

9. Soit 𝑧 un complexe tel que : 𝑧 ≠ 3𝑖.   

   
𝑧+2+5𝑖

𝑧−3𝑖
∈ ℝ−∗   ⟺   𝑧 = −2 − 5𝑖  et  arg (

𝑧+2+5𝑖

𝑧−3𝑖
) ≡ 𝜋[2𝜋] ⟺⏞

𝐴𝑓𝑓(𝐵)=−2−5𝑖

𝐴𝑓𝑓(𝐴)=3𝑖

 𝑀 ≠ 𝐵  et  (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) ≡ 𝜋[2𝜋] ⟺ 𝑀 ≠ 𝐵  et  (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) ≡ 𝜋[2𝜋] 

⟺𝑀 ∈ [𝐴,𝐵]\{𝐴, 𝐵}    
 



1) Déterminer l’ensemble des points 𝑀 d’affixe complexe 𝑧 tels que : 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle rectangle (puis isocèle). 
2) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe 𝑧 tels que les points 𝑀(𝑧), 𝑃(𝑧²) et 𝑄(𝑧4) sont alignés.  

3) Déterminer l’ensemble des points M d’affixe 𝑧 tels que les points 𝑀(𝑧), 𝐴(1) et 𝑃(1 + 𝑧²) sont alignés.  
1) Alors, 𝑀 = 𝑃 𝑜𝑢 𝑃 = 𝑄 𝑜𝑢 𝑀 = 𝑄 ⟺ 𝑧 = 𝑧2𝑜𝑢 𝑧2 = 𝑧3𝑜𝑢 𝑧 = 𝑧3 ⟺ 𝑧(1 − 𝑧) = 0 𝑜𝑢 𝑧2(1 − 𝑧) = 0 𝑜𝑢 𝑧(1 − 𝑧)(1 + 𝑧) = 0 ⟺ 𝑧 ∈ {−1,1,0}.  

Désormais 𝑧 ∉ {−1,1,0}. (sinon 𝑀𝑃𝑄 n’est pas un triangle !!)  
TRIANGLE RECTANGLE :  

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle rectangle en 𝑀 

⟺(𝑃𝑀) ⊥ (𝑄𝑀)⟺ (𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗, 𝑄𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg (

𝑧−𝑧3

𝑧−𝑧2
) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg(1 + 𝑧) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺⏟

𝑜ù 
𝐴𝑓𝑓(𝐵)=−1

(𝑖, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ 𝑀 est sur la droite D passant par B et dirigée par 𝑗.  

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle rectangle en 𝑃 

⟺(𝑃𝑀) ⊥ (𝑄𝑃) ⟺ (𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg(

𝑧²−𝑧3

𝑧²−𝑧
) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg(𝑧) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺⏟

𝑜ù 𝐴𝑓𝑓(𝐵)=−1

(𝑖, 0𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ 𝑀 est sur la droite des imaginaires. 

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle rectangle en 𝑄 

⟺(𝑄𝑀) ⊥ (𝑄𝑃) ⟺ (𝑀𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg(

𝑧3−𝑧²

𝑧3−𝑧
) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺ arg(

𝑧

𝑧+1
) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺⏟

𝑜ù 𝐴𝑓𝑓(𝐵)=−1

(𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) ≡
𝜋

2
[𝜋] ⟺ 𝑀 est sur le cercle de diamètre [O,B] . 

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = (𝐷 ∪ (𝑂𝑦) ∪ 𝐶[𝑂,𝐵])\{𝑂, 𝐵} 

TRIANGLE ISOCELE :  

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle isocèle en 𝑀 

⟺𝑃𝑀 = 𝑄𝑀 ⟺ |𝑧 − 𝑧3| = |𝑧 − 𝑧2| ⟺
|𝑧−𝑧3|

|𝑧−𝑧2|
= 1 ⟺ |

𝑧−𝑧3

𝑧−𝑧2
| = 1 ⟺ |𝑧 + 1| = 1 ⟺ 𝐵𝑀 = 1⟺ 𝑀 est sur le cercle de centre B et de rayon 1. 

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle isocèle en 𝑃 

⟺𝑃𝑀 = 𝑄𝑃 ⟺ |𝑧² − 𝑧3| = |𝑧 − 𝑧2| ⟺
|𝑧²−𝑧3|

|𝑧−𝑧2|
= 1⟺ |

𝑧²−𝑧3

𝑧−𝑧2
| = 1 ⟺ |𝑧| = 1 ⟺ 𝑂𝑀 = 1⟺ 𝑀 est sur le cercle de centre O et de rayon 1. 

• 𝑀,𝑃 d’affixe 𝑧2 et 𝑄 d’affixe 𝑧3 soient les sommets d’un triangle en 𝑄 

⟺𝑄𝑀 = 𝑄𝑃 ⟺ |𝑧3 − 𝑧2| = |𝑧3 − 𝑧| ⟺
|𝑧3−𝑧2|

|𝑧3−𝑧|
= 1⟺ |

𝑧

𝑧+1
| = 1 ⟺

|𝑧|

|𝑧+1|
= 1⟺ |𝑧 + 1| = |𝑧| ⟺ 𝐵𝑀 = 𝑂𝑀 ⟺𝑀 est sur la médiatrice de [O,B]. 

Ainsi, 𝑆𝑜𝑙 = (𝐶(𝑂, 1) ∪ 𝐶(𝐵, 1) ∪ 𝑚𝑒𝑑[0, 𝐵]) 
2) Si 𝑀 = 𝑃 ou 𝑀 = 𝑄 ou 𝑃 = 𝑄 alors les points 𝑀,𝑃 𝑒𝑡 𝑄 sont alignés.  

Or 𝑀 = 𝑃 ⟺ 𝑧² = 𝑧 ⟺ 𝑧(𝑧 − 1) = 0 ⟺ 𝑧 = 0 𝑜𝑢 𝑧 = 1.   
𝑀 = 𝑄 ⟺ 𝑧4 = 𝑧 ⟺ 𝑧(𝑧3 − 1) = 0 ⟺ 𝑧(𝑧 − 1)(𝑧2 + 𝑧 + 1) = 0 ⟺⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 
𝑑𝑒 1+𝑧+𝑧2=0

𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 3𝑖è𝑚𝑒𝑠
𝑑𝑒 𝑙′𝑢𝑛𝑖𝑡é 𝑠𝑎𝑢𝑓 1

𝑧 = 0 𝑜𝑢 𝑧 = 1 𝑜𝑢 𝑧 = 𝑗 𝑜𝑢 𝑧 = 𝑗².  

𝑃 = 𝑄 ⟺ 𝑧4 = 𝑧2 ⟺ 𝑧2(𝑧
2−1) = 0⟺ 𝑧2(𝑧 − 1)(𝑧 + 1) = 0 ⟺ 𝑧 = 0 𝑜𝑢 𝑧 = 1𝑜𝑢 𝑧 = −1.  

Donc finalement, si 𝑀 ∈ {𝑂, 𝐴(1), 𝐵(−1),𝐶(𝑗), 𝐷(𝑗2)} alors M,P et Q sont alignés.  
Prenons maintenant 𝑧 ∉ {0,1,−1; 𝑗; 𝑗2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,  

𝑀,𝑃 et 𝑄 sont alignés ⟺(𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ; 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎𝑟𝑔 (
𝑧4−𝑧2

𝑧2−𝑧
) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎𝑟𝑔 (

𝑧2(𝑧−1)(𝑧+1)

𝑧(𝑧−1)
) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎𝑟𝑔(𝑧(𝑧 + 1)) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑧(𝑧 + 1) ∈ ℝ∗ 

⟺ 𝑧(𝑧 + 1) = 𝑧(𝑧 + 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⟺ 𝑧(𝑧 + 1) = 𝑧̅(𝑧̅ + 1)⟺𝑧2 − 𝑧̅2 + 𝑧 − 𝑧̅ = 0 ⟺ (𝑧 − 𝑧̅)(𝑧 + 𝑧̅ + 1) = 0 ⟺ 𝑧 = 𝑧̅ 𝑜𝑢 2𝑅𝑒(𝑧) = −1⟺ 𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 𝑅𝑒(𝑧) = −
1

2
.  

⟺𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑎𝑥𝑒 𝑟é𝑒𝑙 𝑜𝑢 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒 D 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑐𝑖𝑎𝑙𝑒 𝑑′é𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑥 = −
1

2
. 

Ainsi, Sol=𝐷 ∪ (𝑂𝑥) 𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠 0,A,B,C et D 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑐𝑒𝑡 𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒.  

1) Si 𝑀 = 𝐴 (i.e 𝑧 = 1) ou 𝐴 = 𝑃 (i.e 𝑧 = 0)  ou 𝑃 = 𝑀 ((i. e 𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋

3  𝑧 = 𝑒−𝑖
𝜋

3    ) alors les points 𝑀,𝑃 𝑒𝑡 𝐴 sont alignés. 

( en effet , 𝑃 = 𝑀⟺ 1+ 𝑧2 = 𝑧 ⟺ 𝑧2 − 𝑧 + 1 = 0 ⟺⏟

∆=1−4=−3=(𝑖√3)
2

𝑧 =
1+𝑖√3

2
= 𝑒𝑖

𝜋

3   𝑜𝑢 𝑧 =
1+𝑖√3

2
=𝑒−𝑖

𝜋

3) .  

Donc finalement, si 𝑀 ∈ {𝑂, 𝐴(1), 𝐶 (𝑒𝑖
𝜋

3) , 𝐷 (𝑒−𝑖
𝜋

3)} alors 𝐴, 𝑀 et 𝑃 sont alignés.  

Prenons maintenant 𝑧 ∉ {0,1, 𝑒𝑖
𝜋

3 , 𝑒−𝑖
𝜋

3}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,  

𝑀,𝑃 et 𝐴 sont alignés ⟺(𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ; 𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎𝑟𝑔 (
1+𝑧2−1

𝑧−1
) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎𝑟𝑔 (

𝑧2

(𝑧−1)
) ≡ 0[𝜋] ⟺ 𝑎 ⟺

𝑧2

(𝑧−1)
∈ ℝ∗ ⟺

𝑧2

(𝑧−1)
= (

𝑧2

(𝑧−1)
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⟺

𝑧2

(𝑧−1)
=

𝑧̅2

(𝑧̅−1)
 

⟺ 𝑧2(𝑧̅ − 1) = 𝑧̅2(𝑧̅−1)⟺𝑧(𝑧𝑧̅) − 𝑧̅(𝑧𝑧̅) − (𝑧2 − 𝑧̅2) = 0 ⟺ (𝑧 − 𝑧̅)|𝑧|2 − (𝑧 − 𝑧̅)(𝑧 + 𝑧̅) = 0 ⟺ (𝑧 − 𝑧̅)[|𝑧|2 − (𝑧 + 𝑧̅)] = 0 
⟺ 𝑧− 𝑧̅ = 0 𝑜𝑢 |𝑧|2 − (𝑧 + 𝑧̅) = 0 ⟺ 𝑧 = 𝑧̅  𝑜𝑢 |𝑧|2 = 2𝑅𝑒(𝑧)⟺𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 = 0⟺ 𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 (𝑥 − 1)2 − 1+ 𝑦2 = 0 
⟺ 𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 ⟺ 𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 |𝑧 − 1|2 = 1 ⟺ 𝑧 ∈ ℝ 𝑜𝑢 |𝑧 − 1| = 1 ⟺ 𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑎𝑥𝑒 𝑟é𝑒𝑙 𝑜𝑢 𝐴𝑀 = 1 
⟺𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑎𝑥𝑒 𝑟é𝑒𝑙 𝑜𝑢 𝑀 𝑒𝑠𝑡 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝐴 𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛 1. 
Comme 𝑂, 𝐷 et 𝐶 sont sur le cercle de centre 𝐴 et de rayon 1, je peux conclure que  𝑆𝑜𝑙 = 𝐶(𝐴, 1) ∪ (𝑎𝑥𝑒 𝑟é𝑒𝑙).  
 

EX 19 Soit 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑐 trois complexes distincts et 𝐴, 𝐵 𝑒𝑡 𝐶 leurs images ponctuelles respectives. On note 𝑗 = 𝑒𝑖
2𝜋

3 .  
1. Compléter 𝑗3 = ⋯ . 𝑒𝑡  1 + 𝑗 + 𝑗2 = ⋯.  
2. Montrer que : le triangle 𝐴𝐵𝐶 est équilatère direct (𝐶𝑓 dessin)si et ssi 𝑎 + 𝑏𝑗 + 𝑐𝑗² = 0  

 

1. 𝑗3 = 1, 𝑗 = 𝑒𝑖
2𝜋

3 = −
1

2
+ 𝑖

√3

2
 𝑒𝑡 𝑗2 = (𝑒𝑖

2𝜋

3 )² = 𝑒𝑖
4𝜋

3 = −
1

2
− 𝑖

√3

2
= 𝑒−𝑖

2𝜋

3 = 𝑗.̅ Donc, 1 ; j et j² sotn les racines troisièmes de l’unité, leur somme est nulle i.e.  

1 + 𝑗 + 𝑗2 == 0.  

2. 𝐴𝐵𝐶 est équilatère direct sietssi (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ≡
𝜋

3
[2𝜋] et 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 sietssi 𝑎𝑟𝑔 (

𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
) ≡

𝜋

3
[2𝜋] 𝑒𝑡 |𝑏 − 𝑎| = |𝑐 − 𝑎| 

sietssi 𝑎𝑟𝑔 (
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
) ≡

𝜋

3
[2𝜋] 𝑒𝑡 |

𝑏−𝑎

𝑐−𝑎
| = 1 sietssi   

𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
= 1𝑒𝑖

𝜋

3  𝐬𝐢𝐞𝐭𝐬𝐬𝐢⏟    

𝒄𝒂𝒓 𝑒
𝑖
𝜋
3=−𝑗2=1+𝑗

   
𝑐−𝑎

𝑏−𝑎
= 1+ 𝑗 sietssi  (𝑐 − 𝑎) − (1 + 𝑗)(𝑏 − 𝑎) = 0 

sietssi  𝑗𝑎 − (1 + 𝑗)𝑏 + 𝑐 = 0 sietssi 𝑎 − (
1

𝑗
+ 1) 𝑏 +

1

𝑗
𝑐 = 0 𝐬𝐢𝐞𝐭𝐬𝐬𝐢⏟    

𝒄𝒂𝒓 
𝟏

𝒋
=𝒋=̅𝒋²

 𝑎 + (𝑗² + 1)𝑏 + 𝑗²𝑐 = 0 𝒔𝒊𝒆𝒕𝒔𝒔𝒊⏟    
𝒄𝒂𝒓 𝟏+𝒋+𝒋𝟐=𝟏

 𝑎 + 𝑗𝑏 + 𝑗2𝑐 = 0.  

EX 20 

1) Soit 𝛼 =
1−𝑖

2√2
 . Représenter les points 𝑀𝑛 d'affixe 𝛼𝑛 tq 𝑛 ∈ ℕ. 

2) Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ telle que : 𝑢0 = 1 𝑒𝑡 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 =
1

3
𝑢𝑛 +

2

3
𝑖  et 𝑢𝑛 affixe de 𝑀𝑛  .  

a) Montrer que tous les points 𝑀𝑛  sont alignés. 
b) Exprimer 𝑢𝑛 𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑛. Déterminer la limite des suites 𝑅𝑒(𝑢𝑛 ) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑢𝑛 ).  

3) Soit (𝑧𝑛) la suite de nombres complexes définie par :  𝑧0 = 𝑖 et ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑧𝑛+1 =
𝑧𝑛+2(1−𝑖)

𝑧𝑛−3𝑖
 (∗∗).  

On note 𝑀𝑛 le point image de  𝑧𝑛. 
a) Calculer  𝑧1 𝑒𝑡 𝑧2 . 



b) Trouver deux suites constantes égales à 𝑝 𝑒𝑡 𝑞 (telles que |𝑝| > |𝑞|. )qui vérifient la même relation de récurrence  (∗∗) que la suite (𝑧𝑛) . 

c) Montrer que la suite (
𝑧𝑛−𝑝

𝑧𝑛−𝑞
)
𝑛∈ℕ
 est géométrique.  

d) En déduire  𝑧𝑛 en fonction de 𝑛  et Déterminer la limite des suites 𝑅𝑒(𝑧𝑛 ) 𝑒𝑡 𝐼𝑚(𝑧𝑛 ).  
 

 

Ex 21 Soit 𝑎 un nombre complexe . Résoudre le système (𝑆) : {

𝑥 + 𝑗𝑦 + 𝑗2𝑧 = 0

𝑗²𝑥 + 𝑦 + 𝑗𝑧 = 0

𝑗𝑥 + 𝑗²𝑦 + 𝑧 = 0

 d'inconnue (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℂ3. 

Ex 21 bis Soit 𝑎 un nombre complexe . Résoudre le système (𝑆) : {

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0
𝑎̅𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

𝑎̅²𝑥 + 𝑎̅𝑦 + 𝑧 = 0

 d'inconnue (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℂ3. 

 

{

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0
𝑎̅𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

𝑎̅²𝑥 + 𝑎̅𝑦 + 𝑧 = 0

⟺⏞

𝐿2←𝐿2−𝑎̅𝐿1
𝐿3←𝐿3−𝑎̅²𝐿1

{

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0

(1 − 𝑎𝑎̅)𝑦 + (𝑎 − 𝑎2𝑎̅)𝑧 = 0

(𝑎̅ − 𝑎𝑎̅2)𝑦 + (1 − 𝑎̅2𝑎2)𝑧 = 0

⟺{

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0

(1 − |𝑎|2)𝑦 + 𝑎(1 − |𝑎|2)𝑧 = 0

𝑎̅(1 − |𝑎|2)𝑦 + (1 − |𝑎|4)𝑧 = 0

.  

Si |𝑎|2 = 1  𝑖. 𝑒.   |𝑎| = 1 alors (𝑆) ⟺  𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0 ⟺ 𝑥 = −𝑎𝑦 − 𝑎2𝑧. Donc 𝑆𝑜𝑙 = {(−𝑎𝑦 − 𝑎2𝑧, 𝑦, 𝑧)/𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 

Si |𝑎| ≠ 1 alors (𝑆) ⟺⏞

𝐿2←
1

(1−|𝑎|2)
𝐿2

𝐿3←
1

(1−|𝑎|2)
𝐿3

 {

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0
𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

𝑎̅𝑦 + (1 + |𝑎|2)𝑧 = 0

 ⟺⏞
𝐿3←𝐿3−𝑎̅𝐿2

 {
𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0
𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

(1 + |𝑎|2 − |𝑎|2)𝑧 = 0

⟺{
𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎2𝑧 = 0
𝑦 + 𝑎𝑧 = 0
𝑧 = 0

⟺ {
𝑥 = 0
𝑦 = 0
𝑧 = 0

. Donc 𝑆𝑜𝑙 =

{(0,0,0)}. 
 

Pour l’ex 21 , il suffit de prendre 𝑎 = 𝑗 𝑒𝑡,  comme |𝑗| = 1, 𝑆𝑜𝑙 = {(−𝑗𝑦 − 𝑗2𝑧, 𝑦, 𝑧)/𝑦, 𝑧 𝑟é𝑒𝑙𝑠}. 


