CORRIGE DU TD
Forme algébrique, forme trigonométrique d’un nombre complexe. Géométrie avec les nombres
complexes.

x et y désignent des réels, z un complexe, n un entier naturel et R = (O, i,]') est un repere orthonormé direct du plan.

Soit z un nombre complexe et x un réel. Expliquer pourquoi ces nombres complexes sont réels ou imaginaires purs :

= _ z2-72 5 1 2 i
B=(z-2)/(z® +2°) C="- D =(e”‘+;) et E=——%
_ z-z _ 2im(z) _ 2im(z) _ Im(2) . . . s
T 234237 23423 2Re(z®) Re(z3)l € iR. D= (ezx + e”‘) = (e™ +e7%)? = (2cos(x))? € R*.
€R E= i _ i _ 1
2272 72-72 _ 2im(z®) _ 2Im(z%) T e-ix_eix T 2isin(-x)  2sin (x)

= = = = i €iR
27+2 |z|2+2 |z|2+2 IZI2+2

Calculer les parties réelle et |mag|na|re le module et un argument de chacun des complexes suivants et placer I'image ponctuelle de ce complexe dans le plan
(4i-3)

b @-? > 1+ltun(x) 9. i+1+ \[_elx
i1 \8 6, i 10. 14 e 4 g2
2 (1-1-\/5) 1-ix 1, SRl eieE
1—1)2 7 1+cosx+isinx e 2016
> ( 1)1999 ’ 1—cosx+isinx 12. (2.8 ZX) )
4. (1+1D) 8 el ooy ——
@i-3) _ (4i-3)(2-)° _ (i-3)-)3 _ 1 ,. . i )
Looz= (zl 03 = :(z_i)3|zl = l(|2_i|z)3l = ;(41 —3)(23 4+ 3.22(=) + 3.2(=)% + (-D)3)

= %(41‘ —3)(8-12i—6+1i) = %(41‘ —3)(2-11i) = Si (41i + 38). Donc, Re(z) = g et Im(z) = g

=pisl \[ — . Notons 0 l'argument principal de z. Alors z = \F B %38+ x41i |.Donc, 6 € ]O,E[ ettan(9) =22,
|2 1|3 53 5\ 53 53 2 38
g _ & __
cos (0) sin (0)

e (DN N N O |1 () 1 ) 1 () . 2w\ o (em\) _ 1 i3
2 Z—(l_wz) D) ) T\ _(Tie ) _(ﬁe 1)) = 1) = L) = LG —;(COS(?)““"(?))—EJFE-

Ainsi, Re(z) = ;—;,Im(z) = 3—‘/3 |z| = i etarg(z) = 2?"[271].

3. z=(01-0?=-2i= 2e7i3 . Ainsi, Re(2) = 0,Im(z) = =2, |z| =2 etarg(z) = %"[Zn].
1999 PR3 .m711999 . i i z_r T
4 2=+ = VZ(Zi+ D) =[vaes| = [Va]" ] = valvz] e 0 = V2. 299, ¢ (00055) _ 5 g9 oi(5)
=+/2.2°°, cos (E) — i/2.2°%°,sin (%) = 2999 — 299 Ainsi, Re(z) = 2%, Im(z) = —2°%, |z| = V2.2°° et arg(z) = %[211].
cos(x) cos(x)

_ 1 1 _ _ Cix _ . _ 200 _ ior
5. z= e = TE® = mestorismG) — ek = cos(x) e ™ = cos(x) (cos(x) Lsm(x)) cos?(x) — isin(x) cos(x).

Ainsi, 8 = Arctan (E
38

]1999

—x [2m] si cos(x) >0
Ainsi, Re(2) = cos?(x) , Im(z) = =sin(x) cos(x), |z| = |cos (x)| et arg(z) = { n'existe pas si cos(x) = 0.
—x + 1 [27] si cos(x) < 0
1+ix  (1+ix)? 1-x2+2ix _ 1-x?

. I =—=—= =
6 1-ix 1+x2 1+x2 1+x2
Posons 8 = Arctan(x). Alors 6 € ]—— —[ etx = tan(9)
isin(6) 1+lsm(9) .
) _ 1+itan(d) _ cos(0) cos(f) _ cos (0)+isin(6) _ eif 20 _ _izArctan(x _ _
Par suite, z = itan(®)  1E@ — 5B  cos@y—isin(@) e ¢ ¢ ™). Dong, |z| = 1 et arg (z) = Arctan(x)[2m]
cos (0) Lcos 6)
x ) (2T
1+cosx+isine _ 1+e 2c05(§)9L2 COS(%)EIX COS(§)9'(” 2 x\ X , b3
7. z= — = —— = = e = 2 _——— = cotan (=) e' = cotan (=) cos x—— + icotan (=) sin(x — =
1-cosx+isinx 1-e —Zisin( 2)6,—12 lSln(*) sm(g) 2 2 2

z= cotan( )sm(x) - Lcotan 2 cos (x) Donc Re(z) = cotan (g) sin(x) et Im(z) = —cotan (g) cos (x).
(x —= [271'] si cotan( ) >0
Et|z| = |cotan( ) Etarg(z) =< nexiste pas si cotan( ) 0.
[Zn] si cotan( ) <0
8. e¥—el= e‘y(e‘(" v — 1) =e ZlSln (%y)) = 25m( y)e i(<3) .Donc, Re(z) = 2sin (?) cos (xﬂzli) et Im(z) = 2sin (?) sin (”}ZIJ)
x+y+" [211] si sm( ) >0

Et|z| = |25m( )| Et arg(z) = { nexiste pas si sin (—) =0.

e 71[21'[] si sm( ) <0

9. i+1++2e =yZe't +2e = f(e R (ei(r 9 + +1) = V2e2cos (5 - 3) e’ ) = 247 cos G-3) )
§+§ [27] si cos(g—g) >0

o, e = B (&3] () e e = 2B (i (-4 ¢ = o2 (£ ) = et st (5 2) =0

%"+§[2n] si cos(g—g) <0

10. 1+e™+e* = 1+e*™ +e™ =2cos(x)e™ +e™ = (2cos(x) + 1)e™. Donc, Re(z) = (2 cos(x) + 1) cos(x) et Im(z) = (2 cos(x) + 1) sin(x). Et |z| =

x si 2cos(x)+1>0

|2 cos(x) + 1|. Et arg(z) = { nexiste pas si 2cos(x) +1 = 0.
x+msi 2cos(x) +1<0



i el = n six = 0[2m] n  six = 0[2m]

11. Soitn € N*.z = Y-l gikx — yn—1cgixyk — } inx_ . ={ 2isin(™* i =), (nx) @58 .
oin 4 Zk—O e Zk—O(e ) elzj 1 sie* 1 lsm( 2 )e,x six = 0[277_-] Sm( 2 )ex 2 six = 0[27.[]
e¥-1 2isin(§)e'i sin(;)
n six = 0[2m] 0 six =0[2m]

et Im(z) = { sin(%

Donc, Re(z) = ysin() %) sin (Mx) six =0[2n]
2

cos ((nz;l)x) six = 0[2m]

sin(%) sin(g)
( |
n'existe pas si sin(5) =0
nsix = 0[2m) sin(3)
Et |z| = {|sin(%) et six # 0 [2r]alors arg(z) = sin(%) etsix = 0 [2r]alors arg(z) = 0 [2n] car n # 0.

six # 0[2m]

x [2m] si wn() >0

sin (E)
2

x+m[2n] si—2A<0
Sln(E)

2ei*_2 2016 2(e*-1) 2016 4isin(§)e% 2016 4isin(§) zote sin(g) —i3x 2016 sin(g) 2016 _;3(2016) sin(g)
12( ii) :( i£> :{‘E :ﬁ :2.§€4 :2.§ e 4 :2.§
ei2x_ol7 ei2x_ol7 el2(ez*-1) 2isin(;x)el4x sm(4x) sm(4x) sm(4x)

:, X

sm(i)
(5

Déterminer tous les complexes z tels que :
1) 3z2-5|z%|+2=0. 3) Im(
2) z°z=1

sin(3)

2016
) e~162*  ponc, Re(z) =

2016 n2) 2016
sin| -
) sin(162x). Et |z| = <2 z ) etarg(z) = 2

sin (ﬁx)
4

2016 n(2)
) cos(162x) et Im(z) = — (2 i

sin(>x
)

o
o

1) 322 -5|z%|+2=0=322-5|z?+2 =0 = 3(x% + (iy)* + 2ixy) = 5(x* + y?) + 2 =0 & 3(x? — y* + 2ixy) - 5(x? +y?)+2=0
6xy =0 {x=00uy=0 {x: {yzoﬁ{x=0 y=0

922 _ Qa2 : _
& 2 —2x% — 8y* + 2i6(xy) 0@{2—2x2—8y2=0@ W4y =1 y2=%oux2=1 y=i%ou{x=i-1'
o _fq 40 0
Ainsi, Sol = {1, 1, > 2}. ‘
2)  Siz%z = lalors z # 0. Désormais z # 0. Posons z = re'@.

6 — r=1 km
55 _ ia)5(7ala) — 5,i5a,.,—ia — 6 i4a — 1,00 = K — s
Alors, z°Z =1 & (re'*)°(re'®) = 1 & rXe%re 1< rbe le c}{ﬂkEZﬂ}a:an ‘:'{ElkeZ/a:?"@akEZ/z ez,
Ainsi, Sol = {1,—1,i,—i}.
—1+i 2im : .
3) ZZ+Z+1=04=>Z=L“/§=ei7=>z=j=—§+%§ouz=jz=—%—%E.Désormaiszett\{j;jz}.

Im(z;)=0<=> 21 ERSzZ2+z+1ER©S Z2+zERS 22 +z=22+tz 722 +z=7*4+72° -2+ (z—-2) =0
z4+z+1 Z4+z+1

cz-2)zZ+2)+(z-2)=0=z-2)[(z+2)F1]=0=(z=Zouz+z==F1) = (z€eR ou2Re(z)=—1)<=)(zE]R ouRe(Z)=—%).

Ainsi, Sol = RU {—i +ix/x € R\{ig} }
4) Soit z un complexe non nul.

Aff(A)=1 2 _
—1—g =t =t lzI* =1 = (|zI2=1 { lz|I2 =1 {MEC(O,l) lzI> =1
==z =[] = Izl = 11~ ‘|z|‘=’{|z| =l1-z1 T loM=am T M €med[o,A] T M € med[0,A] T |Re(z) =2 7
Im?(z) + Re*(z) = 1 Im(2)* = 2 Im(z) = iﬁ ifF 1 in  -in
{ 1 144=> @ IZ.Ainsi,Sol={M;ﬂ}={e?e7}.
Re(z) =3 Re(z) =3 Re(z) = 2 2
Soit (a,b,c,d) € R* et z € Ctels que : ad — bc > 0 et cz + d # 0. Montrer que : Im(z) > 0 = Im (%) > 0.
= 2 s 2 _
az+b — (uz+b)(czi+d) _ aclz| +adz+l:cz+bd — aclz| +(ad+bc)zRe(z)+bd +i (ad bcz) Im(z). Comme ad — bc > 0 et |CZ + d|2 >0 i Im(z) >0=Im (az+b) > 0.
cz+d (cz+d)((cz+d) |cz+d]| |cz+d| lez+d| cz+d
=im(53)

Soient (u, v,w) € U3.
1. Montrerque: |u + v+ w| = |[uv + vw + wul.

_ lu-z|

1
Montrer que : pour tout complexe z non nul, |u - P

ER

u+v
1+uv

2
3.  Onsuppose, ici, que: 1+ uv # 0. Montrer que :
4

On suppose, ici, que: u # 1. Montrer que Re (L) =1

1-u 2

. ut1\" L
5.  Onsuppose, encore, que: u # 1. Pour quelles valeurs de I'entier naturel n, le complexe (ﬂ) est-il réel ?

Comme u, v et w sont de module 1, nous pouvons poser u = e'® , v = e® et w = ¢ tels que a, b et ¢ réels.
1. Alors, [u+v+wl=@+v+w)utv+w)=u+v+w) @+7+w) = (e +e®+e)(e7@+e? +e7)
=1+ ei(a—b) + ei(a—c) + ei(b—a) +1+ ei(b—c) + ei(c—a) + ei(c—b) +1
=3 + 2 cos(a — b) + 2i€es(@=1¢) + 2cos (b —¢c).
Ainsi, comme u, v et w sont des complexes de modules 1 quelconques, on a prouvé que pour tous réels A,Bet C,
2[cos(A — B) + cos(A — C) + cos(B — ()]
[uv + vw + wu|? = |ei@+D) 4 oile+d) 4 e“(’”c)|2
en appliquant le résultat

précédent a A=a+b,
B=b+cetC=c+a

. . L2
e +elf +e|" =3+

= 3+ 2[cos((a+ b) — (c + b)) + cos((a + b) — (c + ) + cos ((b + ¢) — (c + a))]
=3+ 2[cos(a — ¢) + cos(b — ¢) + cos(b — a)] = 3 + 2[cos(a — ¢) + cos(b — ¢) + cos(a — b)] = |u + v + w|>.
car VteR,

cos(t)=cos(—t)
Comme les deux réels |[u + v + w| et |uv + vw + wu| sont positifs et ont le méme carré, je peux conclure que |uv + vw + wu| = |u + v + w|.

OU BIEN



car u,vetw sont de module 1.

Donc u=el® et ﬁze’m:ﬁ;:% 11
lu+v+wl=lutvF+w| =|a+7+w| = E+_+
propriété

vw + uw + up| ¥ module |y + yw + uv|

uvw h [uvw]|

propriété
dumfzdulelvw_i_qu-uyl |vw+uw+uv|
o Tt T = —— = |lvw + uw + uwy|

lullvliw| car 1
u,vetwsont
de module 1

2. Soit z un complexe non nuI AlorszZ #0et|z| #0.
car lu|l=1

cor 12 el s
|u 1 wg w1 uze1] donéu¢0 |u(z'—%)| car |ww2| wilw'| I ||( u )| cargl 1 -l _ 7= car \Mé\ |wl L \WEL |-wl ezl
z z |2l |zl |z| o |zl |zl |zl *
b—a
iaypib ia i(b-a)y @2 cos(“=2)et 2 cos(“Z2 b-a\_(bt+a cos(%22) . cos
3. Onsuppose que 1 +uv # 0. Alors, oy _ e i+:+b =2 (HieMb ) = 5 (uib). e ila+(359)-(59)] = %e‘o = (—i) ER
1+uv  1+ei(@th) 1+ei(a+h) 2505(“—”)9‘7 COS(T) cos| T) cos(—)
4.  Onsuppose, ici, que: u # 1.
(a+m
1 1 1 -1 —e_l<T) -1 a a w -1 . fa . a 1,0 a
Alors . = e = sn(@eE (@) zn(3) | zsin(l) (C°S (=5-3)+isin (=5~ ;)) = 25in(%) (‘ sin§) — icos (5)) =3 +;cotan (5).

Ainsi, Re (ﬁ) = %

s - (- () - () - (28 - (28

S

Ou bien cotan

) = (ceoman(2))

n
Oubiencotan(g)=0i.e.EIkEZ/ g=E+knie..EIkEZ/ a=n+2kni.e.u=—1a|ors(2—:) =0€R.

2);&0 ie.u# 1a|ors(+i) ER & i" € R & npair.

Montrer que f: (z » |1 +iz|? + |z + i|?) est constante sur U.
version géométrique
Soit z € U. On note M le point d’affixe z . Alors M est sur le cercle trigonométrique.

On note 4 le point d’affixe i est B celui d’affixe —i. Alors [4, B] est un diamétre du cercle trigonométrique.

Par conséquent, (MA) L (MB).
f@=11+izP+z+i|]>=|i(-i+2|?+ |z +i|? = |i]*|-i + z|* + |z + i|?
Pythagore

dans ABM
rectangle en M

f(2) =lz—il*> + |z +i|* = MA* + MB? =
OU BIEN (en version algébrique)
Soit z € U. Alors il existe un réel 6 tel que z = e

Par conséquent, f(z) = |1 + Le‘9| + e + z|

i6

= |1 + e‘ge“’|2 + |e“’ + e‘%r

= [t G e (14049
= ZCOS( ) (§+9) ‘92cos<% ——9 > i3(5-6) ’
+2) D)

2cos(—— )e
=4|cos(7I ) ZZ) +4‘cos( 2)

=4[cosz(—+g>+cosz(i—g>]
2 4 2
T 0

-
cos(t)=sin(%—t)
6 T 6
s s (z—;)“"sz(z—;)] =4
cos?(t)+sin?(t)=1
Montrer que pour tous complexes z et w,
1. 1<|1+4+z|+]z].
|z| + [w] + |z + w| < |2z] + [2w]
lz] < 2] + |1 = 2|
1=[1l=11+2-2 <

1leére I.T

2

|G

Ll 00 [

1+ z] + |z].

2. |z+w|<|z|+|w|.Donc,|z| + |w| + |z + w| < 2(|z] + |w]) = 2]z| + 2|w|

3. Posonst=z—1lets=w—1.Alors,

AB? = 4. Donc f est constante égale & 4 sur U.

=

1+|zw -1 <A+ |z—-1D+ A+ |w—1)).
5. lz+wl+|z—wl* = 2(z|*> + [w|?).

car 2 ER*

= 2z + |2w].

1+|lzw -1 =14+ |t+ DG+ D) -1 =1+ |s+t+st|<1+|s|+[t|+]|st| =1+ ]|s|+|t| + sl = QA+ |sDA+ D =A+|z—1D+ (1 + |w—1]).

4. 1°cas|z| = 1.Alors |z|? = |z| donc |z|* + |1 — z| = |z| car |1 —z| = 0.
[1—z| donc |z|(1—|z]) < |z||1 — 2|

28me cas |z| < 1. Alors 0 < 1 — |z| = |1] — |z| s

< |1 — z| et par conséquent, |z| — |z|? < |1 — z|. Ven conclus

2émelT car |z|=1
que |z| < |z|? + |1 — z|.
5. lz4wlP+z—wPl=GC+wWEZFTwW)+GE-w)EZ=w) =GEZ+w)(Z+w)+ (z-w)(Z—-w) =2zZ+ 2ww = 2(|z|* + |w|?).
n+1 - n+1
Soit z € C tel que |z| # 1 et n € N. Montrer que | ZZ %
18 IT
Comme|z| #1,z# 1 [ = |(1 Dzttt ”n)l =|¥r_, z¥| eré YR |z =30 lzF = 2
’ 11—z 1-z k=0 = &4k=0  &k=0 car\—\j\zl 1-|z| °
Z|

Soit a et b deux complexes de module strictement inférieur a 1. Montrer que : |



Tout d’abord, |1 — ab| > ||1| - |db|| = ||1| - |d||b|| = |1 — |a||b||.0r, la] < 1et|b| < 1.Dong, |a||b] < 1et aisni|1 — |a||b|| > 0 et par suite |1 — ab| > 0.
car

|1-ab|>0
| = 1=>|'1“_*;b'|< 1 3 la-b|<|1—ab| e |Ja—b|<|1-ab| = |a—b?<|1—abl>
Or,|J1—abl*—|a—bl2=1—ab)(1—ab)—(a—b)(a—b) =1 —ab)(1—ab)—(a—b)(@—b) =1+ aabb — aa— bb
=1+ |al*|b|* = |a|* = |b|* = (1 = |a|>)(1 = |b]?) > 0.
cur|u|<1\(.i’;mc|u|2<1
idem pour b

- _ . P ) - - . ]
Jen déduis que |a — b|? < |1 — ab|? et par conséquent, | |nega||te|f_q| < 1qui lui est équivalente est vraie aussi.

Soitu € C\{1} et z € C\R. Montrer que : zl__uj ER & |ul =1
) ) PN I _ Ty (z—u2)(1— 1) = (1 —u)(Z — Uz) < 2 — 21l — UZ + UlZ = Z — Uz — uZ + uilz
1-u 1-u 1-u L~ _ 1-u 1-u
(o) e ru rn
1-u i-u 1-u 1-u 1-u
Sz-z-ufz-2=0=z-2)1-|luP) =0 z=2z ouluf’=1o[u*=1 = lul = 1.
L2 =
impossible car |u| est
car z¢R un réel positif

Soit n € N\{0,1}. Montrer que les racines complexes de P(z) = z™ — z — 1 sont de module strictement compris entre 0 et 2.

Soit z une racine complexe de P. Alors P(z) = z" — z— 1 = 0. Donc z" = z + 1 et par conséquent, |z|" = |[z"| = |z+ 1| < |z| + 1.
1

Soit:(t~ t" —t—1). @estdérivablesur R* et Vt = 0,¢'(t) =nt" ' —1.Doncp'(t) = 0= nt" 1 >1 e tv1 > % oSt (%)"_1.

o (3)ﬁ 2 +oo

n

1
. 2>1> (%)"'1 Donc ¢ est strictement croissante sur [2, +oo].
@) — + Comme @(2) > 0,Vt > 2,¢(t) > 0.

vO \ / Alors par contraposée, puisque ¢(|z|) < 0, nécessairement |z| < 2.

k
Déterminer les entiers n tels que : (\/§ — i)nsoit réel. Représenter les points d’affixe z, = (\/§ - i) tq k € [0,5].

3

(50" = (2(E -20)) = (2 ) -2

Donc, (V3 —i)" € R & 3k € Z/arg ((\/g— i)n) = kn & 3k € Z/-n% = kn < 3k € Z/n = —6k < nest unmultiple de 6.

-28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 Bk=14 6

3

Déterminer une fonction polynémiale P tel que : pour tout réel x, sin(7x) = P(sin(x)) .
sin(7x) = Im(e"*) = Im((e™*)”) = Im((cos(x) + isin(x))7).
FBN
or, (cos(x) + isin(x))7 2 (cos(x))” + 7(cos(x))®(isin(x)) + 21(Cos(x))s(isin(x))2 + 35(«:os(x))4(isin(x))3 + 35(cos(x))3(isin(x))4 + 21(cos(x))z(isin(x))S +
7(cos(x))(isin(x))® + (isin(x))” .
(cos(x) + isin(x))7 = [(cos(x))7 - 21(cos(x))5(sin(x))2 + 35(cos(x))3(sin(x))4 - 7(Cos(x))1(sin(x))6]
+i [7(cos(x))6(sin(x)) - 35(cos(x))"(sin(x))3 + 21((.‘05(9:))2(sz'rl(x))5 - (sin(x))7] .
Donc, sin(7x) = 7(cos(x))®(sin(x)) — 35(cos(x))"(sin(x))3 + 21((:05(9:))2(51'n(x))5 — (sin(x))”
= 7(cos?(x))3(sin(x)) — 35(cosz(x))2(sin(x))3 + 21(cos(x))z(sin(x))5 — (sin(x))’

= 7(1 —sin®(x))3(sin(x)) — 35(1 — sinz(x))z(sin(x))3 +21(1— sinz(x))(sin(x))5 — (sin(x))?

= 7[1 — 3sin?(x) + 3sin*(x) — sin®(x)]sin (x) — 35[1 — 2sin?(x) + sin*(x)]sin3(x + 21[1 — sin?(x)]sin®(x) — sin’ (x)
= 7(sin(x) — 3sin®(x) + 3sin5(x) — sin” (x)) — 35(sin3(x) — 2sin®(x) + sin” (x)) + 21(sin®(x) — sin”(x)) — sin” (x) .
Ainsi, sin(7x) = 7 sin(x) — 56sin®(x) + 112sin°(x) — 64sin’(x) = P(sin(x)) ou P(t) = —64t” + 112t° — 56t> + 7¢t.

Retrouver la relation entre cos(3t), cos3(t)et cos(t).

et 4o it\® 1 - o 1 . . 1 1
cos3(t) = <T> = g(em + 3e 2t + 3eite 2l 4 g73U) = 3 (et + 3¢t +3e7 4 ¢731) = 3 (2 cos(3t) + 6cos (b)) = Z(cos(3t) + 3cost(t))

Calculer I = [3 cos(3t) sin®(2t)dt .



— 5
el3t+e i3t

Euler etzt _ p—i2t 1 . . ) )
cos(3t) sin®(2t) = ( 5 >< o8 ) - TeDE (e3¢ 4 e~i3t)(ei2t — g~i2t)5

B
fam]

674 (ei3t + e—i3t)[(ei2t)5 + 5(ei2t)4(_e—i2t)1 + 1O(ei2t)3(_e—i2t)2 + 10(ei2t)2(_e—i2t)3 + 5(ei2t)1(_e—i2t)4 + (_e—izt)S]
— F(em + e—t3t)(8110t — 5elbt 4 10ei2t — 10 e~i2t 4+ Ge—i6t _ e—uot)
— %( i13t Sel9t + 10815t —-10 elt + Se—L3t —i7t + ei7t _ Sei3t + 106—1'1: _ 10e—i5t + Se—i‘)t _ e—ilSt)
= ﬁ(e”3t_+ 10t — 10 et [+ S~ 3¢ ENgEIEANNEIE — 5053t + 10t — 10e~5t 4+ 5= — ¢—i13t)

Euler 1
= = [2isin(13t)-+ 20i sin(5t) — 10isin (3¢t) — 20isin(t) + -]
=2 [sin(13t) — 5sin(9t) + 10sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]
Donc, I = Fi [sin(13t) — 5sin(9t) + 10sin(5t) — 5sin (3t) — 10sin(t) + sin(7t)]dt

1 5 5 1
=2 [ 3 —cos(13t) + = cos(9t) 2 cos(5t) + = cos(3t) + 10cos(t) — —cos(7t)]0

= 215[ 113605(135)+gcos(9g)—2cos(52) +§cos(3§) + 10605(%)—%:05(7%) —(—%+g—2 +§+10_;)]
=%[—Ecos(g)—g—2cos(g)—g+ 10605‘(2)—;COS(§)—(—%4—:4-;4_8_1)]

1:%[(_i_1+8)1_E_E+(L_E_§_8+E)] :ls[l_4+l_ﬂ]:_34l3
2 13 7 2 9 3 13 9 3 7. 2> 126 14 9 13104

Soit x et y des réels, n un entier naturel non nul. Calculer les sommes suivantes :

1. S, =Yn 1sm( ) En déduire lim :" 6. W =Xk=o (Z) cos(2kx)
2. = Y7_,;sin (kx + y) 7. S, L? sinzg(kx)
p— n-—
3. S—cos( )+cos( )+cos( )+cos( ) 8. Tn—2k=oCOrf (kx)
4. U, = n smikx) 9. W, =Xkt (k) sinz(kx).
1cos (x)
1 K
5. X,=YuC izkﬂsm (?")
.k T . n Si ei% = 1
1. S,=3¥2_sin (%n) =y . Im (elﬁ”)llm [ n_ (e )k ] or, ¥n_ (e'n)k = (ei%)"_l & Or, g = 0[2n] © m = 0[2nmn].
gy ensien#1 Timpossible
en—
Y ISR S SR c. . S .
Zk 1(6‘ ) Ig %(lein(zi))e Zisin(%) e sin(%)e o sin(%) cos (271 + ) +i ( )Sll’l( 2n + 2) n n
Ay =2 1 i) DN ). Ainsi, S, = o I =/ Z
Y= 1(e Sm(%)( sm( )) + lsm(z’;) cos (ZH) 1+ icotan (ZH). Ainsi, S, = cotan (ZH). Z m(z) m[ 4 Zk]
lim —=0 o w
Sn__ 1 _2|_ g5 nms-boo 21 ) ) 5 ZR —-R z
- ntan(zi) . [tan( )] Comme B B _ 1 gone im i g je peux conclure , en composant, que nllrfw mn(zl) 1et par s e(zy) e Z
" x-0 X x—0 tan (x) 1 n =1
("1 ix o i
2. Rn — Z;{t=1 sin(kx + y) — Z;cl=1 Im(ei(kx+y)).1m(zz=1 ei(kx+y)). or, Z;cl=1 ei(kx+y) Zn lkx ly — ely Zn (elx)k _ ely x {ﬁem sie* £1 .
nsie* =1

Or,e* =1 ¢ 3k € Z,x = 2km.

. iy (e®)"-1 einx_y zisin(ﬁ)ein?x . sin(ﬂ) (M x ) sin(E) -((n+1) )
1ercas : Yk € 7. x £ 2k, Z;{l=1 el(kx+y) =¥ L " pix — _ez(x+y) 72uez(x+y) =2 ,il3 —Stx+y) _ M2/ X+y

et e-1 2isin (g)eT sin(g) sin@)

o i0 _
Donc, R, = Slé(i)cos (((n+1)x + y)) e +1=2cos
Sln(;)
2tme cas: 3k € Z,x = 2km. Y7, e!***Y) = ne Donc, R, = ncos(y). 9 _1=2isin
(2k+1)ﬂ (2k+1)n
3. S§= cos( )+cos( )+cos( )+cos( ) s(akﬂ)n) = 1Re IRe tet )
2kt . ok . 2m\t 8w\ 4T am . (am
Et )i e n = eln V=1 (elﬁ) =elir G 121) lel%[ _ 11,2 Ll 205G (¢ ) = Sl,n(l,}) e'%i. Donc, § = Sl_n(‘,}) cos (6—").
e'i1i-1 elli-1 Ztsm(—) (e‘l ) sin(3) Sm(ﬁ) =
4 S =yn in?(k ™ 1gn 1-— 2k _1lyn 1_1 n 2k "_‘H_lR n 2ikx
. n = Lk=oSin®(kx) = 22k=0[ cos(2kx)] = 3 Like=0 22k=0 cos(2kx) > 2 e(Xk=0 e*").

Zix)"+1_1 : 2ix
Or, T}_pe?ihx = F1_ (e2i*)k = [ iy Ste™ # 1 papius, e = 1 < 2x = 0[21] & x = 0[x].
n+1sie?™* =1
Six = 0[r] alors Re(3}?_,e?* ) =n+1et S, =0.
k=0 n
Six % 0[] alors o erikx _ (eZi")n+1—1 _ e”("“)x—llzisin((n+1)x) elMDX sin((n+1)x) i@+ Dx-2) _ sin((n+1)x) i) — sin((n+1)x) [

cos(nx) + isin(nx)].

e2ix_1 e2ix_ 2isin (x)ei* sin (x) sin (x) sin (x)
n ik sin((n+1)x) _ nt1 1sin((n+1)x)
Donc, Re(Ti— e**) = G cos(nx). Alors S,, = =T o cos(nx).

T, = Y12t cos3(kx).

Euler  ixx , o—ikxy3 FBN . . . . . . ; . . .
cos(3kx) (—e +2e ) = %((e”"‘)3 + 3(eh*)2e~tkx 4 Zetkx (g=ikx)2 4 (g7ikx)3) = %(e“"" + 3eihx 4 3emthx 4 g73lkx) = %(2 cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = i(cos(ka) + 3 cos(kx)) .
Donc, T, = ﬁ;éi(cos@kx) + 3 cos(kx)) = i n_3cos(3kx) + zz;};a cos(kx).
Calculons plus généralement S(0) = Y724 cos(k6) :



Yizicos(k8) = Yrzi Re(eO) B Re[ Tzt o0 et Tnid eik0 = Z}j;é(ew)k =

1 cas: 3k € 7./ = 2km. Alors, Y¥_3cos(kf) =n

(¥)"-1

elf—1

T 1] .
ste® #1 o0 i = 1 & 3k €7/6 = 2kn
n sie? =1

in6
2tmecas: vk € 7.0 = 2km. Alors, (eifg)j_l = gi::j:l mm(ne)ez = Si,n(?)el(n = ;donc Y22 cos(kf) = .L?cos ((" 1)8).
er-1 er-1 2isin(g) ez S'"(E) (E) 2
RetouraT,:
1 cas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2km donc T, = %n +%n =n.
35n(5) g (@0

2mecas: Ik € Z/3x = 2km et Vp € Z/x # 2pm. Alors T, = —n +2

sin(3)

COS(

!

2

4 3nx’ _ sin(™* _ .
3%mecas: Vp € Z/3x + 2km et x + 2pm. Alors T, = =1 m(si )COS (3(n Dx) . l.n(,?)cos ((n l)x). sid€RetzeC,
) 4 sm(7) 2 4 sm(;) 2 alors
——F€
n— 1sm(kx) n— 1Im(e”"‘) arwi’:(x) ikex Re(aZ) = aRe(Z)
6. U Z 0 cosk(x) Z cas"(x) - Z Im co "(x) Ilm cosk(x)) et Im(az) = aIm(Z)
()1
. . k cos('x) . e )
o1 e ""1( l ) T ™ ! o —1eoeir= cos(x) & cos(x) + isin(x) = cos(x) © sin(x) =0 Ik € Z/x = kn
k=0 cosk(x) — “k=0\cos(x) cos(x) . : cos(x) '
n st cos(x) =
1°cas:Vke Zx # km .
ix \" inx
(%(x)) -1 _ (C;T))n 1 _ ei""—(cns(x))" 1 _ 1 cos(nx)—(cos(x))"+isin(nx) _ 1 cos(nx)—(cos(x))+isin(nx)
elx 1 elx 1 - eiX—cos(x) (cos(x))n—1 - (cos(x)™ 1 cos(x)+isin(x)—cos(x) - (cos(x))n—1 isin(x)
cos(x) cos(x)
eix \" car%:—i
(F(X)) - Iy 1 . _ Ny oiar _ 1 . . _ n _ cos(nx)—(cos(x))"
el sin(x) (cos(x))n‘l( l) [cos(nx) (COS(X)) + lSlTl(nX)] - sin(x) (cos(x))1 [Sln(nx) l(CDS(nX) (COS(X)) )] Donc, Un - sin(x) (cos(x))n-1"
cos(x)
2tmecas:Jk € Z.x = km. U, = Im(n) = 0.
1
R
_yn-1_1 n-1_1 i Carzgle n-1 1 i _ n-1_1 Pl
7. X, =Xk 12k+15m( ) Yk Im (e 3) = Zk=1lm(z,ﬁe 3)—Im( k=151 € 3).
-1
I3\ ]
.\ k e -1 = _q T _ i
or, 1 _ nll(ﬂ)"zzzn_l ea) _af\’ & _ (o) sy () o =_[(“) o ][e -]
b Zer1 € k=172k 2 &k=1|" 2| (= 2 o &, P 2n eL3_2|2
VAN
(e5) " () 2rraane o o ol x
= — =[5 — 2e™ms — 2nt 4 2mefs].
= w 2n 3 3x27n
es—z=1+ ?—z:%ﬂi?
2
dun£|e 3 Z| —%+%=172=3
—_t g —1DE) -2 T nein(F)| = 2 4 _ n-1 ]
Donc X,, Py [sm ((n 1) 3) 2 sin (n3) +2 sm( )] 0 [sm ((n 1) ) ZSIH( ) +2"1/3
Vérification : X, = Zizlz,{%sin (l;—n) = isin (E) = g et 3X22 [Sin (g) -2 sin( ) + 2\/—] 3i4 [%5] = E. Ok !!
- Stesn () () S () = £+ 230 o - 2on(s2) 8] = 0] -2, o
X3 Zk=12k+1 szn(3 zsin(3)+ S sin 5t 16 =76 g [SIn 2 3 2 sin +2%/3 7 193 P Ok !l

€R

,}
—
=3
(N>

n ; n .
8. =yn_, ( ) cos(2kx) = ( ) Re(e‘z"") = ¥ Re ((k) e‘z"") = Re (Zﬁ:o (k) e‘z"").
B.
"o (Z) eitkx = yn_ (k) (e?)k = yn_ 0( ) (e)k 1k 2 (1 + )" = (2 cos(x) ™)™ = 2™ cos(x)™ e™™*. Donc, V, = 2" cos(x)™ cos (nx).
je linéarise
sin?(kx)
avec cos(20)=1-2sin*(8)
9. S, = Y1, sin?(kx) = ~Tioll — cos(2kx)] = 2 h=e 1 — : > Yo cos(2kx) ”T“ - %Re@;;:oezlk").
i i (G si ez”‘ #1
Or, Yu_,e?kx = yn_ (e2X)k = 1" 5Hu De plus, e?* = 1 & 2x = 0[2n] & x =0zl
) n+1lsie?™ =1
Six = 0[r] alors Re(Xh_,e?**)=n+1etS, =0.
. n ik _ (e2i)" 1 ezi(”“)"—llzisin((n+1)x) X sin((41x) i+ Dx—x) _ Sn(@+DX) iny) _ sin((+Dx) ..
Six Z 0[r] alors Yi_qe peTr” peTr” zisin (1) =" © =" © = —nm [cos(nx) + isin(nx)].
0 geikey _ s net _ 1sinnsne)
Donc, Re(Xh— e2*¥) = n o) cos(nx). Alors S,, = G cos(nx).
10. T, = Y7?zicos®(kx). eLinéarisons cos®(kx) :
Euler ik 4 gikex 3 FBN 1
cos(3kx) (—Z ) =2 . ~((etk*)3 4 3(eikx)2g-ikx 4 3pikx (p-ikx)2 4 (p-ikx)3) — —(e‘3"" + 3eikx 4 3ptkx  p—3ikxy — —(2 cos(3kx) + 6 cos(kx))

cos(3kx) = i(cos(ka) + 3 cos(kx)) .

()"~

Donc, T, = Ypzd i (cos(3kx) + 3 cos(kx)) = %ZQ;}, cos(3kx) + %ZQ;& cos(kx).
eCalculons plus généralement S(8) = Y721 cos(k@) :
Tizicos(k8) = Yrzi Re(eO) B Re[Tizi 0] et Tnid eikf = Zﬁ;},(ei‘g)k =

1 cas: 3k € 7./ = 2km. Alors, Y¥ 3 cos(kf) = n

(e9)"-1 _

elf—1

2 isin("?g)e#

2isin(g) e%

einb_q

_ sin(n?e) e

n)

28mecas:Vk € 7,0 # 2km. Alors,

elf—1
RetouraT,:
1 cas: 3k € Z/x = 2km. Alors 3x = 2km donc T,

1 3
;n+-n=n

+ E SlTL(

)C

2

4 sin(3)

28mecas: Ik € Z/3x = 2km et Vp € Z/x # 2pm. Alors T, =

i(n-1)6

o (052)

T )
ste ¢1.0r,eL9:14:>EIkEZ/0:2kTr
n sie¥ =1

elf—1

sin(n?g)
sin(g) ¢

(n-1)8 sik ERetz € C,

alors
Re(az) = aRe(z)
et Im(az) = alm(z).

;donc YRzh cos(kf) =

o (222)




W = B (D)) = D ()0 = 2y 1) 2 ) sk = 3t ()] st (eosoko)

1
w, = 3 [2™] + > [2" cos(2x)™ cos(2nx) | = 2™ + 2" cos(2x)™ ! cos(2nx)
1) Calculer de deux maniéres (1 + i)™ et en déduire : S, = Yo<ox<n (Zr;c) (=D et T, = Yo<oks1en (Zkz- 1) (—Dk.

LT
2) On pose j = e*5 .
a. Calculer 1+ j + j2 et jP suivant les valeurs de I'entier naturel p puis placer les points M,, d’affixe jP dans le plan complexe.

b.  Endéduire les valeurs des sommes : U, = Y o<k<n GZ) » Vo = Do<ken (3k3:L- 1) et W, =Y o<ken (3k3:1- 2).

1) Dunepart,z=(1+i)"= (\/feig)n . (ﬁ)nei% = (\/E)n cos (%) +i (\/E)nsin (E) Donc (\/f)n cos (?) = Re(z)et (x/f)n sin (%) = Im(2).
Oautrepar, 2= 1+ 07 = Bha ()P = o ()7 437 peo ()17 = s () b (L ) e

p impair

z=(14+D)"= l J (Zk) (-DF+ ZL OJ (Zkr:- 1) (—D*i = S, +iT,. Comme S,, et T,, sont des réels, S, = Re(z) et T,, = Im(z). Alors par unicité des parties réelle et in
d’un complexe, S, = (\/f) cos (114—") etT, = (\/7) sin (%")

2)
1 sip=0[3] 1 sip=o0[3]
a. jP=e?P3={e*5sip=1[3] ={ jsip=1[3]
o4 i p = 2[3] j2sip =2[3]
. 3n\ . 3n) . 3n) . 3n 3n 3n) . 3n)\ .
b @ =280 (5)17 =20 ()17 + 550 (5)7r 4550 (577 =250 () + 2% (3)7+ 550 ()2
p p=op3] * P p=13 \ P p=2(3] * P plol \ P p=1131 \ P p=2(3] \ P
(=j%)*" = Up + Voj + Wyj% .Donc, (=1)%%" = U, + Vyj + Woj?.
n_ . 2 V3 V3 1 1 V3 - . . . - ,
Donc, ()" =U, + Vj+ W, j*=U, +V, (—— + l—) + W, (—— - 17) =U, —;Vn - EW + l—[Vn — W, ].Donc, par unicité des parties réelles et imaginaires d’un
complexe, U,, — iVn - éWn =(=D"etV, — W, = 0.Deplus, U, + V, + W, = 33" 3 = 23" = 8™ Ainsi U, Vj, et W, vérifient le systéme linéaire :
V., — W, =0. V, =W, v, = V= _[8n - (=D"].
Unl+ Va '1"' W, =8"  ponc U + 2V, =8" Donc{ 3V, =8"— ( 1" . Ainsi, 5[8" - (D" .
P P = (=1 —qn n
Up = 3Va=3Wo = (D) = (-D" 3U, = 8" +2(~1) l = (8" + 2(-1)"]
Soit & un réel fixé . Déterminer le lieu géométrique des points M d’affixe z telle que :
1. |2z—-iz+1|=3 5. arg((2z—1i)(iz— 1)) = 0[x] FREAAELP (B
2iz+1 — 6. Z-3i =£ 2 2z 3i
2 1-2i—(1+iV3)z arg (i*-af?)z 2[ ﬂl 9. j € iR
Z41-i| _ 7. arg(——=)=-=[2n =z \ _
2zl = 2 i g (2“(2_1)) 4[ | _— Re (Zz+3—i) =0
. arg(z—1)= —[n]
Cz-iz+1]=3|@-Dz+1=3e |@-D|z+1]| =32 1@-Dl|z+ ] =3 V5|z+ 1| =3 |2+ = =2
3 3
= MA = = < M appartient au cercle de centre A et de rayon — 7

arf@=_t=—(2)

5

6. Soit M(z) unpointtelque:zZ—3i#0 et 5+i—Z+#0ie.z#* —3ietz#—-5—1iie.

arg (::l‘:) = g[Zn] & arg (;;1) = —2[27:] & arg (5:‘:) = —2[27:] = (m,m) = —g [2n] & (W,W) = g [2n] & M #=BetM +
A et M est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].
7.arg (:l((l:i?) = ——[211] =1-(1-i)z #0et2+i(z—1) #0etarg (—le_; ZZ) = —%[Zn]

1+i

1+i
™
4=>z¢(1 5= etz ¢1+213targ((1+l) Z(1+21)> —Z[Zn]

oz Ptz #1+ ZLetarg(1+l)+arg<z (:;L)> = —%[21‘(3]
Aff(A)= (1+21)
Aff@=t
&S  M#BetM #Aet T+ (AM,BM) = —Z[27]
& M+£BetM ¢Aet(m,m)=—§[zn]

& M #BetM # AetM est sur le demi — cercle supérieur de diamétre et délimité par [A, B].

. . . . _1-2i
8.  Soit z un complexe tel que 1 — 2i — (1 + L\/§)Z *0i.e z= Gy
AfF()=3i
N I2i|=2=|1+h/§| ) . Arf(B)= (1 2() (2:(3)"
| 2iz+1 | 1o | Zl(Z+ ) _ 12i] 2— | 2-5 | Z_Ei -1 o ‘Z—Ei| -1 (,_5 MA -1
|1-2i-(1+iv3)z| |(1+1\F) ;Zﬁ z) [L+iva] | 222 | (1_\/5)_(1+§)l_z ‘(#)—(#)lﬂ MB
< MA =MB & M € med[A, B].
9.  Soit z un complexe tel que : z # 3i.
Aff(B)=-2-5i
Aff(A)=3i
%;51 ER™ © z=-2-5i et arg(ﬂ) = n[2n] b M # B et (AM,BM) =n[2n] &M # B et (AM,BM) = (2]

& M € [4,BI\{4, B}



1) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe complexe z tels que : M, P d’affixe z2 et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle (puis isocéle).
2) Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M(z), P(z?) et Q(z*) sont alignés.
3) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les points M(z), A(1) et P(1 + zz) sont alignés.
1)Alors, M=PouP=QouM=Q o z=z*0uz’*=z%0muz=2=2(1-2)=00uz?(1-2)=00uz(1-2)(1+2) =0 < z€ {-1,1,0}.
Désormais z & {—1,1,0}. (sinon MPQ n’est pas un triangle !!)
TRIANGLE RECTANGLE :
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en M

=(PM) L (QM) (W, W) [n] & arg (Z 22) =lnloargl+z) =2 [n] s @ BM) = g[n] & M estsur la droite D passant par B et dirigée par J.
Afr®=1
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en P
— 2_y3 —
=(PM) 1L (QP) = (MP,PQ) = g [n] & arg (Zzz_zz) = g[n] o arg(z) = g[n] e @, 0M) = g [r] & M estsur la droite des imaginaires.

oUAff(B)=-1
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle rectangle en Q
=@M) L (QP) & (M_Q',ﬁj) = g [r] & arg (Z;;ZZZ) = g[rc] & arg (Zi—l) = g[n] e (W,W) = g[n] & M estsur le cercle de diameétre [0,B] .
oUW Aff(B)=—1

Ainsi, Sol = (D U (0y) U Cjo.5)\{0, B}
TRIANGLE ISOCELE :

. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les som mets d’un triangle isocele en M
|Z z |

©SPM =QM © |z— 23| = |z — 22 |<:> =l =1 BM =1 < M estsur le cercle de centre B et de rayon 1.
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 sment les sommets d’un triangle isocéle en P
SPM =QP & |22 - 23| = |z — Z%| @%: 1o |22 = =1 OM =1 & M estsur le cercle de centre O et de rayon 1.
. M, P d’affixe z? et Q d’affixe z3 soient les sommets d’un triangle en Q
QM = QP & |23 — 22| = |7° — 7] = 'f:;_j' —1e|i=1e Izlilll =1 |z+1| = |z| © BM = OM < M est sur la médiatrice de [0,B].

Ainsi, Sol = (€C(0,1) U C(B,1) U med|0, B])
2) SiM =PouM = QouP = Q alors les points M, P et  sont alignés.
OrM=PozZ=zz2z-1)=0z=00uz=1
M=Q ezt=zozz-1)=0=zz-1)(Z*+z+1)=0 s z=0ouz=1louz=jouz=j
car les solutions
de 1+z+2%2=0

sont les racines 3iémes
de l'unité sauf 1

P=Qeoer=2oez2@N=0s22z-1)z+1)=0=z=00uz=louz=—-1.
Donc finalement, si M € {0, A(1), B(—1),C(j), D(j?)} alors M,P et Q sont alignés.

Prenons maintenant z ¢ {0,1, —1; j; j2}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,
M,P et Q sontalignés @(MP PQ) =0[n] & arg( ) =0[r] © arg (%;(12)7_(?;1)) =0[r] @ arg(z(z+ 1)) =0[n] © z(z+ 1) eR"

ezz+D)=zz+Dezz+1) =2+ 1)e=2? -2 +2z-2=0= (z2-2)(z+Z+1) =0 z=Zou2Re(z) = -1 z€ RouRe(z) = —=

& M est sur l'axe réel ou sur la droite Dvertciale d'équation x = — %
Ainsi, So/=D U (0Ox) puisque les points 0,4,B,C et Dsont aussi dans cet ensemble.

1) SiM=A(iez=1)ouA=P(iez=0) ouP =M ((iLez= esz=e"5 ) alors les points M, P et A sont alignés.
(eneffet, P =M & 1+22=z=22-2z+1=0 e zzlzﬂ:e%ouz:#:e_i?).
A=1-4=-3=(iv3)’

Donc finalement, si M € {0,A(1),C (e‘g) ,D (e_ig)} alors A, M et P sont alignés.
Prenons maintenant z ¢ {0 1, eilsl e_ilsl}. Alors, M,P et Q sont distincts. Par conséquent,

— 1+22 _ _ zr z2 _ z2 z2 _ z2
M,P et A sont alignés 4=>(MP PA) 0[] & arg( ) 0[] & arg( 1)) Olr] ®ae ( =y ER & o= ((Z_l)) Andrerri s
= 22(Z—1) = 220 Veaz(22) — 2(22) — (22 — 2%) = O ozZ-DzP-z-2)@z+2)=0=z-2|[|z*-(z+2)]=0
Sz—z=0o0ulzl?-(z+2)=0=z=7 oulz|>? =2Re(z2)=z€Roux?*+y’-2x=0=z€eRou(x—1)>-14+y?2=0
szeRoukx—-1)?+y’=1oz€Roulz—1?=1<=z€Roul|z—1| =1 < M est sur l'axeréel ou AM = 1
& M est sur l'axe réel ou M est sur le cercle de centre A et de rayon 1.
Comme O, D et C sont sur le cercle de centre A et de rayon 1, je peux conclure que Sol = C(4,1) U (axe réel).
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EX 19 Soit a, b et c trois complexes distincts et 4, B et C leurs images ponctuelles respectives. On note j = e .
1. Compléterj3 =--.et 14+j+ %=
2. Montrer que : le triangle ABC est équilatére direct (Cf dessin)si et ssi a + bj + cj? = 0

A 1 2T .. . SN x .
etj? = (e 3 )2 =e'3 = —;Tig=e “3 = 7. Donc, 1 ; j et j* sotn les racines troisiémes de 1’unité, leur somme est nulle i.e.

1. =1, j—es———+l(

1+j+j2==0.
2. ABC est équilatére direct sietssi (ﬁ R) =z [211] et AB = AC sietssiarg (g) = 2[27':] etlb—al=|c—al

sietssi arg ( )

C_a = 1e 3 sietssi g =1+jsietssi (c—a)—(1+))(b—a)=0
care'3=—j2=1+j
S . A i _ 2 _ _
sietssi ja — (1 + j)b + ¢ = O sietssia ( + 1)b +-c=0 cilftjil a+ 2+ Db+ j*c = Om.:lliff’szl_l a+jb+j%c=0.
EX 20
1) Soita = % Représenter les points M,, d'affixe @™ tqn € N.

2)  Soit (Uy)pen telleque:uy =letVn € N,u,,; = éun 4 %i et u, affixe de M,
a)  Montrer que tous les points M,, sont alignés.

b)  Exprimer u, en fonction de n. Déterminer la limite des suites Re(u,, ) et Im(u,, ).
zn+2(1 i)

3) Soit (z,) la suite de nombres complexes définie par: z, =ietVn €N, z,,, = o

().
On note M,, le point image de z,.
a) Calculer z, et z, .



b)  Trouver deux suites constantes égales a p et q (telles que |p| > |q|.)qui vérifient la méme relation de récurrence (**) que la suite (z,) .

c)  Montrer que la suite (Z"_p) est géométrique.
Zn=4/ neN
d) Endéduire z, en fonction de n et Déterminer la limite des suites Re(z, ) et Im(z, ).

x+jy+j2z=0
Ex 21 Soit a un nombre complexe . Résoudre le systeme (S) : {5236 +y + jz = 0 d'inconnue (x,y,2) € C°.
jx +j2y+z=0
x+ay+a’z=0
Ex 21 bis Soit @ un nombre complexe . Résoudre le systéme (S) :{ ax +y + az = 0 d'inconnue (x,y,z) € C°.
a’x+ay+z=0

LyeLy—aL,

x+ay + a?z = 0LyeLy-a’L, x+ay+a?z=0 x+ay+a?z=0
ax+y+az=0 &S (1-ad)y+(@a—-a’a)z=0 =<1 —|al®)y+a(l-|al®z=0.
a’x+ay+z=0 (@—aa®)y+ (1 —a*a?)z=0 a(l—la|l®y+ @ —-lal®Hz=0
Silal> =1 i.e. |lal =1alors(S) © x+ay+a?z=0& x = —ay — a’z. Donc Sol = {(—ay — a®z,y,2)/y, z réels}.
Lz‘—(l_‘l—mz)Lz
L3‘_(1—\+|2)L3 x+ay+a?z=0 Lslz-al, x+ay+a?z=0 x+ay+a?z=0 x=0
Silal # 1alors(S) &S y+az=0 P y+az=0 & y+az=0 < {y=0.DoncSol =
ay+ @1 +lal®)z=0 A +lal?=l]al®z=0 z=0 z=0

{(0,0,0)3.

Pour I’ex 21 , il suffit de prendre a = j et, comme |j| = 1,Sol = {(—jy — j?z,y,2)/y, z réels}.



