Corrigé DS 2

EXERCICE 1 Des inégalités ; les parties A, B et C sont indépendantes.
Soitn un entier supérieur a 2 et a4, a,, ..., a, des réels strictement positifs.

A . Une premiére comparaison
1. Montrer grace a une fameuse inégalité du cours que :
1< [1-ail+lay —agl +laz —azl +lag — au + -+ + lan-1 — anl + lagl.
l=1-a;+a,—a,+a3—a,++a,1—a,+a,=1—-a)+(aqy—ay)+(as—ay)) + -+ (a,.1 —a,) +a,
Donc l'inégalité triangulaire généralisée assure que :
11l =11 —-a)+(ag—az) +(az—ay) + -+ (an1 —ap) + ap| < |1 —aq| + |a; — ay| + |az — as| + -+ |an_1 — an| + |ay].
B. Comparaison de moyennes
2. Montrer que Yx € R**,In(x) < x — 1.
3. Onpose:

1 a Zng z
m= ;Z’,Q‘:l a, la moyenne arithmétique des réels a4, a,, ..., a,

g = YIli=; ar lamoyenne géométrique des réels a, ay, ..., a,
n o 7
h = la moyenne harmonique des réels a4, a,, ..., a, .

n 1
k=1g,,

a. Enappliquant 'inégalité obtenue au 2. a chaque réel%, montrer que g < m.

b. Enappliquant l'inégalité obtenue au 3. a. aux réels ai montrer que h < g.
k
2. PosonsVx € R*", f(x) =In(x) —x + 1.

f estdérivable sur R** et Vx € R™, f'(x) = i— 1= 1;—x
X 0 1 + o
700 r— — D’aprés les variations et valeurs de f, Vx € R**, f'(x) < 0.
£ /O \ Pen conclus que Vx € R™, In(x) < x — 1.

3. Vke N*,age R**donc In ((:n—k) < C:n—k —1.Donc, Yp_;In (‘:n—k) é k=1 (% — ) =( Zzl%) —n.
)

a a a 1 1 i o s 24
or,Yr_;In (;") =1In (]_[,'(1=1 Zk) et (Z’,;‘:l;k) = —(Zk=1 @) = —nm = n. Donc linégalité (x)s’écrit :
In (]'[,’;1 ‘:n—k) < 0. Et par conséquent, n’,;;l% < 1. Donc # Trz1 ax] < 1 puis [r=; ax < m™. Alors, par croissance de
1
la fonction racine nieme, g = [[[f=1ax]n <m = %(27(1:1 ag).

1~ A A ARA H A H H'S ’ H » 1
4. L’inégalité précédente est vraie pour tous réels a; strictement positifs. On peut donc Uappliquer a —
k

1
1

n

1.1 1 1.1 1 In 1
Alors, [Hﬁzla—k]n < ( ’,},zlzk). Or, [Hﬁzla—k]n = [ ] = . Donc,

Mo ae] 1
fe=1 %k (M= ar]™
n 1

1
< [[Tr=1 a]n. Ainsi, h < g.
k=1zk)'

0< —1

- T < %(ZZ”%,()' Par conséquent, I
[Hk=1ak]n n
B . Autre comparaison
o g i aj
4. Montrerque V(i,)) € [1,n]? % + a—’
j

i

> 2.

5. Endéduire que (X, ak)(Z’,;‘:la—lk) >n?

6. Redémontrer cette derniere inégalité a ’aide d’une autre fameuse inégalité de cours.
2
af+aj 200, = (aiza;) > 0. Donca—i. +4 > 2.

ajai ajai aj a;

5. Soit (i,/) € [Ln]% 2+ —2 =
al- a;

6. (Thor @) (B ) = Gl (5112



7.

=(a,+a, +-+ )(1+1+ +1)
= (a4 a, a, a a a,

a; a a; a a a a a
= [(1 +—+—+---+—>+<—+1+—+---+—>+<—+—+1+—...+—>
a as an a, as an

a a a
+---..+<—”+—”+---++ = +1)]
a; a an-1

a; aj
=n+ Z —+—=]=2n+ Z 2.
a aq; i

1<i<jsn
al j ai aj
O 2 -|- > 2 donc 21<L<]<n( a; + a_L) = lei<j5n 2.

Et, lei<j<n =Y Y2 =22 —0) = 230 (n - 1) 2¥Y*1k. Donc,

i

k=n-i
i=1ei=n-1
i=n—-1k=1

+%> >n(n —1) = n? —n.Donc,

i

n(n-1) ai

) = n(n — 1). Et par suite, Z1<1<1<n(
aj

Zl<l<]<n 2=2 (

a; a;
n+ Z (—l+a—]>2n+n2—n=n2.
i

a;
1<i<jsn

Ainsi, (Y=, ax) (Zk 1, )>n

Appliquons Uinégalité de Cauchy-schwarz aux réels x;, = ./ay et y, = J% Alors
k

k=1 010? < (ER=1 %) (ER=1 ¥i0) sécrit: <Zk 1\/_J—> —( ;cl=1\/a_kz)( k=1 (J%_,)Z)

autrement dit, (X7, 1)?2 < Cr_; a) (Zk 1 )1e n? < (Xr=1ax) (Zk 1L)-

ak
EXERCICE 2 Partie entiére et FBN
Soitn € N.
2n 2\ > 2\

1. Notons unz(\/§+1) =((\/§+1) ) etv, = (V3-1) ”=((\/§—1) )

a. Montrer que (2 + \/§)n +(2- \/§)n est un entier pair.

b. Endéduire que 2" divise u,, + v, . (on utilisera les expressions *x de u, et v,)
2. Endéduire que 2™ divise | (V3 + 1)?" | + 1. En déduire la parité de | (V3 + 1)** | .

a2 +v3)" + (2= 3)"| = Zi () 23" + 3i o( )2” VB = B (3) 273 A+ (-
=Zogk5n(k) yALVE} 2—22H ( )2” ZP\/_ZP [Z zn—2p3p]'

k pair

=a€eN.

ren conclus que (2 + \/§)n +(2- \/§)n est un entier pair.
by +v, = (V3+1)" +(V3-1)" =
=((3+1)) +((V3-1)") =(¢+2v3)" +(4-2v3)" = 22(2+V3)" +27(2-3)"
=2"[(2+V3)" +(2-V3)"|=2"[(2+V3)" + (2-V3)"| =2"""a
Ainsi, 2" divise u,, + v,, .

2. U, + v, = 2" adonc,u, +1 = 2"'a+ (1 —-v,).Comme0<+v/3-1<1,0<v,<letalors0<1-v,<1.
eN

Par conséquent, |u, + 1] = 2"** a. Ainsi, |u,| + 1 = 2" a avec a € N. J’en conclus que : 2™*!divise | (v3 +
1)2" |+ 1et,|u,] =2 a—1 estdoncimpair.

EXERCICE 3 Une somme et un produit trigonométriques ; les parties 4 et B sont indépendantes.

A. Le produit

Soit x € ]0, [. Pour tout entier naturel n, on pose P, (x) = [[}, cos (i)

1. On pose u, = sm( ) P,(x). Montrer que la suite (u,) est géométrique.



2. En déduire une autre expression de B,(x) (sans [[ ).
1. Soitn un entier naturel.

. x . x n+1 , x n X
Upyq = SIN (—an) P41 (x) = sin (2n+1) feg cos (2 ) = sin (an) cos (2n+1) k=0 COS (2’<>

1, . o o1
= S sin (2 Zfﬁ) R0 COS (zk) =sin ( ) [Ti=, cos ( ) = Eu"' Donc la suite (u,) est géométrique de raison >

—
formule d'angle

double
2. Alors, sm( )P x)=u, = 1nu = isin(x)Po(x) = sm(x) cos(x) = S”;(ff) Orx € ]O,H[,zin € ]0,7[ donc
sin(2x)
sm( ) # 0 et par conséquent, B,(x) = ersin( )

B. Une somme
3. Rappeler la formule de factorisation de cos(p) + cos(q).
4. Soit m un entier naturel non nul.
Résoudre l’équation (e,,) : cos(x) + cos((Zm + 1)x) = 0 d’inconnue x réelle.
On note D ’ensemble des réels qui ne sont solutions d’aucune équation (e,,).

Autrement dit, D = R\ U,y Sol(en)-

. 1 1 1
Soita € D. On pose Sn(a) " cos(a)+cos(3a) + cos(a)+cos(5a) oot cos(a)+cos((2n+1)a)’

z 1
5. Completer Sn(a) = mzlm
6. Soit x et y deux réels tels que tan(x) et tan(y)existent.
sin (x—y)
cos(x)cos (y)
7. Déduire de tout ce qui précede, une expression (sans ), ) de S, (a) (attention a ne pas diviser par 0).

3. Soitp etq deuxréels. Onposea = ? etb = ?. Alorsp =a+ betq =a— b.Donc,

cos(p) + cos(q) = cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b) = 2 cos (p ; q) cos (p ; q).

Montrer que : tan (x) — tan(y) =

4. Soitxunréel.
x est solution de (e,,) & cos(x) + cos((Zm + 1)x) =02 cos((m + 1)x) cos (mx) =0

s cos((m + 1)x) = 0oucos(mx) =0

T T
<:>EIkEZ/(m+1)x=E+krt oumx=5+kn Carmet
m + 1 sont
ik eZ " + kn " +kﬂ non nuls
= = = — 4+ — o
/x 2m+1) (m+1) oux 2m  m

bid km bid km
Donc sol(e,,) = {2(m+1) el Cam +— [k € L}.

Alors D = R\ {-= + 2, = - /k€T,mEN} = R\(=+Z/k e ,m € N'}.

m  m’ 2(m+1) (m+1)
_yn 1
5. Sn(@) = Xm= cos(a)+cos((2m+1)a)’
6. Soitx ety deuxréels tels que tan(x) et tan(y)existent. Alors cos(x) # 0 etcos(y) # 0.
(tan(x) — tan(y)) cos(x) cos(y) = ) _ V) ) cos(y)
an(x an(y)) cos(x) cos(y) = cos()  cos(y) cos(x) cos(y

= (sin(x) cos (¥) — sin(y) cos (x)) = sin(x — y).
sin (x—y)
cos(x)cos (y)

Donc, tan (x) — tan(y) =

7.Commea € D,Vvm € N, cos(a) + cos((Zm + 1)a) = 2 cos((m + 1) a) cos(ma) # 0 donc cos((m + 1) a) +
0 et cos(ma) # 0 et par conséquent, tan((m + 1) a) et tan(mma) existent. Par conséquent, tan((m + 1) a) — tan(ma) =

sin(a)
cos((m+1)a) cos(ma)’

Oubiensin(a) =0i.e.3p € Z/a = pm.

1

Alors Vm € N*, cos(a) + cos((Zm + 1)a) =2(—1)?;donc, S,(a) = Xn_ 1 = 2 1)p = —(— )P.
Ou bien sin(a) # 0.
sin(a)

Alors, tan((m + 1) a) — tan(ma) # 0 et cos((m + 1)a) cos(ma) = T Da)—tantma)’
1 1
Donc, cos(a)+cos((2m+1)a) 2 cos((m+1)a) cos(ma) 251n( ) [tan((m + 1) @) — tan(ma)]




Sp(@) =X Zsm( 5 ——[tan((m + 1) @) — tan(ma)] = 251111((1) —oltan((m + 1) @) — tan(ma)]
somme télescopique
Sp(a) = [tan((n + 1)a) — tan(O)] Ainsi, S,,(a) = %

2 sm(a)

EXERCIE 4 Une fonction périodique
Soit f une fonction de R dans R définie sur R, telleque:Vx € R, f(x) #3et f(x +1) = ;g; ;

1. Calculer f(x + 2) en fonction de f(x).

2. Endéduire que f est 4-périodique.

f(X)—S_5
fx+1)-5 _ F0)-3 _ f(x)=-5-5f(x)+15 __ 10-4f(x) _ 5-2f(x)

1. VxeERx+2€Retx+4€eRetf(x+2)= T S O, T roosarore a2 - 20"

Feo-3~
5-2f(x+2) e 10-5f(x)—10+4 ()
2. Parconséquent, f(x +4) = Z_ff(;:z) = 2_5:;83 = 4_2;(§)_5+2f€g) = fx = f(x). Ainsi, f est 4-périodique.

2-f(x)

EXERCICE 5 Un peu des complexes de module 1.

Soient a, b, ¢ trois nombres complexes de module 1 tous distincts.

1. Montrer que : Re(3 + 4a + a*) = 0.
a(c—b)* +
Bloma) € R™.
Posonsa = el b = etf et c = e?.
1. Alors 3 + 4a + a? = 3 + 4e'® + e®* = 3 + 4 cos(a) + cos(2a) + i[4 sin(a) + sin(2a)]. Donc,
2. Re(3+4a+a?®) =3+ 4cos(a)+ cos(2a) = 3 + 4cos(a) + 2 cos?(a) — 1
=2+ 4cos(a) + 2cos?(a) = 2(1 + 2 cos(a) + cos *(a)) = 2(1 + cos(a))? = 0.
Donc, Re(3 + 4a + a?) = 0.

2. Montrer que :

sie [ pisin(E=1) B :
) alc-b)? _ el® (el - e‘B) it ¢i2¥(1-¢i(B~ V)) _lem(T e ? _ el (—2i)2sin? (32 ) UB+y)
| b T (e’ T Cibeinr(1-ei@ )’ e s I
isin e

mw

a(c=b)* _ sin () pia=B+B+y-a-y) — Sinz(g)eio =5 y). Donc,

( a(c-b)?
2
b(c-a)? ~ sin (a;y) sin? %) sinz(— b(c-a)®

est un réel positif. gm

iy
1~

2



