CORRIGE JOUR 4

Ex 1 Racines carrées complexe. Equation du second degré. Exponentielle complexe.

-1
1.Donner les racines carrées complexes des nombres complexes a suivants a = —3 puis a = —2i puisa = —12 + 16i puisa = _\1/1
2.Résoudre les équations suivantes

a. e?*+e?+1=0dinconnue z complexe
b. (=4-—2i)z%>+ (7 —1i)z+ 1+ 3i = 0 d’inconnue z complexe
z+w=-1+2i , 2
c. { _ .~ d’inconnue (z,w) € C-.
zw=1+4+7i & w)
a=-3=i2J32=-3 = (\/gl-)z_ Une racine nieme complexe du complexe a est un
n —
Donc v3i est une racine carrée complexe de —3. L'autre racine carrée est Sl Gl quez‘ =a . .
Net Tout complexe posséde au moins une racine
l2‘ = — carrée (ou deuxieme) complexe.
a=-2i=(1-10)" : -igy2 T\2
Don TS AT rap——— a=—2i=2e"7 =27 7 = (\/feﬂ%) Tout complexe non nul a exactemenet deux
complexe de —2i. Lautre racine carrée — \/Ee_i% est une racine carrée complexe racines carrées complexes qui sont opposeées.
estalors i — 1. de —2i. Lautre racine carrée est alors : : : g -
\/fe‘lg S —— Soitn un entiertelquen = 2.Sia = re'” € C* tq
o r € Rt* et € R alors les racines niémes dea
carreis car: e
VZe i =2 (‘/— lﬁ) =1—i sont les n nombres complexes : \/Fene ntqk €
a=—12+ 16i = 4(—3 + 4) a=—12 + 16i. Alors, [0;n -1
=4(-3+2x2i) x + iy est une racine carrée complexe de a
=4(—4+1+2><2i) {62—a
((21‘)2 +1%2 +2x1x2i) |52 la| Méthodes : Soit n un entier tel que n = 2.
221+ 2)* =[2(1 + 2D)]? x? —y? + 2ixy = —12 + 16i 1. Sia€C*alors
a=(2+40)? < x% + y? ( 12)? + 162 =20 | 6 =x + iy estuneracine carrée de
X _yz - _12 Re(6%) = Re(a)
Donc 2 + 4i est une racine carrée - 2xy = 16 a={ Im(6?) = Im(a).
complexe de —12 + 16i. L’'autre racine 5 2 5 5 _ 1617 = |al
carrée complexe est alors —(2 + 4i). x*+y® =4(-12)" +16% =20 - p—
2%2 =8 2. Sia=re? €C tqr € R** etd € Ralors Vren est
{2y =32 une racine nieme de a particuliere.
xy =28 3. Sia € C" etz, estune racine nieme de a alors les
x =12 racines niemes de a sont les n nombres complexes
- o 2T
(:[};y__ig 2o e®n tq k € [0;n — 1].
PN x = {x =-2
=4 o y = — i i 4 z X ply
Donc—(2 + 4i) et 2 + 4i sont les racines Siz=x+iy €Ctqxyréelsalorse” =e”e
carrées complexes de —12 + 16i.

Soit (r,7") € (R**)2et(6,0") € R?.

1—+3i <_% - §l> i 4m 3m re® =r'e’? = { rer
—1 - l e = .
== =2 3n=\/§e( D) = V2.5, 3k € Z/6' = 6 + 2kn
- R S i
\/E( Nei + \/?) e 4 Soit U'équation(E): az? + bz + ¢ = 0 d’inconue z
(7T 13 complexe ol a, b, c complexes tels que a # 0. Posons
Donc +‘V§el(§) sont les deux racines carrées complexes de =SE A= bpz 4 - 0
T i1 ac et d uneracine carree complexe de A.
Notons (E) l'équation: e?Z + e + 1 = 0 d’inconnue z complexe Alors,les solutions de (E) sont— et 222,
SgZiTZ =Zx +iy € Ctqx,yréelset Z=e” Ces deux solutions sont dlstlnctes SIetSSI A# 0.
e~ te +2 1=0 Sia, b et c sont réels et A< 0 alors les deux solutions
=25+ Z +1= (-)z sont conjuguées.
S Z=] Ognz =] i Les solutions dce 1 + z + z2 = 0 sont :
_ ieF _ it 27 _i2m
Sef=edoue’=e3 j=e’3=—§+i?=etj2=e’3=—%—i?.

o e¥el? = o5 ouetel = '7
e* = er =
‘:’{ak € z/y ==+ 2kn o {EIkEZ/y=43—"+2kn

x=0 x=0
2m 4m
‘E’Iak €Z/y ="+ 2kn’" [ak €Z/y =—+ 2kn
3 o
. ya . T
=3Ik €Lz = L(?-l- 2k7r) ouz= l(?+ 2k7r).
. (4T
Ainsi, Sol = {i (£ + 2kn) ,i (£ + 2kn) /k ez}
Soit (E) Uéquation (—4 — 2i)z% + (7 — i)z + 1 + 3i = 0 d’inconnue z cpxe.
Posons A= (7 — )2 — 4(1 + 30) (—4 — 20) = 49 — 14i — 1 — 4(—4 — 12{ — 2i + 6)
Donc A= 40 + 42i. Cherchons les racines carrées de A= 40 + 42i.
1% méthode : On cherche § = x + iy telque: (x + iy)> =3 — 4i .
(x + iy)? = 40 + 42i
[(x + iy)?| = |40 + 42i]
X2 — y? = 40 202 =98  (x=+49
o{ 2xy=42 {2y?=18 o{y=419
X2+ y? = 58 xy =21 xy =21

(e + iy)? = 40 + 42i @{
x% —y? + i2xy = 40 + 42i
|(x + iy)?| = v/3364 = 58

=7 =-7
< g _3 ou {; — _3-Donc,7 + 3iet—7 — 3i sont les racines carrées de 40 + 42i .

28me méthode: A=40 +42i =40+2 X7 X3 Xi =49 —9+2X 7 x3i =72 + (30)2 +
2 %7 %3i = (7+30)?.




—(7-D)—(7+3i —14-2i —7-i —7-)(—4+20) _ 30-10i _ 3—i
Alors, z; = (, ) = — = ,=7( )(,2 ) = =—et
2(—4-2i) 2(—4-20)  —4-2i |-4-2i] 20 2
—(7-0)+(7+3i 4i 2i 2i(—4+2i) _ —4-8i _ —1-2i .
2z, = G=0+( - )= — = — = ( : ) _ = sont les solutions de (e).
2(—4-2i) 2(—4-2i)  (—4-2i) |-4-2i|? 20

z+w=—-1+2i

” 2
w=1+7i d’inconnue (z,w) € C*.

Soit (S) le systéeme {
Soit(z,w) € C?.
z+w=-1+2i z+w=-1+2i z+w=-1+2i
P e ot (P
z et w sont les racines de P(t) = t2 + (1 — 2i)t + 1 — 7i.

—7+24i=-16+9+2x3 X 4i = (3+4i)?

,(1—21)2—(3+41) — —42—21 ——2—ioet ¢, = —(1-20)+(3+4i)
Par conséquent,
z+w=-1+2i z=-2-1 z=1+3i z=-2-1 z=1+3i
Cveien el a e 50 =02 e b2 50
Ainsi, Sol(S) = {(-2—i,1—-3i); (1 —3,-2 —i)}.

t, = =1+3i.

PosonsA=(1—-2)2—4(1=7) =1+ 22 —2X2i—4+28i=1—-4—4i—4+28i =

Ex 2 Dérivée de Arcsin, Arctan et Arccos

1. Soit f(x) = 2Arcsin(x) X Arccos(x) — 5Arctan(x). Déterminer le domaine de définition D de f. Justifier que f est dérivable au

moins sur D’ = D\{—1,1} et calculer f’(x) pour x € D'.

2. Soit f(x) = Arcsin(x* — 1). Déterminer le domaine de définition D de f. Justifier que f est dérivable au moins sur D’ =

D\{0,v/2, —/2} et calculer f’(x) pour x € D'.

Soit f(x) = 2Arcsin(x) x Arccos(x) — 5Arctan(x).
Df = [—1; 1] car Arcsin et Arccos sont définies sur [—1; 1] et Arctan sur R.
Dans U’expression de f, seules les fonctions Arcsin et Arccos ne sont pas
dérivables sur tout leur propre domaine de définition mais uniquement sur
]1—1;1[. Donc f est dérivable au moins sur] — 1 ; 1[.Etvx €] — 1;1],

f'(x) = 2[Arcsin’ (x)Arccos(x) + Arcsin(x)Arccos’(x)] — 5Arctan’ (x)

-2 [Arccos(x) Arcsin(x) 5
= V1-x2 Vi-x2 1+x?%

Arcsin(X) existe sietssi X € [—1;1].
Arccos(X) existe sietssi X € [—1; 1].
Arctan(X) existe sietssi X € R.

Arctan est dérivable sur R. Mais Arcsin et Arccos ne sont

dérivable que sur ]| — 1; 1] donc ne sont pas dérivables sur
tout leur domaine dé définition. Et,

Vx € R, Arctan’ =
x rctan'(x) 122

1
Vx €] — 1; 1[, Arcsin’ (x) = = —Arccos(x).

v1-—x2

Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et A et f des
réels.Alors Au + v et uv sont dérivables sur D et
Vx €D,

Au + Bv)'(x) = W' (x) + BV’ (x)
(uv)'(x) = W' ()v(x) + u()v'(x)

Soit f(x) = Arcsin(x* — 1).
f(xXexiste & -1<x*’-1<1o0<x*<2&x€ [—\/7;\/5]. Donc, Df =
[-v2v2].
Posons v(x) = x? — 1. Alors v est polynomiale donc dérivable sur R donc sur toute
partie de R. Et dans Uexpression de f, seule la fonction Arcsin n 'est pas dérivable sur
tout son propre domaine de définition mais uniquement sur] — 1;1[.Or, x> — 1 €] —
Llle-1<x’-1<1e0<x*<2
< x € |—v2;0[ U]0; V2[.

Dong f est dérivable au moins sur D' = |—2; 0] U]0; V2[. Et,

v(x)=x2-1

vxeD, f'(x) 2  v'(x)xAresin’(v(x)) = 2x x

1—(x2—1)2
1 1 1
f'(x) =2xx =2x X =2x X
VI—xt+2x2-1 Jx2(2 —x2) Va2 — 2
L 2sixE]O;\/E[
2—x
fl(x) =2x X ——= ]
lx|v2 —x? 2sz‘xE]—\/f;O[
2—x

Toute fonction polynomiale est dérivable sur R.

Soit u et v deux fonctions dérivables sur respectivement

Dy etD, .

Alorsu o v: (x » u(v(x))) est dérivable surD’ = {x €
& T BN

D, Jv(x) € Dy }et
Vx € D', (uov)'(x) =v'(x) X u'(v(x))
En particulier (x — Arcsin(v(x)))est dérivable sur

{x € D,/ /v(x) €] — 1;1[}. Et (Arcsin(v))'(x) = ‘/%

Ex 3 Fonction bornée xFonction de limite nulle Calculer lin} cos (%) (x — xD).
X

Vx € R, |x] < x < |x] + 1donc 0< x — |x] < 1; par conséquent, lafonction
b: (x » x — |x]) est bornée.

. T T
( lim—=-
x—12x 2

car cos est

De plus,

3 g L.
continue enz .Donc par composition,

ltl—r}’l;’ cos(t) = cos (g) =0
LI_)H} cos (%) =0.

Ainsi, (x » cos (%) (x — |x])) est le produit d’'une fonction de limite nulle en 1

et d’une fonction bornée. J’en déduis que lim cos (1) (x—[x]) = 0.
x-1 2X

Par définition de la partie entiére, Vx € R,
lx] <x < |x]|+ 1.
f estcontinue en a lorsque lim f(x) = f(a).
xX—-a

lin}J u(x) =1L

X g —

limv(t) =b — lmu(r(@) =L

-a

Bornée X limite nulle : Si b est une fonction bornée
au voisinage de a et la fonction g tend versOen a
alors g X btend vers O en a.







