CORRIGE JOUR5

Ex 1 Racines niemes complexes-Equations polynomiales.

—1+/3i

1.Donner les racines n'*™s complexes des nombres complexes a suivants:a = 1letn = 7puisa = jetn =5 puisa = ———et n = 4.

2.Résoudre les équations suivantes :
a. 1-i(1—-2*=0
b. zZ"=3"
c. 64(z—1D°+(=Z+1)°=0
d. z*—23+22-2z+1=0
e. (z—D"=(z+1)"oun € N\{0,1}.

2-2i

2ikm
Les racines 7iémes de l'unité sont les 7 nombres complexes tels que : e 7 tq k € [0,6].

2im i2m 2im
j=e3 Doncess = eis estune racine 5iéme de j. Ainsi, les racines 5iemes de j sont les
2im  2ikm

complexes eise s tqk € [0,4].

1+i
3-iV3

—143i 2el3 1 (m2m (117 q (11w . N
= 2= 20 = LG+ = L5, pone (—)8 ¢l(3%) est une racine quatrieme de
2-2i 2yze iz V2 V2 2

. . . 1+ 1y5 (2 2k
Ainsi les racines quatriémes de 3575 Sont les complexes(g) e\as/e s tqk € [0,3].
Notons (e): 1 —i(1—2)*=0. Soitz € C. PosonsZ=1—z.

z solution de (e)
ozt =1
L
. .\ . o o
< Zestuneracine qgat;i:me de —i ? —i—1xe % Do e Eest une
o 3k €[03]/2 = e Bl T

racine 4°™ de —i. Puisles racines

. 2k
<3k e03]/1—z= e‘lgelTn 4iemes de —i sont les 4 nombres
T .2km T 2km
= 3ke03]/z=1—e'se"+ complexes e 'se" = tqk € [0,3].

LT 2km
Ainsi, Sol = {1 — e 'se"+ /k € [0,3]}.

Soitz € C.
n _ qn Z " —
2" = () =1
& estune racine nieme de l'unité
i .2km
o 3k e0,n— 1]]/§= et n
: sk
< 3ke0,n—1]/ z=3e" n.
.2km
Ainsi, Sol = {3e' ™ /k € [0,n — 1]}.

z = 1 ne vérifie pas 64(z—1)°+ (z+ 1) =0.
Soitz € C\{1}.
64(z—1)°+(z+1)°=0

(z+1)° 64
(z—-1D°¢
6
< (Z - 1) = —64 —64 = i°2° = (2i)°. Donc 2i est
7 —

241 . N une racine 6ieme de —64. Alors,
& — est une racine 6iéme de — 64 K N

z-1 sk les racines 6iemes de —64 sont les
zZ+1 L =
— = 2ie s
z-1

2ikm
< 3k €[0,5]/z+1=2ie 6 (z—1)
2ikn 2ikn
<3k e [[0,5]]/(2i€ 6 — 1)2 =142ie 6

<3k € 0,5 2ikm
10,51/ complexes 2iezs tq k € [0,5].

2ikm
2ie 6 +1

= 3k € [05]/z = —=
2ikm 2ie 6 -1
2ie 6

car =2#1=|1]

2ikm
donc 2ie 6 #1
2ikm
i 6
Ainsi, Sol = {Z£-*1 /k € [0,5]}.

2ie 6 -1

Z™ = a signifie que Z est une racine n*m®
complexe de a.

Les racines n'®™® de 'unité sont les n nombres

2ikm
complexes e » tqk € [0;n — 1].

Sia € C* et z, est une racine nieme de a alors
les racines niemes de a sont les n nombres

2ikm
complexes z, e n tqk € [0;n — 1].
Sia=re! €C*tqr € R** et € Ralors

ie
Yrew estune racine nieme de a particuliere.

Somme géométrique :
Pour tout complexe Z et tout entiers naturels
PetNtelsqueP <N,

ZN=P+1_

N Zk_{—lsithl
k=P - Z-1
N—-P+1siz=1

z=—1nevérifiepasz*—z3+2z°—-z+1=0.
Soitz € C\{—-1}.

b -2 +27z22—-2z+1=0

e (D) + (-2 + (22 +(-2)+1=0
4

Au cours de ma recherche au brouillon, m’est apparu que -1 est une valeur
Je ne ai pas vu immédiatement.... En revanche quand je rédige au propre, j

a étudier a part.
e m’en suis

k —
d é (_Z) =0 occupée des le début car c’était plus simple et clair en terme de rédaction.
k=0
|\ O

somme géométrique
deraison—z#1

—7)5-1
a1 _
et —z-1
car z#—1

s (-2)5=1
& —z est une racine 5iéme de l'unité

2ikm
<3k €04]/—z=e5




2ikn
e dk € [M4]/z = —e5 .

car z#—=1

2ikm
Ainsi, Sol = {—eT/k € [[1,4]]}.

1. Soitn € N{0,1} et (e): (z — i)™ = (z + i)"d’inconnue z complexe.
Je remarque que i n’est pas solution de cette équation .
zZ+i

Soitz € C\{i}.OnposeZ = —

l
z solution de (e)
sietssi (z— )" = (z+ )"

sietssi @i =1

(z-Dn
N
sietssi (—) =1
Z—1
sietssi Z" =1
sietssi Z est une racine n'®™ de l'unité.

ATTENTION A NE PAS DIVISER PAR
ZERO :
Soitk € [0,n — 1].

2km 2km
1-e" =0 sietssi e n =1
iz(n—l)n

. | 21 PRl sietssi k = 0.
sietssi Z=1ouZ=enouZ=enou..Z=e" =

e Donc je dois dter la valeur k = 0
sietssiilexiste k € [0,n — 1] telque Z = e"n . pour avoir le droit de diviser .
2kn
. .. . Z+i i2km Deplus,pourk =0,(1—e"n )z #
sietssiilexiste k € [0,n — 1] telque=—=¢e"n pm P ( )
=t —(e"n +1) Doncle cas « k=0»
est impossible ... mais ce n’est pas

_] grave il nous reste les autres cas qui,

2km
sietssiil existe k € [0,n — 1] telque(z +i) = e' ™ (z— i)
.2km .2km
sietssi il existe k € [0,n — 1] tel que(l - elT) z=—i(en +1)

eux, n‘aboutissent pas a une
impossibilité !!

.2km
; =
sietssiilexiste k € [I,n — 1] telque z = — He » +1) s

LZkr[
<1—e n )

R . . ZLcos( )e TL
sietssiilexiste k € [l,n — 1] telque z = 7,(,,
—2isin(— :)e n

Ainsi ,Sol {cotan( )/k e [a,n—1]}.

= cotan (k_rr)
n

Ex 2 Dérivée Soit f(x) = tan®(4x + 1).Déterminer le domaine de définition D de f. Justifn-lier que f est dérivable sur D et calculer

f'(x) pourx € D.

f(x)existe sietssiVk € Z,4x + 1 # g + km
sietssi Vk € Z, x + HT_Z + %n.
Donc D = Df = R\ {=2+ % /k e z}.
Dans l’expression de f, toutes les fonctions sont dérivables sur tout leur propre domaine
définition. Donc f est elle-méme dérivable sur tout son domaine de définition D.

Etvx €D, f'(x) =3 xw'(x) X w(x)%ou {w’(x‘;/(:le(zl tj_‘tgﬁi(—;xli 1)

Donc f'(x) = 12 X (1 + tan?(4x + 1)) X (tan(4x + 1))2.

Toute fonction constituée que de fonctions
dérivables sur leur propre domaine de
définition est elle-méme dérivable sur son
domaine de définition.

Les fonctions tangente et polynomiales sont
dérivables sur leur propre domaine de
définition. Et
D def_"’e){ O0sin=0
nx"tsin>1

dérive 1 2 _
tan (x) — 1 + tan®*(x) = prperaes

Soit u et v deux fonctions dérivables sur leur

propre domaine de définition

Alors u o v: (x » u(v(x))) est dérivable sur
N

son propre domaine de définition } et

Vx € D', (uov)'(x) =v'(x) X u'(v(x))

En particulier, si v est dérivable sur son
domaine de définition alors (x ~ (v(x)?)) et
(x » (tan (v(x)) sont dérivable sur leur
propre domaine de définition et Et

@) (x) = 3v' () (v(x)*.

et (tan(v))'(x) = v(w)(1 + tan®(v(x))).

coquille

Ex 3 Faire apparaitre une limite usuelle Calculer lim ———— In(1-y144x) et llm In (5x2 + 2x)/ 4x* — x3.

x—0 sin (3\/8x)

In(1-v144x)
sin(¥/8x)

limite a droite en0.

Pourx <0, n'existe pas. Donc la limite en 0 recherchée est finalement la

Soit x €]0, [. Alors, 1 — VI44x > 0 et ¥/8x €0, 7[. Donc, '“(1‘— ;ji“)")existe.
ln(l—\/144x) [ln(l—\/144x) [ 8x [—\/W] _ ln(l—\/144x)] [ ] [—6
sin (\/8_95) —V144x sin (W) d8x 1 —/144x sin (W) xe
In (1+6) 1
Comme{ t=0 t In(1-+144x) =1.

iti lim
, par composition, lim ==

lin(l) —V144x =0
X

Limites par taux d’accroissements 3

sin (t) In (1+t)

lim——= 1 et 11m 1

t—0

Limite par croissance comparée :
cc

ltl_r}g tin(t) = 1.

Limite par continuité




TA
Jim S0 e
Comme<{t-0 ¢

lim 3/8x/= 0
x-0

sm(\/ﬁ)

, par composition, hm = 1. Et par conséquent,

3 1 1

lim &~ lim =-=1
x—0sin (3/8x)  x—0sin3Em 1 .
38x

1
Enfin, lim —6xs = 0. J’en conclus que lim ln(l \4314-4-2()
x>0 x—0 _sin (V/8%)

Pourtout x €] — 1/4,0[,In(5x% + 2x) V4x2 — x3 n’existe pas. Donc la limite en 0

recherchée ne peut étre que la limite a droite en 0.
De plus, pour x E]O,l[, ln(5x2 + Zx) V4x? — x3 existe. deO, x3 est beaucoup plus
Soitx €]0,1[. / petit que x?, lui-méme

NB : Quand x est proche

In(5x2 + 2x) VaxZ — x3 = In (2x (1+ 5—")) axz(1-%) | beaucouppluspetitquex.

e 23]
:[mmH(mmm(u;)n 21-3

cont

limln (1+¢t) =
Comme < -0

= [ln(Z) + In(x) + ln 1 +

, par composition, lirré In (1 + 57’() = 0. Par conséquent,
X

lim==20
x—0 2
\/—Cant.
£ limvt 2 1
lim x (ln(Z) +In (1 + S—x)) = 0.De plus, lim xIn(x) 20 Et enfin, { t-1 , donc,
x-0 z x=0 lim1-2=1
xX—0 4

par composition, }Cir% 1-— ’7: = 1. Donc, Lir%ln(sz +2x)V4x? —x3 =(0+0) x2=0.

Si f est continue en a alors
cont

lim f(x) 2 f(a).

Limite par composition
linll) u(x) =1L
xX— o —
limve) = b — i u(v©) =L

Opérations sur les limites
Soit a et 8 des constantes.

lim f(x) = L
{ lim g(x) = L'

aL + BL' pas une FI

= }(151; af (x) + Bg(x) = aL + BL".

lim f(x) =

x~a

limg(x) = L' = lim f(x)g(x) = LL".

x-a x-a
LL pasune FI




