L'APPLICATION EST-ELLE INJECTIVE ?

SURJECTIVE ? BIJECTIVE ?

A T1EAN JMMENT L {MINER




1) CONNAITRE PARFAITEMENT LES DEFINITIONS

d’une fonction injective, surjective ou
bijective et de la bijection réciproque.




Considérons f une fonction définie sur un ensemble E et & valeurs dans un ensemble F

i.e. Vx € E, f(x) existeet f(x) EF.

f est injective sur E lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par f dans E.

f est injective sur E lorsque deux éléments distincts de E ont nécessairement des images

distinctes par f i.e. lorsque V(xq,x3) € E?, x1 # x, = f(xq1) # f(x,).

f est injective sur E lorsque deux éléments de E qui ont la méme image par f sont

nécessairement égaux i.e. lorsque V(xq,x;) € E?, f(xy) = f(x;) = x1 = x5.



f injective

f injective




[ non injective \/ \/

[ non injective



car si f est strictement croissante sur D
alors pour tous réels x et y de D distincts, ou bien x > y et alors f(x) > f(y) donc f(x) # f(y).,

ou bien x < y et alors f(x) < f(y) donc f(x) # f(y),,

car pour tout reel x non nul de Df,

En effet, pour tout réel x,

y
f(x) = (x + %) + z; par conséquent, f(0) = f(—1) = 1. Deux réels distincts ont donc la
meéme image et f n’est pas injective.

En effet, considérons x; et x, deux réels de

2 2 -
[—%, +oo[ tels que f(x1)= f(x,) ; alors (xl + %) +Z = (xz = %) . Z S (x1 3 %)

2
1 1 1 o 1 1 o
(xz + E) et comme x4 + > et x, + > sont positifs, x; + S = X2 + > et ainsl, x; = x5.




SURJECTION
deux définitions équivalentes

f est surjective de E sur F lorsque tout elément de F a au moins un antécédent par f
dans E.

f est surjective de E sur F lorsque f(E) = F.
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f non surjective

[ non surjective



car pour tout réel x

2
flx) = (x +%) +z > Z; par conséquent, tout réel strictement inférieur az n’a pas

d’antécédents par f . carsi y € E' +oo[ alors

et ainsi, y= f(x) & x = ——+ y—— donc—— + y—— est un antécedent de y par f.




Considérons f une fonction définie sur un ensemble E et a valeurs dans un
ensemble F i.e. Vx € E, f(x) existeet f(x) € F.

f est bijective de E sur F lorsque tout élément de F a exactement un antécédent
par f dans E.

f est bijective de E sur F lorsque f est injective sur E et surjective de E sur F.

f est bijective de E sur F lorsqu’il exixste une fonction g de F vers E telle que :

r=re o {x =90)  (jors F1 = g,

X €EELE y€EF

f est bijective de E sur F lorsqu’il existe une fonction g de F vers E telle que :

Vx€E, g(f(x))=x et VyeF,y=f(g()) (alors f~1 = g).




f bijective de E sur F f bijective de E sur F




puisque f n'est pas injective sur R
2
En effet, pour tout réel x, f(x) = (x + %) + 2 > %

et par conséquent, Vx € [—%, +oo [, f(x) € [%; +oo[; puis considérons y € [%, +oo[ etx €
2

[—%,+oo[ alors y:f(x)(:)y:(x_l_%)z_l_%(:)(x_l_%)

=y-> o x+:-= :
VT 2 Y T 2
car

1
—_>
x+2_0

et ainsi, "y" = f(x) &= —% + /y—% ; donc pour chaque y € [§,+oo[, —%+ ’y—z

est 'unique antécédent de y par f dans [— > +o00 |,




BIJECTION RECIPROQUE

trois définitions equivalentes

Lorsque f est bijective de E sur F, on définit la bijection réciproque f~1:(F - E) de f
par : Vy € F, f~1(y) est I’'unique antécédent de y par f dans E ;

= S S C(y=fx) x=f1
f~ est donc I'unique application de F dans E telle que : { ccE & { JEF -

f~1 est 'unique application de F dans E vérifiant ;
Vx€E f'(f(x))=x et Vy€eF, f(f'(»)=y.

Conséquence : f~! est alors bijective de F sur E et (f~1)~! =f.



f bijective de E sur F
f ~! bijectivede F sur E



cary=x & x =y.

En effet, pour tout réel x,e* + 1 >
1 donc f(x) > 1. Considérons maintenant y €]1, +oo[ et x € R; alors,

y=fx)ey=Jer+l @y*=e"+1 < x=h@H?*-1).

e
car y?>1.

Ainsi, pour chaque y €]1, +[, In(y* — 1) est 'unique antécédent de y par f.]’en conclus que f
est est bijective de R sur |1, +oo[ et f~1(y) = In(y* — 1).

car :
pour tout réel x € [0,1], f(x) = (1 —+/x)? € [0,1] donc f(f(x)) existe et

() = (1 - J (1- \/E)Z) 1-(1-v0? =X =x

.,
ar

C

1—/x=0
] 'en déduis que f est bijective de [0,1] sur [0,1] et f~1 = f.




. Toutd’abord Df =R .

Je remarque que : pour tout x € R, en posant k = |x],
ona:x € lk;k+1[,donc f(x) =x+k € [2k; 2k + 1[ ie.|f (x)]| = 2k.
Donc, toutes les images par f ont une partie entiere paire. Par conséquent, 3 n’est pas image
de f. f nest donc pas surjective de R sur R et f(R) c Uyez[2k; 2k + 1].
Considérons x, et x, deux réels distincts.

Ou bien k = |x;] = |x,]; alors, f(x;) =k +x; # k+x, = f(x,).

Ou bien k = |x;] < |x,] =K; alors, x; <k +1<k' =x,;donc, f(x;) =k +x; <k'+x, = f(x;).

Ou bien k = |x;] > |x,] = K’; alors, de meéme, f(x;) > f(x,).

J’en déduis que f(x;) # f(x,).
J’en conclus que f est injective.
Enfin, prenons y € U,¢;[2k; 2k + 1[. Cela signifie qu’il existe un entier k tel que y € [2k; 2k + 1].
Alors, |y| = 2k donc k =§[yj. Posonsx=y—k =1y —%[yj. Alors x € [k;k + 1] donc k = |x] et
f(x) =x+ k=y.Donc x est un antécedent de y par f. Comme f est injective, y a au plus un
antécédent par f.J’en conclusque x=y—k =1y —%[yj est 'unique antécédent de y par f. J’en

déduis que f est bijective de R sur U,cy[2k; 2k + 1[ et Vy € Upeg[2k; 2k + 1[, f 1 (y) =y —%[yj.




2) SAVOIR JUSTIFIER RAPIDEMENT QUE LA FONCTION N'EST
PAS INJECTIVE OU N'EST PAS SURJECTIVE (DONC PAS

BIJECTIVE).




MEIAUDE KAFIDE
’ : !/ - .
pour prouver qu’ une fonction 7 est pas injective

!/ : :
ou 7. est nas suriective

1) Pour prouver que [ n’est pas injective sur E, on trouve deux éléments de E qui ont la

méme image par f.

2) Pour prouver que [ n'est pas surjective E sur F, on cherche un élément de F' qui n’a

pas d’antécédent par f.



car f(0) = f(2m).

car pour tout réel 6, e est un complexe de
module 1; par conséquent, le complexe 1 +i qui est de module v2 n’a pas

d’antécédent par f.

car 1 n’a pas
d’antécedent par f, étant donné que pour tout réel x, x + 1 # x + 2.




3) COMPRENDRE ET SAVOIR APPLIQUER LA METHODE
DE L'EQUATION




MEIAUUE UE L EYUAIIUN
pour déterminer si une fonction est injective ,

suriective ou hiiective.

On cherche & savoir si [ est injective, surjective ou bijective de E sur F.

1) On vérifie d’abord que Vx € E, f(x) existe et f(x) € F.
2) On considére un élément y de F arbitraire.

3) On cherche ensuite tous les antécédents de y par f dans E. Pour cela, on résout
I’équation f(x) = y d’inconnue x € E.

4) On interpréte le résultat .



INTERPRETATION DU RESULTAT

surjective de E sur F. Posons alors F' le sous-ensemble de F obtenu en 6tant & F ces

valeurs particuliéres, f est alors surjective de E sur F'.

2) Si pour certaines valeurs de y, I'équation admet plus de deux solutions alors f n’est

Ll L] Ll ’ o Ll Ll
pas injective. Posons E’ le sous-ensemble de E obtenu en dtant les solutions multiples, f est
alors injective sur E’.

3) Si pour toute valeur de y, I'équation admet une unique solution x = g(y) alors
f est bijective de E sur F et pour touty € F, f~1(y) = g(y).



. Tout d’abord Df = R*.
Prenons un réel y. Cherchons tous les antécédents de y par f. Soit x un réeel non nul.

fx) =y 2;36 =y 2+3e*=yE*-1)=e*B-y)=-2-y< ex—yTDonc
(
x—ln(y j) Si y+2>0
HOESEA @&
impossible si — <0
\ y=3
Or, grace a un tableau de signe, on a: % > 0 sietssiy €] — o, —2[U]3,+[ . De plus, i—z # 1 donc
In @%) € R*. Alors, on obtient:
. y+2 . - - . = E
f)=y e = (y—B) sty €] =0, =2[U]3, +e] ou encore {f(X) —*y = e (y—B) :
impossible siy € [—2,3] x €R y €] — o0, —2[U]3, +o0[

J’en déduis que chaque réel y a au plus un antécedent par f. f est donc |nject|ve. Par contre,
aucun réel compris entre -2 et 3 n’a d’antécédent par f donc f n’est pas surjective de Df sur R.

Cependant, tout réel y €] — o0, —2[U]3, +[ admet x = In (;3) comme unique antéecédent. J’en
déduis que f est bijective de R* sur | — 0, —2[U]3, +oo[ et que Vy €] — o0, —2[U]3,+o[, f~1(y) =

In @%) :




. Tout d’abord Df = R,

Soitz=a+ib €C oua = Re(z)etb =Im(z)réels. Cherchons tous les antécédents
de z par f. Pour cela, résolvons I’équation f(x,y) = z d'inconnue (x,y) € R=.

f,y) =z 5x+2y)+i(dy—3x) =a+ib
- 5x+2y=a=) 13x =2a—>b
4y —3x =0b 26y = 3a + 5b
( _2a—b

T
3a+5b°
y:

\ 26
Zj;b,ga;b) est 'unique antécedentde z = a +ib par f. J’en conclus que

2Re(z)—Im(z) 3Re(z)+51m(z))
13 . 26 !

Donc,(
f est bijective de R*sur CetVvVzeC,f1(2) = (




4) CONNAITRE PARFAITEMENT LE THEOREME DES
BIJECTIONS CONTINUES ET STRICTEMENT MONOTONE




TBCSM

le {héoréme des Bijections Continues et Strictement Monotones.

alors

J = f(I) est I'intervalle de R de méme nature que [ (ouvert, seglent, semi-ouvert) et dont les

extrémités sont les limites de [ aux extrémités de .
f est bijective de I sur J.

f 1 est continue sur | et strictement monotone sur | de méme monotonie que f.



f surjective -
delsur f(I) f()intervalle

continue les extrémités de f (1)

Intervalle I
f stricttmonotone

f 1 strcitement monot




« Tout d’abord Df =R.

f est et dérivable sur l'intervalle R. Et, Vx € R, f'(x) = 1 4 cos(x) . Donc,
f'(x) =0 et f'(x) ne s’annule qu’aux points isolés (2k + 1)r tels que k € Z. J’en
déduis que f est sur | R.

Le TBCSM assure a:ors que :

1) J=f(R) est 'intervalle ]xlimmf(x),xlirfmf(x) [.
2) f est bijective de R sur J.

3) f~! est continue et strictement croissante sur J.
« Déterminons lim f(x) et llm f(x)

X—— 00 x—+
f(x) =x (1 + sin(x) X ) Comme sin est bornée et 1111:1 %— 0, 111;1:1 sin(x) >< - =0et
X— 100 X— 1 00
par conséquent, lim,_ . f(x) = +o. De méme, lim f(x) = —o.
X——00

Donc, | = R.
Ainsi, f est bijective de R sur R.
e Soitk€eZ.f~1(kn) =x © kn = f(x). Or, f(kn)= krn. Donc f~(kn) = k.
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