S’exercer a calculer des limites et déterminer des asymptotes

bx bx
1. Calculer lim (1 + 2) et lim (1 + 2) ou a et b constantes réelles non nulles.
x—+00 X x—0591(@) X

b. a
Posons f(x) = (1 + g) . ebxm(HE) et h(x) = bxin (1 + %)

n(1+2
En +oo,0nala Fl «1*t® » pour f etla FI « o X 0» pour h. Ecrivons h(x) = ab @

. In(1+t)
ltl n— = 1 1n(1+3) o a\bx
Comme<{ ™ , lim X =1.Ainsi, lim h(x) =ab et lim (1+—) = e,
lim —=0 x>+® x X—+00 x—+00 x
X—+00 X

En0,onalaFI :+o° pour f etla FI « 0 X +o0 » pour h. .

Ecrivons h(x) = bxIn (1 + g) = bxln (ﬂ) = bxln (|x+a|) = bx[In(|x + al) — In(|x])] = bxIn(|x + al) — bxIn (|x]).

Or, lim xIn (x) = 0donc IJI}I( )xln (lx]) = 0. De plus, lolr;l bxIn(|x + al) = b x 0 x In(|al) = 0.Donc, lim h(x) =0et
x—0S9n(a@ x—059n

(a) x—059n(a)
x_>05gn(a) f(x) =1
2. lim x3e**" 2
x=ke 31n(x) 1
x3ex % = glnGr)+x—x? = =¥ -3 ] Or, 11m ln(:) = 0.Dongc, liI_P —x2 [1 - 312£x) —ﬂ = —oo et ainsi, liI_P x3e* " =0
X—+0o X—+00
3. lir% VxZ + xIn(x — x2) ?
X—
. 2 >0 x(1+x)=0
Tout d’abord, Vx2 + x In(x — x?)existe & {x tx= { < x €]0,1].
( ) x—x2>0 x(1—-x)>0 1011

Prenons donc x €]0,1[. Alors,
Va2 + xIn(x — x2) = /x(1 + ) In(x(1 — x))) = VxvT + x[In(x) + In (1 — x)] = VI + x[Vx In(x)] + VxvT + xIn (1 — x).
Or, )lciirtl)\/}ln(x) = 0.Donc, }Cilr(l) VxZ + xIn(x — x*) = 0.

. In(1+x2-3x
T A=) o

4. ‘
Xxot+oo  N1I-8x
1 3 1 3 1 3 1 3
In(+x%-3x) _ Infx?(1+5-2)] _2n@+n(145-2) 2In(x) +In(1+5-2) ) -1 In(1+5-3)
3 = = = =73 .
1-8x 3 1 3 3 1 3=03[ 1 Vx 3 1 3= 3[ 1
J—Bx(l—a) —8x \/(1—;) —2x e [1- J(l—g) —2xax 1-
. In(x . In(1+x2-3x
Or, lim @) _ 0. Donc, lim InQ+x”—52) _ 0.

xX—+0o 3\/; x—+00 3\/21—8x
5. lim sin (x)ln (x)e*t*¥73* 9
x=koo In(In(x)) 1
sin(x) In(x) el+x—3x2 = sin(x) eln(ln(x))+1+x—3x2 = sin(x) e—3X2[1‘3x—2‘§]
Orvt > 0,In(t) < t doncVx > 1,In(ln(x)) < In(x) et par conséquent, 0 < ———=

In(n()) —i] = —oo puis lim e
3x2 3x X400

ln(ln(x)) In(x) Comme lim In(x) =0, lim ln(lnz(x))
x? xX—+00 X X—+co X

=0
In(n(x)) 1

32

—3x%[1— . -
Xl 3x2 3x = (. Alors, comme sin est borné,

par encadrement. Par conséquent, lim —3x?[1 —
X—+00
In(In(x)) _1

—3%x2[1— — . . 342
¥[1=75%2 75l = 0.en conclus que 111_;{1 sin(x) In(x) e1t*73%" = 0.
X—+00

lim sin(x)e

X—+00 =i

6. Soit f(x) = ex3V4x? + x — 1. Déterminer 'asymptote oblique de Cf en —co.
Pourx < —3,4x?>+x—1>=0et x+ 3 # 0, donc f(x) existe.

Etudions successivement : lirP f(x) puis lim ¥= a et enfin lim f(x) —ax.
X—+00

1
27
el 1 3 }
Pourx < —3,, f(x) = e'*x [4x2 (1 +o-- m = —2xex |(1+ ;— 7 Donc 11m f(x) = +oo. Et, ensuite,

1
2—=

pour x < _3”@ = —ZeE (1 +———) Donc, lim f(x) —2. Etenfin,
X 4x? X——00
2_1
2L 2-1 /ﬁ/ 11 \
<=3,f(x)—(-2)x=2 21+_§(1+1 1) 2 1+_§(1+1 1)1 zlex(1+ﬁ_4_"2)_1I
- —\— = —_ X —_———— = - X _— ) = = -
pour x ,f(x x x — 2xe vy x| e vy 1
x

z 2-t 2
Dong, f(x) — (=2)x = —2 <%) en posant @(t) = et+st (1 + % — t:)

1
. . oelg)-e0) . - - . . . .
On sait que 11m (Xl)T existe et vaut L sietssi llmM existe et vaut L. Or dans Uexpression de ¢, seule laracine carrée n’est
pas dérivable sur tout son propre domaine de définition mais uniquement que R**; mais pourt = 0,1 + -——=1€eR*;doncla
. . , —(1+3t)-3(2-t) 2 el+3 (-—— , _ a2 e_ _ 55 5
fonction ¢ est dérivable en 0 et @'(t) = 7(“302 (1 +- ) donc ¢'(0) = —7e* + T3¢ .Donc,

)

585 2, Et ainsi, 11m f(x)—( Z)x——e Cela s’écrit aussi hm f(x) [( 2)x +—e ]—Oceqw

1

=)= (0 —
li ‘P(XE PO _ i £D=0© _
xX—+00 ;—() t—0 t—0

signifie que le droite d’équationy = (—2)x + Te est asymptote a Cf en —co.



Soit f(x) = In(1 + e3* — x). Déterminer "asymptote oblique de Cf en +co.

— X - . X . X —
fxX)=In(1+e3* —x)=1In (e3x(1 - % —e 3")) =3x+In(1- periiat 4 3%y, Comme xL‘Tooe? =0, xl_l)lllm In(1 —o= e 3%y =0et

ainsi, lirP f(x) —3x = 0.)’en conclus que la droite d’équation y = 3x est asymptote a Cf en +oo.
X—>+00

f(x) = x* = e*®)_ Donc Df = R** et f est continue et dérivable sur Df et Vx € Df, f'(x) = [In(x) + 1]eXn@®,
Alors, f'(x) >0 e hnh(x)+1>0= x> % Donc f est strictement croissante sur | i +oo][ et stricement décroissante sur]O,i [et

1 1 -1
admet un minimum en é quivautf(é) = ezln(z) =ee.

De plus, lirp f(x) =+ et% = x¥"1 = ¢x=DIn(™) pong, lirP % = 400 f tend donc trés vite vers +oo.
X—+0oo X—+0o

Enifn lin(l) xIln(x) = 0 donc lin(1) f(x) = 1; cela signifie que f est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1.
xX—> X

Appelons encore f son prolongement par continuité. Cherchons si f est dérivable en 0.

f est continue en 0 et f est au moins dérivable sur R** et Vx € R**, f'(x) = f'(x) = [In(x) + 1]e*®) = [In(x) + 1]f(x). Donc

F)—F(0)
0

et Donc f n’est pas dérivable en 0 et sa

lirr(l] f'(x) = —o0. Alors le critere de limite du taux d’accroissement assure que lirr(l)
x> X

courbe admet une tangente verticale en 0.
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