ETUDE DE LA LIMITE
D’UNE FONCTION




1. Se placer sur un voisinage

2. Utiliser les limites a gauche et
a droite

3. Faire apparaitre des limites
usuelles

4. Faire apparaitre une composée

5. Mettre les termes dominants en
facteur

6. Faire apparaitre un taux
d’accroissement

7. Se ramener a une limiteen 0

8. Utiliser la quantité conjuguée

9. Mettre en facteur (x — a) dans
un quotient de (quasi-)polynomes
qui s’annulent en a

10. Faire apparaitre le produit
d’une fonction bornée par une

fonction de limite nulle

11. Encadrer, minorer ou majorer

12. Utiliser les suites pour
prouver qu’une limite n’existe pas

13. Utiliser les développements
limités




SE PLACER AU
VOISINAGE DU POINT

Soit a un réel ou un infini.

La limite d’'une fonction f en a est une notion locale. Etudier la limite de f en a
consiste a étudier le comportement de f(x) quand x s’approche a ; c’est tenter de
savoir si, quand x s’approche a, les valeurs f (x) s’approchent toutes d’'une méme
réel ou d'un méme infini.

P

Pour étudier une telle limite,

« ilfautdonc que f(x) soit définie pour x aussi proche qu’on le souhaite de a (on
dit que f est définie au voisinage ou sur un voisinage de a)

Il suffit de se placer sur un voisinage de a sur lequel f est définie (ce que fait f en
dehors de ce voisinage n’a pas d’influence sur le calcul de la limite); on ne
considere que les x se trouvant dans ce voisinage pour étudier cette limite.

* Lorsqu’on se place sur un voisinage de la forme ]a, b[ de a (voisinage dit a droite

de a) alors on calcule la limite a droite de f en a notée lim_f(x) ou lim f(x).
xX—a

) . s .. x> S
Lorsqu’on se place sur un voisinage de la forme ]b, a[ de a (voisinage dit 2 gauche
de a) alors on calcule la limite a gauche de f en a notée lim f(x) ou lim f%x) :

x—-a~
x<a
» Lorsque f est définie en a, la limite de f en a, si elle existe, vaut nécessairement
f(a) (puisque a se trouve alors dans tous les voisinages de a sur lequel f est

définie). I



x’six<0
Déterminer llm L f(x), llmf(x) lim f(x) et llm L f(x) o f(x) = sin(x) si x € [0, 7]. o¢ que
Xy % six>m

dire de la limite de f en 7.

x+1  x—2+3

Sur le voisinage ], +oo[ de 400, f(x) = — 2 2 i +
x o0 X— 100

Sur le voisinage ] — o, 0] de —o, f(x) = x*. Donc, llm f(x) = lnIL x? = 4.
X— 100

Sur le voisinage |0, [ de— , f(x) = sin(x). Donc, llm f(x) = lim sin(x) = 1.

xe— xe—

Sur le voisinage a droite |0, [ de 0, f(x) = sin(x). Donc, }Cm% f(x) = lmg sin(x) = 0.
- xX—

>0
Sur le voisinage a gauche ] — o0, 0[ de 0, f (x) = x*. Donc, ii"gj f(x) = ling x* = 0.
- xX—

<0
Comme lim f(x) = lim f(x) =0 = f(0), jen conclus quglim f(x)=0.

x>0 x<0
Sur le voisinage a droite |, +oo[de m, f(x) = x— Donc, lim f(x) = lim T 0= f ().

X X—2 m—2

x>n
Donc la limite de f en 1 n’existe pas.

...

—1+—Donc lim f(x) = lim 1+—=

1.



Deéeterminer lim Lx] et lim Lx]
x—->0t X x—-0" X

Posons f(x) = xl.

X

Sur le voisinage a droite ]0,1[ de 0, [x] = 0 donc f(x) = 0. Donc, lir(r)1+ f(x)=0.
X—

Sur le voisinage a gauche | — 1,0[de 0, |x] = —1 donc f(x) = —%. Donc, lir(r)l_ f(x) = +oo.
xX—




UTILISER LES LIMITES A
GAUCHE ET A DROITE

@ Si f est définie sur un voisinage a gauche et sur un
3 voisinage a droite de a ( ici a est un réel) alors
U
R
N :
limf(x) =L <

X—a

x>a x<a

Jim £G) = L = iy £(x)
{ et L= f(a)sia € Df

La seule limite en a possible d’une fonction f définie en a est f(a).




Déterminer llm[xJ - \/x — |x] avec k € Z fixe.

Posons f(x) = |x] + X — [xJ . Soit k € Z.

Tout d’abord, la fonction partie entiere n’a pas de limite en k car la fonction partie entiere
étant définie en k, sa seule limite possible en k est |k| = k;maisVx €]k — 1; k[, |x] =k — 1
donc lim |x| = lim k—1=k—1# |k].

x—-k* x—-k*
On ne peut donc pas passer a la limite simplement dans I'expression de f.

Déterminons la limite a gauche et la limite a droite de f en k et comparons avec f (k).
o Vx€lkk+1[|x| =ketf(x) =k + Vx —k.
Donc, lirI?+ f(x)=k+30=k.

X—
o Vx€lk—Lk[lx]=k—1letf(x)=k—-1+3x—(k—1).
Donc, lir}zl+f(x)=k—1+5§/T=k—1+1=k.

X—
« Enfin, f(k) = k + Vk — k=k Dong, lim, f(x) = lim f(x) = f (k).

x— x—

J’en conclus que linl% f(x)=f(k) =k.
X—




FAIRE APPARAITRE DES 8
LIMITES USUELLES

@

_sin(t) T4 0 o In%(x) &
lim = lim =0
t—0 t U x—+00 xB

R

~ tan(t) TA S o P gL
lim = lim — =20
t—0 t x—+o00 eVX

cc
In(1+1¢t) 74 - A
o "OEOE el 2 o
ccC

" In(t) T4 . Jim xBer* = 0 ‘
ot —1

t TA
e —1
lim =1




(14 x)n® = elnIn(1+x)
Posons h(x) = In(x)In(1 + x).

Alors, h(x) = xln(x )m(1+x)

In(14+x) m A C'C
Or, lim = 1 etlimxin(x) =

x—0 X t—0

Donc, lting h(x) = 0.

Et ainsi, li‘n%(l + x)nx) =0 =1,
X—

sommaire



FAIRE APPARAITRE
UNE COMPOSEE




In(1—(4x) _ In(1—4x) 5x —4x _ In(1-4x) v 5x -4

X —.
sin(5x) —4x sin(5x) 5x —4x sin(5x) 5
TA TA
. sin(t . In(1+t
lim S0 = 4 lim 2AHD = 4
Comme<{ t-0 ¢t et<ts0 t ,
lim5x =0 lim—-4x =0
t—0 t—0

sin(5x)

1.

i . . In(1-4x
par composition, lim =1et llm¥ =
x—0 5x x—>0 —4x
. In(1-4x 4
Dong, llm¥ — ==
x—0 sin(5x) 5



Soient a, b et ¢ des réels.

Au voisinage de +oo,
cc

c a>0,b>0etc>05In(x)* <Ki0 xP Ko €%
cc

M eNON@!

c a>0b>0etc>15 In(x)?* Kio xP Koo €*

e a<b=x%<K,q AP METTRE

e 0<a<b=a* K, b*.
' LES

Au voisinage de 0, T E RM Es

a<b= x>, x"

« a<0<b fg:% (In(x))? «, x%. DOMINANTS

Au voisinage de —o,

e 0<a<b=a*>_4,b* FACTEUR

cc

e a<0<b=Sx®«__ b*.

3
Exemples : In(x)2%%° & o X Kioo VX Kioo X2 Kioo 2% Koo €%
3
mais 1 > /X g Vx Do x D x2 Dy x° >y ...



x? —41In(x) — 104/x
J5x* —2x —In(x) + x — 1
4In(x) 10
) x2 (1 ——a xﬁ)
J5x4<1 _%_ln}fzc)) +x—1
4In(x) 10
) x2 (1 ——z xﬁ)
\/gxz\/<1 —i—lnx(f)) +x—-1

5x3

2 (1 _4ln(x) 10 )

fG) =

= xz xﬁ
2 In(x) 1 1
o N (155 +\/§x_\/§le

<1 _4ln(x) 10
e x+\/x

B 2 In(x) 1 1|
JE[J(1 " 5x3  «f ) +\/§x_\/§le
Donc, lim 2 Slie) - A0 = i

x~to [5x4 _ox —In(x) +x—1 V5



f(x) = sin(x?) In(2+/x — x2)

= sin(x?) In (Zﬁ (1 — %xﬁ))

= sin(x?) [In(2) + In(y/x) + In (1 — %x\/f)]

= sin(x?) [In(2) + %ln(x) + In (1 — %x\/f)]

= sin(x?) [In(2) + In (1 — %x\/f)] + %sin(xz) In(x)
Or, }Ci_r)r(l) sin(x?) [ln(Z) +In (1 — %xﬁ)] — ()

g 2
sin(<?)

De plus, sin(x?) In(x) = In(x) avec

. sin(t) 7,:::1 ..
}:11’13 = 1 donc par composition

ﬁ

. sin(x?) ) . 2 C,‘-f
lim——=1 et limlimx“In(x) = 0etpar
x—>0 X x—0 x—0

conséquent, lin(l)sin(xz)ln(x) = 0.
X—
Ainsi, lingf (x) = 0.
X—




RECONNAITRE UN TAUX
D’ACCROISSEMENT

Si ¢ est dérivable en a alors lim SR
xX—a xX—a

= ¢'(a).

700



V5x2—2x+1—V3x2+3x+1

Calculer lim
x—0 X

En posant @(x) =v5x2 —2x+1—+vV3x2+3x+ 1,0ona:
V5x2 —2x+1—V3x2+3x+1 o) — @(0)
X - x=0

Or, @ est définie et dérivable en 0 et

, B 10Xx0—2 6X0+3 B 3 5
¢'(0) = — - =-1->=-2,
2V5x02—2%x0+1  2V3x02+3%x0+1 2 2
.. +. V5x2—2x+1—-V3x2+3x+1 . (x)—(0 5
Ainsi, lim = |im 2¢O _ @' (0) =—=.
x—0 X x—0 x—0 2




SE RAMENER A UNE LIMITEEN O

* On cherche lim f(x) tqa € R".

xX—a

Par composition, lim f(x) = L & llm fla+t) =L

X—a

wxx OO

On pose g(t) = f(a + t). Et on étudie %mg g(t).

* On cherche lim f(x).

X—>+o00

Par composition, lim f(x) =L < lim f( ) = L.

xX—+oo t—0%

On pose g(t) = f (?) Et on étudie ét_?)?g g(t).




sin(x)

Posons f(x) = N .On pose g(t) = f(t + m).

(t+m) —sin(t) —sin(t)
Donc g(t) = f(t+m) = S = =
Jr2—(t+m)2  V-2mt—t2 \/—Znt(1+ﬁ)
—sin(t) - 1 sin(t) t

J=2mt 1+% vem t V- /

_ 1 sin(®) =t 1 _ 1 sin(®) 1
g(t) = 2m ot (x/—_t> t  \2m ot (_“_t) .

sin(t) ) 1
Alors, commetlirgl_ ; 1, tlugl_ g(t) = \/_ X1X0x1=0.Par

conséquent, lim f(x) = 0.
X->mn”



In(x)

Calculer lim (14—
X—+00 In(x)

In(x)
Posons f(x) = (1 + ) :
On pose g(t) = f (?) et on etudletl_1>r51+ g(t) = L.

n(z)— (1

1

@)

1 1
Posons h(t) = —In(t) 1n(1 —)) Alors h(t) = M
ln(t)

Soitt > 0.g(t) = f (%) = (1+ ln(t)) 1O , I In(1-5)

Or,{ X0 X . Donc, par composition, tligrn h(t) = 1.
—+00

Par conséquent, lim g(t) = e! = e. Etainsi, lim f(x) = e.
t—o0t X—+00



20

( 143x \/9x2+1)
Posons f(x) =x\e x —e x /.

On pose g(t) = f (%) et on étudietl_i)rgl+ g(t) = L.

( s tizﬂ)
1 1
Soitt>0.g(t)=f(%)=% et —e t /.
car t>0 ;13 [91¢2 B 5
gty =2 2 : = (p(tz_:')o(o) en posant ¢(t) = et*3 — eVo*t,

Or ¢ est dérivable en 0 et ¢’ (t) = €3+t — —2—V%+t*donc ¢’(0) = 3.

24/ 9+t2

Par conséquent, tlir51+ g(t) = e3. Etainsi, lim f(x) = e3.
-

X—>+ 00



UTILISER LA QUANTITE
CONJUGUEE

Pour tous réels a et b
strictement positifs,

\/__\/EZ\/EM/E




Soit f(x) = \/szx++25—_23. Déterminer le domaine

de définition de f et la limite de f en 2.

Domaine de définition de f :

x+2=>0 x = —2
f(x) existe < 2x+520 <x> —;.Donc, Df =[—2,2[U]2, +oo].

Limitede f en 2 :

) = (Vx+2-2)(Vx+2+2)(V2x+5+3) _ (x+2-4)(V2x+5+3) _ (x—2)(V2x+5+3)
flx) = (V2x+5-3)(V2x+5+3)(Vx+2+2)  (2x+5-9)((Vx+2+2)  (2x—4)((vx+2+2)

1(V2x+5+3 . 6 3
Dong, f(x) = 2((\/;?+2)) . Et ainsi, }Cl_rg f(x) = ==




METTRE EN FACTEUR (x — a) DANS UN
QUOTIENT DE (QUASI-)POLYNOMES QUI
S’ANNULENT EN ¢

Si P est une fonction polynomiale telle que P(a) = 0
alors il existe Q une fonction polynomiale telle que P(x)
= Q(x)(x — a); Q est le quotient de la division

euclidienne de P(x) par (x — a), le reste est nul.




24

x3+8 __(x+zxx2—2x+4)__Vx+220@—2x+4)__Vx+20@—2x+4)
VXZ+5x+6 J(x+2)(x+3) - Vx+2vVx+3 . Vx+3 )
: x3+8
Donc, lim =0

x—>(—2)+ Vx2+4+5x+6




FAIRE APPARAITRE LE PRODUIT 25
D’UNE FONCTION BORNEE PAR
UNE FONCTION DE LIMITE NULLE

Si u est une fonction bornée sur un voisinage de a et lim v(x) =0
xX—a
alors lim u(x)v(x) =0
xX—a



26

cc

)lci_r>r(1) VYxIn(x) 20 et (x — sin G)) est bornée.

1
X

Donc lim3/x sin (

x—0

)in(x) =0.




ENCADRER, MINORER OU MAJORER

Soit L un réel n réel n infini

27

* Sif(x) <g(x) <h(x)auvoisinagede aet lim f(x) =L = llm h(x) alors llm g(x) =1L .

xX—a

* Sif(x) < g(x) au voisinage de a et lim f(x) = +oo alors llm g(x) =+ .

xX—a

* Sif(x) = g(x)auvoisinage de a et chln; f(x) = —oo alors chingg(x) =—00 |,

« Si]|g(x)| < &(x) au voisinage de a et }Clrrgl g(x) = 0 alors 11m gx)=0 .

Mol ON@!



Vx>0,x—1<[xJSxdoncx—_1<uﬁfi.e.1——<—S1.
X X X X X

1 [x]

. 1 . . .
Or, les deux fonctions (x -1 — ;) et(x — 1), qui encadrent D;—J, tendent vers la méme limite

1 en +oo.

Je peux donc conclure que lim .

X—>+00 X

28



29

On sait que Vt € R**,In(t) <t — 1< t.

Alors,Vx € [1,40[,0 < In(+/x) < +/x — 1 < +/x ce qui donne, en utilisant les propriétés de In

Vx € [1,+00[,0 < %ln(x) < 4/x . Par conséquent, Vx € [1,+0o0[,0 < %

. 1 . In(x N ..
Or, les deux fonctions (x — \/_E) et(x — 0), qui encadrent %, tendent vers la méme limite 0 en

: 1
+ 0o. Je peux donc conclure que lim ) — .
X—>+0c0 X




UTILISER LES SUITES
POUR MONTRER QU’UNE
LIMITE N’EXISTE PAS.

« Sl existe (u,,) une suite telle que : { 75+

\ n—+0co
alors f ne tend pas vers L en a.

« Sl existe (uy,) et (v,) des suites telles que :

( Vn,u, € Df
lim u, =a

lim f(u,) #L

MR N eNON@!

( Vn,u, € Df et v, € Df

lim u, =a= lim v,
n—+oo n—>-4oo

alors f n’a pas de limite en a.

im f(un) # lLm f(vn)

\ n—+0co



vnu, #letv, #1
lim u,=1= lim v,

Cherchons deux suites u et v telles que : i ey :
lim f(u,) # lim f(v,)
n—+4+oo n—+4+oo

Or,si lim u, = lalors lim f(u,), sielleexiste, est lim sin( ).De meéme pour v. Donc

n—-+oo n—-+oo n—-+oo 1-uy

: : 1 : : 1
cherchons u,, et v,de sorte que lim sm( ) =1let lim sm( ) = 0. Et pour cela,
n—+oo 1-un, n—+oo 1-v,

cherchons plus simplement u et v telles que Vn, sin ( ” ) = 1 etVn,sin ( . ) = 0. Or,
— W —Un
: 1 1 n 1 1
sin =1« =—t+z2nm<=l—-u,==—<u,=1—= :
1-uy, 1-uy 2 E+2nn E+2nn
: 1 1 1 1
sm( )=1<= =2nm<=l-y=—y,=1——
1-vy 1-vy 2nm 2nm
1 1 : :
Posonsu, =1—3 etv, =1 ——.Alorsd’une part, lim u, = 1= lim v, et d’autre part,
St2nm 2nm n—+oo n—+oo
lim f(u,) = lim sin = lim 1=1et lim f(v,) = lim sin = lim 0=0.
n—-+oo n—-+oo 1-uy n—-+oo n—-+oo n—-+oo 1-v, n—-+oo

Comme ces deux limites sont différentes, j’en déduis que f n’a pas de limite en 1. >




“ll"""—

D’AUTRES EXEMPLES
( EXERCICES)

Y



-

bx
calculer lim (1 + E) et lim (1 + E) ou a et b constantes réelles non nulles
x—+o0 x x—05gn(a) x

b a
Posons f(x) = (1 + g) . ebxm(lJ’?) et h(x) = bxln (1 + %)

In(1+2
En #o0, 0nalaFIl « 17 » pour f etla FI « o X 0 » pour h. Ecrivons h(x) = ab M
TA
im 2 21 (149) L | o
Comme {t-0 ¢ , lim —~ = 1. Ainsi, lim h(x) =ab et lim (1+—) —fe
lim a =0 X—+o00 > X—+00 X—+o00 X
X—>+0o0 X

En0, onalaFI :+o0° pour f etla FI « 0 X 4+ » pour A. .
Ecrivons h(x) = bxin (1 + %) = bxIn (x;—a) = bxIn (|x|;|a|) = bx[In(|x + a|) — In(|x|)]; donc
h(x) = bxIn(|x + a|) — bxIn(|x]).

cc

Or, lim xIn(x) = 0donc lim )xln(lxl) = 0.Deplus, lim )bxln(lx +al) =b x 0 xIn(|la]) = 0.

x>0+ x—0Sgn(a x—059n(a

Ainsi, lim h(x)=0et Ilim f(x)=1.

x—0591(a) X—0591(a)

>

..



p
lim x3e***?
X—+00

Ler—17 _ gn(xd)+x—x? _ o—x¥1- 2] or, lim InGo) &= donc,
x—>+oo x2
lim —x [1 31n(x) = —] = —oo etainsi, lim x3e¥ X" =0
X—+ 00 X X—+00
limx2+ xIln(x —x?)?
x—0
1+ >0

Tout d’abord, Vx2 + x In(x — x*)existe & x* + x =0 x(L+x) S x €]0,1[.

x—x%2>0 x(1—x)>0

Prenons donc x €]0,1[. Alors,
VxZ + xIn(x — x?) = x(1 + x) In(x(1 — x))) = VxV1 + x [In(x) + In(1 — x)]
1+ x[\xIn(x)] + V/xv1 + xIn(1 — x).

Or, lirr(l)\/fln(x) 2 0. Dong, lirr(1) Vx% + xIn(x — x*) = 0.
X— X—

-



T
lim sin(x)In(x)el**=3%" 2

X=+e 2 _3x2 [1- In(In(x)) _i]
sin(x) In(x) e1+*=3%° = gin(x) eNANEN+1+2-3%* — gin(x) e k% s

Or vt > 0,In(t) < t donc Vx > 1,In(In(x)) < In(x) et par conséquent, 0 < ln(l;(x)) < m(zx).

X

ln(x)g 0 lim 0nG)

Comme lim = (0 par encadrement. par conséquent,

X—>+o0co X X—+ 00 x?
: In(l 1 _3x2[1- ndnx) 1 _
lim —3x2[1— 2@ _ —] = —oco puis lim e =T T = 0. Alors, comme sin est
X—+00 3x2 3x X—+00
) . _ _3x2 [1- In(In(x)) _i] .
borné, 11111 sin(x) e sx2 3¢ = (.]’en conclus que llm sin(x) In(x) e1™*73x" = 0.
X—>1 00
1 In(1 + x2 3x)
im
X+ V1 —8x
3 1 3 1 3 1 3
1n(1+x _3x) nx(1+—5—)] B 2In(x) +In(1+5—>) 2l () +In(1+-5—>) _h@w -1, In(1+-5—>)

— — _ == _
3 3 3 3 3

Vi-8x \/—8x(1——) 3 "8x (1—i) _ox3mxC[1-L Vx /(1—i) _ox 3% |1+

8x 8x 8Xx 8Xx 8x

: ln(x) In(1+x2-3x)
Or, xEToo Ve = 0. donc, xl_l)f_l{loo e 0.

>

= -



“ll"""'

soit f(x) = In(1 + * — x™) . Déterminer I'asymptote oblique de Cf en + oo.

_ X _ Ty — x1 X 15N = _xr 1
f(x)=In(1+ ncc x™) =In (n (1 — nx)) = In(m)x + In(1 — — )
Comme lim —xz 20, lim In(1-

X—>+oo T X—+0o

xTL'
n-x

ix)) = 0 etainsi, lim f(x) —In(m)x = 0.
U X—+00

Jj’en conclus que la droite d’équation y = In(m)x est asymptote a Cf en +oo.




‘l'll-——.__
Soit f(x) = ex+3v4x2 + x — 1. Déterminer I'asymptote oblique de Cf en —o

Pourx < —3,4x2+x—1>0et x + 3 # 0, donc f(x) existe.

Etudions successivement : llm f(x) puis llrp % = a et enfin lirp f(x) —ax. >
— 1+ 00 X—1+ 00
3 1 1 3 1 : . f(x)
_ — alty 2 -\ = _ 1+ I — _ Jx)
Pourx < =3, f(x) =e 4x (1 + 4x2) 2xe \/(1 + pye; ) Donc, l_1)r_noof(x) +00. Et, ensuite, pour x < —3,,
1
2%
= —2e1+%\/(1 L iz) Donc, lim f@ _ —2. Et enfin, pour x < 3,
4x 4x x—>—co X
2% 2% 143 1 1
_ T3 1 1)\ 3 1 _ "% (145 —2)-1
f) = (=2)x = 22 — 2xe™x [(1+ = ——) = —2x<e x\/(1 +=-—)- 1) =2 :
(0) 2=t 2
Donc,f(x) — (—2)x = =2 (Q—:) en posant @(t) = et+3t (1 +-— %)
¢(x)-e© °©-00)
On sait que lim "1—0 existe et vaut L sietssi lim —————— existe et vaut L. Or dans 'expression de ¢, seule la racine carrée n’est pas
X—>—00 —— -
2
dérivable sur tout son propre domaine de définition mais uniquement sur R**; mais pour t = 0, 1 + — % =1 € R™; donc la fonction ¢
2—t
2 1+3t ——Z—t =)=
est dérivable en 0 et ¢’ (t) = =(L30)-802 1) e 1+3t (1 +-— t—) + L”"")donc @' (0) = —7e? + C-_2 e .Donc, lim M =
(1+3t)2 4 2 <1+t t) X—+0o ;—0
4
12“3% — 2502 Et ainsi, 11m fx) — (—2)x = 2 62, Cela s’écrit aussi lim flx)— [(—Z)x + %ez] = 0 ce qui signifie que le
- - X——00

droite d’équation y=(-2)x+ Te est asymptote a Cf en —oo,



P
Etudier la fonction f: (x » x*) dans le but de tracer sa courbe.

f(x) = x* = e, Donc Df = R** et f est continue et dérivable sur Df et Vx € Df, >
f'(x) = [In(x) + 1]e*n),

1 : : 1 :
Alors, f'(x) >0 e h(x)+1>0= x> - Donc f est strictement croissante sur | - +oo[ et strictement

1 1 -1
: 1 .. 1. 1 ENE -1
décroissante sur ]O’Z [ et admet un minimum en - qui vaut f (Z) = ee (&) = ee.

De plus, lim f(x) = 4o et% = x*~1 = o(x=DIn®) pone, lim I _ 4o, f tend donc tres vite vers +oo.

X—+o00 xX—>+o0co X
Enfin, lirr(l) xln(x) = 0 donc lirrcl) f(x) = 1; cela signifie que f est prolongeable par continuité en 0 par la valeur
X— X—

1.

Appelons encore f son prolongement par continuité. Cherchons si f est dérivable en 0.

f est continue en 0 et f est au moins dérivable sur R** et Vx € R™*, f'(x) = f'(x) = [In(x) + 1]e*"®)
= [In(x) + 1]f (x). Donc

. = . .. , . . f)-f(o ~
lm(l) f'(x) = —oo. Alors le critere de limite du taux d’accroissement assure que lln(l) % = —o0. Donc f
x— Yo _

n’est pas dérivable en 0 et sa courbe admet une tangente verticale en 0.

Courbe

Voici la courbe de f de f
c
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Courbe de f: (x » x¥) “‘lll

/N

-0.2 0 02 04 06 0.3 1 12 14 16 18 2 22 24 26 238 3 32 34 36 38
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