Mathématiques, PCSI, Chapitre 6

Les dernieres fonctions usuelles.

| Fonctions logarithmes et exponentielles.

1. Fonction logarithme népérien

b.
6Exercice : Soit a et b deux réels. Calculer lim (1 + g)
X—+00 X,

Croissance lente :

In tend lentement

IL nfon n A
a courbe se confond avec sa tangente ¢ vers 400,

au voisinage de A.

La courbe se rapproche de son asymptote
== mais ne se confond pas avec elle.
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2. Fonction exponentielle

Croissance tres rapide, exp tend trés

5 vite vers +oo -
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3. Logarithme et exponentielle de base a

21NB: In = log, et exp = exp,.

y=b*x/avec 09b<1

~y=ax avec a:

=25 -2 -15 - -05 05 15 2 25 35 4 45 55 & 65

y=In(x}fin(b) avec 0<b<1
7
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xpg €L Cexpl sont symétriques par rapport a
a

26Ex : Montrer que Co, €t Cyo4, sont symétriques par rapport a (Ox) et que C,
a

(Oy).



Il Fonctions puissances réelles

28Rques : Si & = 0 alors f, est la fonction constante égale a 1 sur R*" .
Sia = 1 alors f,, coincide avec I'identité id: (x — x) sur R*".
Sia € Zie a = n alors f, coincide avec (x = x™) sur R*".
Si @ =2oln € N alors f,, coincide avec (x — Vx) sur R*".

y=az"aveca > 1 7

s
y=a"glec a=1
s

y=a"avec 0 <a<1
y = a"avec a =0

y = x"avec a < 0

34Exercices : 1. Soit f(x) = In(1 + n* — x™) . Déterminer I'asymptote oblique de Cf en +oo.
2. Etudier lafonction f: (x = x*) dans le but de tracer sa courbe.
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lll Fonctions cosinus et sinus hyperboliques.

<N
croissancgftres rapide
y = ch(z)
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40bisExercice :
. . . sh(x)
1. Etudier la fonction tangente hyperbolique th(x) = '
y= Sh(x) 2. Montrer que la fonction th est bijective de R sur un
domaine a déterminer et trouver une expression de sa
bijection réciproque.
. . . th(x . . . th(3x
3. Déterminer lim ( ). En déduirelim L.
x—-0 x—0 Sh(4x)



IV _Fonctions Arcsinus, Arccosinus et Arctangente

1. Arcsinus

Sinus est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—%,%] Dongc, sin induit une bijection sin| de [—g,g] sur [—1; 1].

T T
41Déf. 1) Soit sin: <[_E'E] > [-11]
x B sin(x)

Arcsin est définie sur [—1,1] et a valeurs dans [—g,%] par I’équivalence : {

y = sin (x)

b
[
2°2

Arcsin(y) = x
{ y € [-1,1]

2) Soit y € [—1; 1] Le réel Arcsin(y) est donc I'unique réel de [— g,g] dont le sinus vaut y .

). La fonction Arcsin est, par définition, la bijection réciproque de sin,. La fonction

42Valeurs

particuliéres :

t = sin(y) 0 1 — 7 1 V3 vz | 1 V3
Arcsin 3 2 2 2 2 2 sin
Arcsin(t) =y 0 T _T T T T LA LA B
2 2 4 6 3 4 6 3

43Equations : Soit y € [—1; 1] . Les antécédents de y par sin sont donc tous les réels de la forme Arcsin(y) + 2k tels ou de la

forme m — Arcsin(y) + 2km tels que k € Z.

Autrement dit, y = sin(x) & [x = Arcsin(y)[27] ou x = w — Arcsin(y)[2x]]

44lllustration : plagons dans le plan ci-dessous les antécédents de y par sin et donner leurs expressions a I'aide de Arcsin(y).

Faites une illustration analogue sur le cercle trigonométrique a droite.

A
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45Propriétés :
1. Vx € [—1;1], cos(Arcsin(x)) =1 —x%.
2. Vx € R, Arcsin(sin(x)) existe mais, x € [—g,g] SArcsin(sin(x)) = x.
3. Vx €[—1,1],sin(Arcsin(x)) = x
45Courbe de Arcsin : 46Théoreme :
1. Arcsin est impaire, continue et strictement croissante sur
[—1,1],

Y| == |

V2v3

b=

y=Arcsin(x)

2. Arcsin est dérivable que sur] — 1,1[ et

Vx €] — 1,1[, Arcsin'(x) =

1-x2

5 g QBnf 1
Autrement dit, Arcsin est une primitive de (x -

m)sur] - 1,1].

3. Arcsin n’est pas dérivable en 1 nien —1 et la courbe de Arcsin

a deux tangentes verticales aux points d’abscisses 1 et en —1.
. . Arcsin(x)
4. Taux d’accroissements : lim———— =1,
x-0 X

. Arcsin(x)—z . A1”csin(x)+E
lim—————2 = 4o et lim ————2 =4

x—1 x—-1 x—-—1 x+1

47Exercices :
117w

1. Calculer Arcsin(sin 23Tﬂ)), Arcsin (cos (—

2. Tracer la courbe de Arcsin o sin.

)



2. Arccosinus

Cosinus est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0, ]. Donc cos induit une bijection cos de [0, ] sur [-1;1].

Def :
[0,7] - [-1,1]

1. Soit coslz( % v cos(x)

[—1,1] et a valeurs dans [0, ] par I’équivalence :{

y = cos (x)
x € [0, 7]

). La fonction Arccosinus est la bijection réciproque de cos). La fonction Arccos est définie sur

Arccos(y) = x
{ y € [-1,1]

2. Soity € [—1;1]. Le réel Arccos(y) est donc I'unique réel de [0, ] dont le cosinus vaut y .

Des valeurs

particuliéres :

e JC

t=cos) | 0 | 1] 1|2 ] L |V3] v2] L] 3
2 2 2 2 2 2 > s

Arccos@®) =y | T | 0 /s w w i 3w | 2m | 5m

2 4 3 6 4 3 | 6

Equations : Les antécédents de y par cos sont donc tous les réels de la forme Arccos(y) + 2km ou —Arccos(y) +
2k tels que k € ZAutrement dit, y = cos(x) © x = Arccos(y)[2w] ou x = —Arccos(y)[27]

Illustration : Placer les antécédents de y par cos et les exprimer a 'aide de Arccos(y). Faites une représentation analogue

sur le cercle trigonométrique.
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Propriétés :

1.
2. Vx €[—1;1], sin(4rccos(x)) =1 — x*
3. Vx€[-1;1], Arccos(x) + Arcsin(x) = g
4.

5. Vx €[—1;1],cos (Arccso(x)) = x

Représenter la fonction Arccos :Cv
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Vx € [—1; 1], Arccos(—x) = m — Arccos(x) (la courbe de Arccos est symétrique par rapport au point A(0, g))

Vx € R, Arccos(cos(x)) existe. Mais Arccos(cos(x)) = x & x € [0, 7] .

Théoréme
1. Arccos est continue et strictement décroissante sur [—1,1]
Arccos est dérivable uniquement sur | — 1,1[et
N
Ji-x2'
2. Arccos n’est pas dérivable en 1 ni en —1 et la courbe de Arccos a
deux tangentes verticales aux points d’abscisses 1 et en —1.

Arccos(x) —TZ—I

Vx €] — 1,1], Arccos'(x) = —

Arccos(x) _ Arccos(x)-m

x+1

—oo et lim

—1, lim
x--1

Ainsi, lim
x-0 x-1

x—1
NB : Arcsin et Arccos sont deux nouvelles fonctions qui ne sont pas
dérivables sur tout leur domaine de définition.

Conséquence : Si u est dérivable sur I et Vx € I,u(x) €] — 1; 1] alors
—u'(x)

J1-u2(x)

Arccos(u) est dérivable sur I et Vx € I, (Arccos(u))'(x) =

Exercices :
1. Calculer tan(Arccos G))) et Arccos (sinBTn)

2. Simplifier Arccos(1 — 2x?) en effectuant un bon changement de
variable.



3. Arctangente

. . . . T T . . . . T T
tan est continue et strict! croissante sur l'intervalle -3 Donc, tan induit une bijection tan, de =55 sur R.

59Valeurs
particulieres :

61lllustration Placer les antécédents de y par tan et les exprimer en fonction de Arctan(y).
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Soit a et b deux réels strictement positifs tels
que a® + b% = 1. Alors l'unique réel x € ]0,%[ tel que :

vérifie :

{cos(x) =a
sin (x) =b

b
x = Arccos(a) = Arcsin(b) = Arctan (E)

Soit a et b deux réels tels que: a > 0et b < 0 et

a? + b? = 1. Alors I'unique réel x € ]—E,O[tel que :

cos(x) =a , .. )
{sin (x) = b vérifie :
x = —Arccos(a) = Arcsin(b) = Arctan (Z)
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e Soita et b deuxréelstelsque: a <0etbh >

O0et a? + b? = 1. Alors l'unique réel x € ]g,n[ tel

_(cos(x)=a , ..
qu {sin ) =15 vérifie :
x = Arccos(a) = m — Arcsin(b) = Arctan (g) + .

N ’
Y 1

4
h N Arccos(a)
A csin(b)
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Arctan(bia)

—14
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e Soita et b deuxréelstelsque: a <0eth <0 et
a® + b%? = 1. Alors 'unique réel x € ]—T[, —g[ tel

) cos(x)=a , .. )
que : {sin ) =5 vérifie :

b
x = —Arccos(a) = —m — Arcsin(b) = Arctan (E) — .
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PLAN D’ETUDE DE FONCTIONS

Domaine de définition

Parité-Périodicité-Symétrie de la courbe. Réduction du domaine

d’étude.

Continuité

Dérivabilité. Calcul de la dérivée

Variations

Tangentes particulieres

. Limites aux bords du domaine de définition

. Asymptotes

. Prolongement par continuité : étude de la dérivabilité au point
de prolongement.

10. Représentation

N =

©ONOU AW
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