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ExO0

A. Des calculs de base pour apprendre et penser a simplifier au maximum des expressions exponentielles ou logarithmiques

Simplifier :

a=e 3@ h =In(yexp(x))

__In(x?)

= e m = ch (—%ln(e‘3))

)

3
p =sh(—zln(3 3

c= eln(x2+1)—3 In(x)

d = In(Ve*) —In(Ve?)

B. Tracer les courbes des fonctions suivantes :

q=sh™1(2) - ch|_1(2)
r=1log, (4‘/5)

Fi(2 5 () Df = oo €8 D St O T ) Df = oocceeeeeeeeneeeeeeerrrernens et
VX €y F1(X) = Df =i
Vx € LX) =
filxp e =)Df = e et Df' =
e Vx € S0 =
78((63 0= £15~ S )Df = et f:(x »=sh(x =...... )Df = et
Df =i et VX €.y f'tx)= Df' = et VX €.y F) =i
f(xv—>x“/7= .......................... ) et Df = s et
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Ex 1 Equations et inéquations
A. Soit y un paramétre réel. Résoudre les (in-)équations suivantes d’inconnue x réelle (on réfléchira préalablement : I’équation peut-elle
se résoudre algébriquement ou non ?)

1. e 1 _\e>0 7. sh(x) =x? 13. 2ch(x) < x?
2. ln(x) +In(3x* — 4) > In(x? — 2) 8. e ¥4e¥<2 14. xlIn2-x)=1
3. log,(x) +log(2) =2 9. x+e*>2 15. sh®(x) — 14sh(x) + 5 < 5ch*(x)
4 3xl ) 12 —0 10. 37 +3* =y 16. 35h(x) —ch(x) =1
- 3xl0gi() + 20~ 1) = 11, x2 <In(x) +1 17. x* =+
5. 22x _ 3x—5 — 3x+5 — 22x-1 12 In(x+1) <2 5 V2 p
6 3% 02X _gXt+a oot >0 " ln(x-2) 18. ch®>x —sh’x =1

In?x-1
logy(x) + lng(}’) =

50
7 d’inconnue (x,y) ERZ
xy = 256

B. Résoudre: (S):{

Ex 2 Autour du calcul de limite
| En se placant au voisinage du point ou I’on étudie la limite
A. Soit h: (x » x — [x]) et g: (x = |2x — 1]). Montrer que f = g o h est continue sur R .
B. Montrer que @: (x — |1 — 2x]) n’est pas continue sur R.
2 lim e_xz
01— 3x+\/— x—>+oo\/_ 3%

Il En faisant apparaitre le produit d’une fonction de limite nulle et d’une fonction bornée Soit a un réel. Calculer 11m x sm( ) quand cette

Il Par encadrement CaIcuIer 11m

limite existe (On justifiera qu’elle n’existe pas le cas échéant)
IV Faire apparaitre les limites usuelles Soit a et b des réels .

F1"2" FIl "oo—oc0" FI”OXOOH Flufu FI
0 [} Hloo u‘ " 0() " ou " (+00)0 "

1 limYE2 1 dim ()t —xt =y g4 MR- =30y, 7&‘12_’;:;:)"‘) 1 dim (14 bi)ax b0
, i‘""* (;__464)cos(nx) ouy € R¥*fixé. 5. xlim xe~VInGx%) e oVE D fl_r:a + Sh(;))ln(x)

. im T ——00 : .

xX—4 Vx-2 12. x]lTw 4xt=1-(ax+b) 6. lim ln(x) In (1 + x). 18. xl_l}rlng In(x)—3x?+sin(x) x.—>0 In(x)

3 li (a-Dx+x%-a 13. x]i‘;noo In(x) — In(In(x)) — ¥x x-0 e% 3. LILY(‘I)(COS(X))

: x—— 3+a3 .

tany @ 1. limees 4. lim (1+3ch(x))""
3 e .

AL e 20, lim —2 L 5. limsh(x) ®
5 lim In(1+3x2+cos(x?))-In (2) x—+00 SE(X)(5+Ch2(X)) x—0 )

. im ————————— 91 lim Eot ) =
] x-0 eSh(*) _¢ch (x); b VE—2 6. xl_])rpm sh(x)Vx

: x50 sin(x)

e x2
7. l}_{% xin(x?)—3x2
sin (ax)
8. x—0 tan (bx) (b =*0)
. x%—q®
9. }}_I}ém (a, b > 0)
e3¥—1

10. L% sh(x)(5+ch?(x))

V APPLICATIONS a I'étude de fonction du calcul de limites :

1) Continuité et dérivabilité :
Soit m un entier naturel non nul et a un réel. Justifier que la fonction f: (x — x™) est dérivable en a et f'(a) = ma™"1. Puis montrer

Pour quelles valeurs du réel a, la fonction f: (x -

sh (x))

1 1
que la fonction g: (x = xm) est dérivable en tout rée non nul a de Dg et g'(a) = iaﬁ_l.

est -elle prolongeable par continuité en 0 ? On suppose maintenant que a <

1. Le prolongement par continuité de f est-il dérivable en 0 ?
x? cos (%) six<0

Soit f(x) =

0 six=0
ln(cos(x))

. Montrer que f est continue sur R mais dérivable sur R*uniquement et donner une expression de f”.

six>0

Quelle est I'allure de Cf au voisinage de 0 ?

t

asymptote en +oo et en —oo dont on donnera une équation.

2) Asymptote Soit f(x) = xexp (xz 1) = xex*-1et @(t) = el_—;_l Calculer la limite de ¢ en 0. En déduire que Cf admet une méme




Ex 3 Asymptotes simples

A.  Soit f:(x » In(3¥* —x — 1)) . On munit le plan d’un repére orthonormé. On donne a = —% ~ —0,086.

1.  Montrer qu’il existe unréel b tel b < aet Df =]—o0; b[ U0, +oo].

Montrer que f induit une bijection notée f| de ]0, +oo[ sur un domaine J a déterminer. (NB: f| = f/}0,+co[)-
Etudier la continuité, monotonie et dérivabilité de fl_l sur J. Calculer fl_l(l) et(ﬁ_l)’(l).

Déterminer 'asymptote de Cf en +oco. Que peut-on en déduire sur Cf|—1?

vk w N

Tracer Gy et Cp 1.
|
B. Soit f : (x - In(1+e*) + %ln (1+e‘x)) .

1. Déterminer 'asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en —oo.
2. Etudier les variations de f. Tracer Cf.

C. Soitf: (x - V3x?% — 4x + 5) . Déterminer 'asymptote de Cf en +oo. Faire de méme en —oco. De méme avec f : (x = 4;__25;: )
Ex 4 Des études complétes de fonctions . Etudier g et représenter la courbe de g :
_ _ sh(x)
1. g(x) =thx) = prayons
1
2. glx)=exVx?+x
3. glx) =x*
4. f(x) =In(x + V1 + x2) ( déja faite a retravailler)
5. gx) =Yx?(x-2)
6. gx) = ln(ch(x)).
Ex 5 Des sommes et produits Soit n € N et x, a et b des réels fixés indépendants de n
(DD
1) Montrer que si b est non nul alors Y2_,ch (a + kb) = %ch (a + %)
sn(?
2
2p2-2p—4 2 am—1 ko, k2-1\%
2) Calculer pourn = 3: S, = ¥7_3logs, (m) , To(a,b) = X0 (—=Dka®®) |, W, = ¥23 (k N 1) 5" V2 et Py(a) = [1}.; (m) )

3) On pose p,,(x) = [Tr=o ch (zx—k) Calculer p,,(x)sh (zin) En déduire nlirpw DPn(x).

Ex 6 Des inégalités a prouver
3
1. Montrer que pour tout réel x , ch?(x) + shx >0 et [sh(x)| = |x + %| .

2. Montrer que pour tout réel x de ]0,1[, x*(1 — x)*™* > i

Montrer que : Vx > 0,(1 + %)x <e< (1 + %)x+1

3
4. Montrer que : ¥n € N\{0,1,2}, ¥/n > ""V/n + 1. Est-elle vraie pourn = 2?

5. Montrer que : Vx € R**, vy € R**, vt € [0,1], tln(x) + (1 — t)In (y) < In (tx + (1 — t)y).
6. Soit @ € R*™*\{1}. Montrer que : [V(x,y) € (R**)?, (x + y)* < x%* + y*] < a € ]0,1[.

7

Soit a et b deux réels. Montrer que : (0 <a<b= b%a <In(d) —In(a) < ?)

Ex 7 Des bijections Montrer que les applications suivantes sont bijectives de Df sur un ensemble J a déterminer.
Déterminer une expression de la bijection réciproque lorsque cela est possible. Etudier la dérivabilité de f et calculer (f~1)'(b).

1. f(X)=£;b€] 2. f(x):i:gg(zth(x));bej
3 f() =ch(e™) ; b=t 5. f@=sh@+5 ; b=

4, f(x)=x+2% ; b=1

Ex 8 Des suites On définit trois suites P,T et u; Yvn >0 P, = [}, (1 + %) T, =11z (1 + %) etuy = —letVn, i/u_,f Upiq = €.
1) Justifier que la suite P est strictement croissante et convergente.
2) Montrer que T est convergente et déterminer sa limite.
3) Donner une expression explicite de u.

1n(1+ax)).

Ex 9 Une fonction a paramétre Soit a € R** . Etudier g: (x =
In(1-ax)

Ex 10 Une inégalité a paramétre Déterminer tous les réels a tels que Vx € R, ch(x) < ¥’
Ex 11 Etudes de fonctions imbriquées

1. Etudier le signe de f(x) = (x — DIn(x + 1) — xIn(x) sur[1; +ool.

2. Endéduire les variations de ¢(x) = In(x + 1)In (1 + i)sur [1; +ool.

3. Encalculant ¢ (i), en déduire les variations de ¢ sur ]0,1].
4

Montrer que pour tous réels strictement positifs, In (1 + %) In (1 + g) < (ln(Z))Z.



Ex 12 Limite par encadrement
Soit t € ]0; 1[. Pour tout x €]0; 1[, on pose f;(x) = min{n € N*/x" < t}.

Montrer que pour tout x €]0; 1], 11:((;)) < fi(x) < ll:((;)) + 1. En déduire xli—>n11*(1 —x)f: (%).

Ex 13 une suite de fonctions

nx™ six € [O,ﬁ]

Soit une suite d’applications de [0,1] vers R définie par : VneN, f,(x) =
UH)HEN [ ] fn( ) nn+1(1 _ x)n six E]ﬁ: 1]

1. Etudier la continuité de chaque f, .
2. Déterminer, pour x fixé, la limite de la suite (f, (%)) nen -
3. Puis déterminer la limite de (fn(ﬁ)) neN -



