Corrigé du TD Fonctions Arcsin, Arccos et Arctan

v
Simplifions & = Arcsin (sin (?n)).Le cours assure que : Arcsin(sin(x)) =xSxe [— g,g]

® (=)
Méthode : utiliser les propriétés de sinus (Vt € R, sin(t) = sin(t + 2kmn) tq k € Zet sin(t) = sin (r — t)) pour écrire a =
Arcsin(sin(G)) tq0 € [—%,%]

() ()

a = Arcsin (sin (g n)) = Arcsin (sin (@ n)) = Arcsin (sin (; T+ 67r)> 2 Arcsin (sin (g n)) 2 Arcsin (sin (n - gn))

a = Arcsin <sin (g))
7 51

Avec la méme méthode : simplifions a(x) = Arcsin(sinx) pour x € [—7”, —-=

2
m 2[7_11‘9_;1. et n—x—4n€[—£,£].
2 2’2 2’2
(+*) ©) v

Donc, a(x) = Arcsin(sin (x)) = Arcsin(sin (r — x)) = Arcsin(sin (m — x — 4m)) = — 37 — x.

I} e
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car
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me[-x1]
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Soit x € —%,—;].Alorsn—xe [T[+?T[,77:+

Simplifions f = Arccos (sin (%n))
e
Le cours assure que : Arccos(cos(x)) =xSxe[0,mn].
(xxx)
Méthode : utiliser la relation, Vt € R,sin(t) = cos (g — t) pour obtenir B = Arccos(cos(t)) puis utiliser les propriétés de cosinus (
) )
Vt € R, cos(t) = cos(t + 2km) tq k € Z et cos (t) = cos (—t) )pour écrire f = Arccos(cos(@)) tq 6 € [0,7].

B = Arccos (sin (? n)) (Z:) Arccos (cos (E - E11)) = Arccos (cos (w)) = Arccos (cos (%)) = Arccos (cos (w)) =

2o 10 10
Arccos (COS (—61‘[ - Z—g)) (;) Arccos (cos (— Z—z)) (g) Arccos (cos (Z—Z)) ;ér Z—g .
1—7;6[0,11]

Avec la méme méthode simplifions b(x) = Arccos(2sin?(x) — 1) pour x € [—g,g]

Soitx € [—g%] .b(x) = Arccos(2sin?(x) — 1) = Arccos(— cos(2x)) = 1 — Arccos(cos(2x)). Mais 2x € [—m, 7t].
car Vte[o,m],
Arccos(—t)=m—Arccos(t)

lercas 2x € [0,m] i.e.x € [0, g] Alors, b(x) = m — 2x.

2éme cas 2x € [—m,0fi.e.x € [—%, 0[. Alors, b(x) = m — Arccos(cos(2x)) = w — Arccos(cos(—2x)) =  + 2x.

mT—2xSi x € [O,E]
Ainsi, b(x) = o
m+2xsi x € [—;,0[.

Simplifions y = Arctan (tan (i—irr))
(44
Le cours assure que : Arctan(tan(x)) =x S x € ]—gg[

*)
Méthode : utiliser les propriétés de tangente ( Vt € R, tan(t) = tan(t + kn) tq k € Z )pour écrire § = Arctan(tan(&)) tq 6 € ]—g,g[
*) vov
y = Arctan (tan (ﬁn)) = Arctan (tan (ﬁn» = Arctan <tan (in + 471)) 2 Arctan (tan (in)> = L
13 13 13 13 W 13
6 T
13" _E’E[
Simplifier les expressions suivantes :
A(x) = cos (2Arcsin(x))) B(x) = cos (2Arctan(x))) C(x) = tan (24rcsin(x)))
D(x) = sin (2A4rccos(x))) E(x) = sin (2Arctan(x)

Méthode : utiliser les formules de trigonométrie pour faire apparaitre sin(Arcsin(x)), cos(Arcsin(x)), cos(Arccos(x)), sin(Arccos(x)).
Le cours assure que : Vx € [—1,1], sin(Arcsin(x)) =x= cos(Arccos(x)) . Vx ER, tan(Arctan(x)) ='x.
vx € [-1,1],sin(Arccos(x)) = V1 — x2 = cos (Arcsin(x)).
oD, = [-1,1].Vx € [-1,1], A(x) = cos (2Arcsin(x))) = 1 — 2sin®(Arcsin(x)) = 1 — 2x2.
Vt,cos(2t)=1-2sin?(t)

2 2 1-x?
eDp = R.B(x) = cos (24rctan(x))) = 2cos?(Arctan(x)) — 1 = Trarraan@) YT 1T
carm=1+tan2(t)
oD = R.E(x) = sin (2Arctan(x))) = 2sin (Arctan(x))cos (Arctan(x)) = 2tan (Arctan(x))cos?(Arctan(x))

car
sin(t)=tan(t) cos(t)
2tan(Arctan(x)) _ 2x
1+tan®(Arctan(x))  1+x?°

E(x)

e
2(t)=
car cos?(t) 2 @




_ 1 . x € [-1,1]
D. = [-11]\{z= \/—7} .Eneffet,C(x) existe :; {Vk € 7, 2Arcsin(x) + % + ki

Arcsin est défini sur [-1,1]
et
Arctan est défini sur ]R\{§+kn/kEZ}

() { x € [-1,1] { x € [-1,1] {X € [-11]
C(x) existe & , n  km = . T = 1.
Vk € Z,Arcsin(x) # " + - P ” Arcsin(x) # iZ S x # iﬁ
Arcsin(x)e[—;,; Sin(i%)=i‘%
) . ) . . —
sotx € [N+ 5], 000 = tn @aresinGy) 5 el sslesgeen) s
tan(t)‘:sm(t) cos car sin(2t)=2 sin(t) cos(t)

cos(t) et
cos(2t)=1-2sin?(t)

Etudier le domaine de définition, la périodicité et la parité des fonctions suivantes et représenter ces fonctions :
1. m=sinoArcsin , n=cos o Arccos et q =tano Arctan.

Le cours assure que : Vx € [—1,1], sin(Arcsin(x)) = x = cos(Arccos(x)) . Vx € R, tan(Arctan(x)) = x.
Doncm = id[_; 1) = n etDonc q = idg. m et n sont définies sur [-1,1], q est définie sur R,

toutes les trois sont impaires.

2. f =Arcsinosin , g = Arccosocos et h = Arctan o tan.

oVx € R,sin(x) € [—1,1],cos(x) € [-1,1] Comme Arcsin et Arccos sont définie sur [-1,1],

Vx € R, Arcsin(sin(x)) et Arcos(cos(x))existent. Ainsi, D = Dy = R.

Comme Arctan est définie sur R, Vx € Dy4p, Arctan(tan(x) existe. Donc D, = Dygyp.

eVx € R,Arcsin(sin(x + 2m)) = Arcsin(sin(x)) et Arcsin(sin(—x)) = Arcsin(—sin(x)) = —Arcsin(sin(x)).

Donc, f est impaire et 2 — périodique. On peut étudier f sur [0, ).

Or,Vx € [O, g] ,Arcsin(sin(x)) = x et Vx € E,n] ,Arcsin(sin(x)) = Arcsin(sin(m — x)) = mT-x D’ou la courbe ci-dessous.
car
m-xe[o]

Y=AreSin(sin(x))=f(x)
\d

eVx € R, Arccos(cos(x + 21)) = Arccos(cos(x)) et Arccos(cos(—x)) = Arcos(cos(x)).
Donc, g est paire et 2m — périodique. On peut étudier g sur [0, 7]. Enfin, Vx € [0, 7], Arccos(cos(x)) = x. D’ou la courbe ci-dessous.

y=Arcos(cos(x)=g(x

oVx € Dyyn, Arctan(atn(x + 1)) = Arctan(tan(x)) et Arctan(tan(—x)) = Artan(— tan(x)) = —Arctan(tan(x)).
Donc, h est impaire et T — périodique. On peut étudier h sur[O,%[. Enfin, Vx € [0,% [, Arctan(tan(x)) = x. D’ou la courbe ci-dessous.

2

y:Arclan(lan(x)):‘.lfr'(:]

-8 -7 & 8 -5 -4 M ary an 0 1 2 T3 a 5 & 7 )

Le cours assure que Vx € [—1,1], cos (Arccos(x) = x et sin(Arcsin(x)) =x
Résoudre (E;): 9sin®*(x) —1 =10
9sin?(x) — 1 = 0=(3sin(x) — 1)(3sin(x) + 1) = 0 & sin(x) =§ ousin(x) = —§

& sin(x) = sin (Arcsin G)) ousin(x) = sin (Arcsin (— %))

sin(x) = sin(a)

(1 =
x = ATCSl:u(E) + 2km < " ) X = a+ 2kt
x=n—Arcsin(§)+2kn x=n—Arcsin(§)+2kn ke z/ x=7r—01;+2k7r
<3k eZ/ ou S ik eZ/ ou
x = Arcsin (— %) + 2km C“ri;‘;;:;;’;‘e"“ x = —Arcsin (é) + 2km
ou ou
x =m — Arcsin (— %) + 2km x =1 + Arcsin G) + 2km

Ainsi, Sol = {Arcsin (%) + 2km, —Arcsin (%) + 2km, —Arcsin (%) + 2km, m + Arcsin (é) + 2kn/k € Z}



(E3): 3sin(5x) — 2 cos(5x) = 1.
Le cours assure que :
pour tout a € [—1,1], Arccos(a) est 'unique réel de [0, ] dont le cosinus vaut a.

pour tout b € [—1,1], Arcsin(b) est 'unique réel de [—g%] dont le sinus vaut b.
pour tout ¢ € R, Arcsin(c) est I'unique réel de ]—gg[ dont le sinus vaut b.

Méthode : je reconnais la forme Acos(wx) + Bsin(wx) que je transforme sous la forme Csin(wx) ou Ccos(wx) en mettant v/ A2 + BZ en
facteur puis en reconnaissant le cosinus et le sinus d’un méme angle en facteur de cos(wx) et de sin(wx).

3sin(5x) —2cos(5x) =1 & \/_(—sm(Sx) Cos(Sx)) =le (i sin(5x) — icos(5x)) ==

Vi3 Vi3 V13
. . _ 1 _ 1
" cos(0) sin(5x) — sin(0) cos(5x) = N sin(5x — 0) = sm Arcsm (m))
3 \2 2 \2 car
(JT_z) +(ﬁ) =1 sm(u v)=sin(u) cos(v)—sin(v)cos (u) ‘\
Donc 3!10€[€0,2m[/cos (9):i
i 2 s sin(x) = sm(a)
et sm(S):—
- _6 1 . 1 2km
5x—60 = Arcsm(\/_)+2kn x—§+§Arcsm(\/ﬁ) x—a+2kn
= ikez/ ou = ikez/ ou kEZ/ ou
—_p= 6, m_1 1 x=m—a+2km
5x — 6 =m — Arcsin («/_) + 2km X = + Arcsm («/ﬁ
-3 ; . T - 3\ _
Comme cos() = met sin(0) = m,@ € [0, 2[el: 6 = Arccos (\/ﬁ) = Arcsin (\/ﬁ) Arctan convnent
Arcsin(i) 1 1 2k Arcsin(i) 2k
R _ Vi 1 (1 2km Jis _7r
Ainsi, Sol = {—5 + 5Arcsm (m) + PR R +Z 5~ Arcsm (\/_) + /kEL

(E3): 3cos?(x) — tan(x) > 3.
La fonction f: (x = 3cos?(x) — tan(x)) est définie sur R\{ +kn/keRE€ Z} et T —périodique. Cherchons les solutions de (E3) sur ]—g%[

Soit x € ]_E'E[' Alors, x sol° de (E3) & 3cos?(x) —tan(x) > 3 e ﬁnz(x) —tan(x) >3
car 1+tan2(x)=rz(x)
x sol® de (E3) e 3 —tan(x) (1 + tan?(x)) > 3(1 + tan?(x)) < tan®(x) + 3tan?(x) + tan(x) < 0.

car 1+tan?(x)>0

x sol® de (E3)etan(x)[tan?(x) + 3tan(x) + 1] < 0 © tan(x)[tan?(x) + 3tan(x) + 1] < 0 & tan(x) [tan(x) — L‘/_] [ta (x) — —‘/_] <0.
=h(x)
Faisons un tableau de signe :
Tout d’abord, tan(x) — z\/— <0< tan (x) < tan <Arctan( 3;\/E)> S x < Arctan (_3:\/3).
nrr CaTE’l‘I’l est
€l=2 [ b3 strictement croissancte
e|-55 sur |-27]
22
De méme, tan(x) — \/— <0esx< Arctan( 2‘/—) De plus, —— =3 \/— 2\/— < 0. Alors, comme Arctan est strictement croissante,
—% < Arctan( 3”—) < Arctan( 3= \/—) < 0.D’oule tableau :
x m —-3-+5 -3++/5 s
-3 Arctan( 2 > Arctan ( 2 > 0 3
tan(x) — — - 0 +
-3++5 - - 0 + +
tan(x) —
—3-V5 - 0 n " "
tan(x) — >
h(x) - 0 + 0 — 0 +
Donc les solutions de (E3) dans ]— - —[ sont les tous les réels de] > Arctan (_3_\@)[ U ]Arctan (_3;@) , O[ .Alors , par périodicité de

, j’en conclus que les solutions de (E3) sont les tous les réels appartenant a un intervalle de la forme de —Z 4 km, Arctan ~3V5 +
2 2

kn[ oudela forme]Arctan (_3”3) + km, kn[ tel que k € Z.

3+«/")

Ainsi, Sol(E3) = Ukez]——+ km, Arctan( & x/—) A kn[ V] ]Arctan( + km, krr[

2 tan(x)
1-tan?(x)
or: (x > Arccos(sin(3x)). Vx € R,sin(3x) € [-1,1]. Donc D, = R. De plus, r est continue sur D, car son expression n’est constituée

3. r1:(x ~ Arccos(sin(3x)), t: (x » Arctan( ) u: (x » Arccos (1 — 2sin? (g))

que de fonctions continues sur leur propre domaine de définition.

rest 2?71 — périodique car r (x + 2?”) = Arccos(sin (3 (x + 2?7[)) = Arccos(sin(3x + 2m)) = Arccos(sin(3x)) = r(x).
De plus, r(—x) = Arccos(sin(—3x)) = Arccos(—sin(3x)) = m — Arccos(sin(3x)) = m — 3x = — r(x).

Donc, TR

= % Donc Les points M (—x) et M (x)sont symétriques par rapport au point A (O,g). On peut donc étudier r sur [0,%].
Vx € [0, g] ,3x € [0, 7] et Arccos(sin(3x)) = % — Arcsin(sin(3x)).

Six € [0, %], alors 3x € [0, %] donc Arcsin(sin(3x)) = 3xetr(x) = g — 3x.



Six € [ ] alors 3x € [ ,n] etm—3x € [0, %]donc Arcsin(sin(3x)) = Arcsin(sin(r — 3x)) =7 — 3xetr(x) = % —(mr—3x) =3x— %

‘l\y:ﬂf%.

y:Arccos(sian))

3x

+1

2 tan(x)

oet: (x - Arctan (m

)

t(x) existe & tan(x) existe et tan (x) # +1 & x € R\ {i% + km,

2 tan(x+m)

VxEDt,x-HTEDtet—xEDrett(x+7r)=Arctan(m

—2tan(x)

2 tan(-x)
1-(—tan(x))?

1-tan*(-x)

et t(—x) = Arctan( ) = Arctan(

Donc t est impaire et m — périodique. Etudions donc t sur [O,g[\{%}.

2tan(x)
1—tan®(x)

vx € 0,2\, 2

) = Arctan (

%+ kn/k € Z}. Donc, D, = R\{+ % + km,% + kn/k € Z}.
t(x)

£l

car tan(x+m)=tan (x)

_Ztan(x)) = —Arctan(

2 tan(x)
1—-tan?(x)

1-tan?(x)

) = —t(®).

= tan (2x) et t(x) = Arctan(tan(2x)) avec 2x € [O,H[\{g}.

lercas:x € [O'Z[' Alors, 2x € [0%[ et par conséquent, t(x) = Arctan(tan(2x)) = 2x.

28me cas: x € E%[ Alors, 2x € En[ et2x —TE ]—% 0[ ; par conséquent, t(x) = Arctan(tan(2x)) = Arctan(tan(2x —m)) =2x — 1

L))

[ /) ]/

77T

/1T

Of: (x » Arccos(cos(x)) + %Arccos(cos(Zx))

Df =R.f est 2m —périodique et paire. Donc on peut étudier f sur [0, 7]. Vx € [0, %]Zx € [0, 7] donc f(x) =x + %(Zx) = 2x.

car cos est paire et 2m—p car —2x+2me[0,m]

T 1
Vx € [E,rr] ,2x € [m, 21] donc f(x) = x + EArccso(cos(—Zx + 2m)) = x+ > (—2x +2m) =m.
D’ou la courbe suivante :
a4
2
—-18 —16 —14 =12 —-10 -8 —6 —4 -2 0 2 -+ 6 8 10 12 14 16 18 20
=2
Ex 4 Egalités et inégalités
1. Montrer que pour tout réel x , Arcsin (i:gi) = Arctan(sh(x)).
. , 1\ _ 1
2. Montrer que pour tout réel x > 0, Arcsin (ﬁ) = Arctan (\/E)
. : g x
3. Démontrer que Vx €] — 1; 1[\{0}, |Arcsin(x)| < |—W
. + _
4. Montrer que: Vx € R™, DT = < Arctan(x + 1) — Arctan(x) == . Applications :
a) Montrer que la suite u , telle que : Vn € N, u,, = k=°m , est convergente.
b) Montrer que : lirP xz(Arctan(x +1) - Arctan(x)) =1.
X—+00



5. Montrer que: Vx €]0; 1], 2Arc5m(\/_) == + Arcsin(2x — 1) = m — 2Arctan ’ par deux méthodes : changement de variable et

dérivation

1.
Premiére méthode par composition :

Pour tout réel x, 0 < |sh(x)| < ch(x) donc Sh(x)

ch(x)

€]-1;1] et Arcsm(

sh(x
h(x)

)) existe et Arcsin (Sh(x)) € [— z E].

h(x) 2’2

Pour tout réel x, Arctan(sh(x)) existe et Arctan(sh(x)) € ]— E‘E[' Par conséquent, comme sin est injective sur [—%,%], pour prouver que

sh(x)

pour tout réel x, Arcsin (—
ch(x)

Soit x un réel. sin <Arcsin (Sh(x))) — sh(x) et sin (Arctan(sh(x)))

ch(x) ch (x)

positif
sh(x)
ch(x)

J'en conclus que pour tout réel x, Arcsin (
Deuxiéme méthode par étude de fonction

Posons f(x) = Arcsin (228

Df = RcarVx € R,0 < |sh(x)| < ch(x) donc

sh(x)
ch(x)

) = Arctan(sh(x)).

sh (x)

ch(x)

) = Arctan(sh(x)), il suffit de prouver que pour tout réel x, sin <Arcsin (Sh(x))> = sin (Arctan(sh(x))).

_ sh(x) _ sh(x)

J1+sh?(x)  ch2(x)  ch(x)

1 1 1
Vt ER, Arct t = ————————= |—— etsin(Arct t)) = Arct t)) X tan(Arct t))= [7—/—=Xt
car cos(Arctan(t)) 2 TRt Arctan () el sin(Arctan(t)) = cos(Arctan(t)) x tan(Arctan(t)) T e
cas est

) - Arctan(sh(x)). Montrons que f est constante égale a 0 sur R.

€ ]—1; 1[. De plus, dans I'expression de f seule la fonction Arcsin n’est pas dérivable sur

tout son domaine de définition mais uniquement sur |—1; 1[.Or, Vx € R, SZEX; € ]-1;1[.Par conséquent, f est dérivable sur tout R. Et Vx €
, __ ch?(x)-sh?(x) 1 1 1 1 i1
Rf'(x)= ch?(x) ch(x) ch(x )1+sh2(x) ch2(x) ch(x )chz(x) ch(x) ch(x)

1_(sh(x)) 1+sh2(x) ch2(x) cnl(x)-an(x)
ch(x) ch?(x)

ch2 (x)

Comme f” est nulle sur tout | »intervalle R, f est constante sur cet intervalle et par conséquent, . De plus, Vx € R, f(x) = f(0) = 0.

izgi) = Arctan(sh(x)).

2. Les deux méthodes précédentes s’appliquent ici aussi .
Troisieme méthode par changement de variable.

). Alors, t E]O;g[etx =

Ainsi, pour tout réel x, Arcsin (

Soit x > 0.Posons t = Arctan (\/%

1
tan?(t)’

. 1 . 1 . 1 . 1 . 1
Arcsin (—) = Arcsin| ——= | = Arcsin| ——= | = Arcsin| ——— | = Arcsin
Vx+1 1 +1 1+tan®(t) 1 1
tan?(t) tan?(t) cos*(t)tan’(t) sin?(t)
1
Arcsm( ) Arcsin(|sin(t = Arcsin(sin(t)) =t = Arctan (—)
- Usin(®))) = (sin(t)) =

car
VtE]O;g[,Sin(t)>O

Ainsi, pour x > 0, Arcsin (ﬁ) = Arctan (\/%)

3. Soitx €] — 1;1[\{0}. Posons t = Arcsin(x). Alors t E]O;g

Alors |Arcsin(x)| — |ﬁ = |Arcsin(sin (8))] - —\/%

Montrons que Vt E]O;%[U] - 2,0[, [t] — |tan(t)| < 0. Posons Vt €]0; [U]

prouver que que Vt E]O;%[,f(t) = |t| — [tan (t)| > 0.0r, Vt €]0;-

[V] - g, 0[ et x = sin(t).

= el -

sin(t) | _ _ sin(t) | _ _ sin(t) — _
m - |t| |COS(t)| _l | COS(t) |t| |tan (t)l

,0[, f(t) = |t] — |tan (t)]. Alors, fest paire. Il suffit donc de

[ tan(t) > 0 donc f(t) =t —tan(t). Posons Vt € [0; [ gt)y=t—

tan(t). g est dérivable sur [0; g [etg'(t)=1— (1 + tan? (t)) = —tanz(t) < 0. Par conséquent, g est strictement decr0|ssante sur
[ g(t) < 0.Jen déduis tout d’abord que Vt €]0; [ f@®) =1tl—

I'intervalle [O;%[. Comme g(0) = 0, je peux conclure que , Vt E]O;
[tan(t)| > 0 puis par parité de f que Vt E]O;%[[U] - Z,O[,,f(t) =|t| -

|tan(t)| > 0. Attention, on pourrait définir f en 0 mais a cause des valeurs absolues f

insi 1:1 0 |4 9 X ne serait peut-étre pas dérivable en 0. Par contre, g est dérivable en 0.
Ainsi, v €] = 1; 1[\{0}, [Aresin(x)] < | ==
+ _ _ 1 _ ~
4. PosonsVx € R, f(x) = Arctan(x + 1) — Arctan(x) — 7 et g(x) = Arctan(x + 1) — Arctan(x) x2+1 )
ari + ' = 1 __r 2x+2 ' _ 1 1 2x+2

f et g sont dérivables sur R™ et v > 0, f'(x) = 1+H(+1)?2 14x2  ((x+1)2+1)? et g'(x) = 1+H(x+1)? 1422 | (P+1)?
flx) = (D41 A4~ ((A+ DD+ x4 (1427 _ (D> 1)) (1+22) ~(+ @D +2(+ D (A+x7) _ -3x2-4x <0

A+ GADH A+ (e D241)? (Lx2) (@ + D2 +1)? T W) (D2
g'(x) = ?+1)°—(1+2) A+ @+ )2 +@x+2) 1+ (+1)%) _ 5x%+6x+3 >0.

(1+(x+1)2)(x*+1)* (1+(x+1)2)(x?+1)?

Donc f est décroissante sur I'intervalle R*et g est croissante sur ce méme intervalle. Comme lim f(x) =0= lim g(x),je peux conclure
X—+00

1

+ e +
que Vx € R*, f(x) = 0et g(x) < 0. Ainsi, Vx € R, e

Applications :
a) D’apres ce qui précede, Vk € N,

(k+1)Z 1
n
[ 0—(k+1)2+1 < Yh—oArctan(k + 1) — Arctan(k)<2k 0k2+1
n+1 1 1 1 =
Or, k= °(k+1)2+1 =2z i2+1 = Xi=o Z+1 (n+1)2+1 L=y +

< Arctan(x + 1) — Arctan(x) <

= Up (%)
1

(n+1)2+1 -

2+1




Et Yr—o Arctan(k + 1) — Arctan(k) = Arctan(n + 1) — Arctan(0) = Arctan(n + 1).

télesxcopage
1

(n+1)2+1

—1< Arctan(n + 1) < u,, . Par conséquent, : Vn,u, < Arctan(n+1) +1 — —1 < + 1.

Donc, (**) s'écrit : Vn,u, + D241 =

1

Jen déduis que la suite (u,,) est majorée. Comme, de plus, cette suite est croissante car U1 — U, = EYEIEre]

> 0, j’en conclus que la suite

(u,,) est convergente.

c) Montrer que: lim xZ(Arctan(x +1) - Arctan(x)) =1.

+ 1 - <= + x* <2

Vx € RY, iDL = < Arctan(x + 1) — Arctan(x) donc Vx € RY, ' Grr < x?[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] < x2+1

¥ 1 ¥ 1 , s ; 2 _ -
Or, vl 1+% = let P 1+§+xiz = 1. U'encadrement permet alors d’affirmer que xl_l)I}_lmx (Arctan(x +1) Arctan(x)) =1,
Ex 5 Calculer les limites suivantes :

. Arcsin(sin (x)) . 0 _

1. lim———————= 4. lim x(Arcsm(Arctan(x)) 1).

X-T X—T X—+00
2 lim Arccos(1—x) Arccos(x) m

lim = ou de maniére équivalente )lcl_rg N 5. ’lcir% (%Arccos(x))
3. lim xArctan(xsin(x))In(1 + Arcsin(e ™))
X—+00

Arcsin(sin (x)) _ f(x)-f(m)

1. Posons f(x) = Arcsin(sin(x)). Alors taux d' accroissement de f en m. Or, sin est dérivable en 7 et Arcsin est

X—T X—T

- — - ' _ cos(m) _ , e . Arcsin(sin (x)) - _
dérivable en 0 = sin(m). Donc f est dérivable en w et f' () = T 1. J’en déduis que }cﬂ—x_n 1.
2. Soit x €]0,1[. On pose t = 2Arcsin\/§ de sorte que x = 2sin? (é) et lin})t =0.
X—
Arccos(1-x) _ ATCCOS(l—ZSinZG))) Arccos(cos (t)) t Zxé =2 1
v 20in2 (%) Vzsn(G)  Vzsin) - vasin(j) sinz)”
2
lirr(l)% =0 i (t)
X= = —_

Comme _.TA = 1 et ainsi, lim A7€€50=0) _ ;5

lim sin(u) =~ 1 " x>0 (E) x—0 Vx

u—-0 u
3. (xw» Arctan(xsin(x)) est bornée car Arctan est bornée.

. -x\) _ X Arcsin(e™) ln(1+Arcsin(e"‘))
De plus, xIn(1 + Arcsm(e ) = X =
TA
. 1n(1+t) . Arcsin(t) = cc
lim——— 2 1 -x lim——=1 in(e~*

Comme t-0 t , lim %— 1. De méme, comme {t-0 t , lim ML_SZ)Z 1. Et enfin, lim %E‘O.

lirp Arcsin(e™*) = ( *~te  Aresinie lirP X = Xote e oam e

X—+00 X—>+00

Par conséquent, lirp xln(l + Arcsin(e"‘)) = 0. ) en déduis, par la propriété de produit d’une fonction bornée par une fonction de limite
X—+00
nulle, lim x x Arctan(xsin(x)) x In(1 + Arcsin(e™)) = 0.
X—>+00

4. Posons f(x) = x(Arcsin(Arctan(x)) - 1).

car VYx>0,
Arctan(x)+Arctan(§)=§
Arcsin(Arctan(x) Arcsin(Arctan(x))-1 1
Alors f(x) = (—__ [Arctan(x) - —] = (—_,_,) x [—Arctan (—)]
Arctan(x) Arctan(x) > X
1
Arcsin(Arctan(x)) — 1 Arctan (})
=— = =
Arctan(x) — 7 1
X
. Arcsin(t)-1 »1 Arctan(t) A
lim—————=+ . lim 25etame) = 4
3 — Arcsin(Arctan(x))-1 N 1m = ) Arctan|
Comme «{ t=3 = , lim (—,,) = +00. De méme, comme < t=0 t , lim f(") =1.
- x40 Arctan(x)—; li 1 0 X—>+00 <
hm Arctan(x) = - =
Jen conclus que lim f(x) = —oo.
X—+00
2 2
1 In( =, In( <.
Arctanco) n("Arcws(x)) n("Arcws(x)> Inl 3Arccos(x) In EArccos(x) 2 arccos(x) =T
2 Arctan(x) T T n[ (€3] 2] X .
5. f(x) =|=Arccos(x) =g Arctan() =g Arctan(x)  Or, =5 . En utilisant les
s Arctan(x) [ZArccos(x)-1] x Arctan(x)
. e . 2
taux d’accroissements usuels, et de la composition, j’en conclus que III_P fx) = -
X—+00

Ex 6 Etude de fonctions par deux méthodes changement de variables ou dérivation :
1. Soit f(x) = Arcsin (12“2)
a) Déterminer Df.

XZ
T et sin(y) =
2Arctan(x) si x € [—1,1]
c) Endéduire que:Vx € R, Arcsin (%) =< m—2Arctan(x) six € ]1,+oo[
—1 — 2Arctan(x) si x € |—oo, —1]

b) Soit y un réel tel que x = tan (y) existe. Montrer que : cos(y) = 1+x2

d) Représenter cette fonction.
e) Retrouver le résultat c) par dérivation.

2. Démontrer que : pour tout réel t, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t) . En déduire une simplification de I'expression et une représentation de
la fonction f définie par : f(x) = Arccos(4x3 — 3x).



1-x?
1+x?

3. Soit f: (x = Arccos( )) Représenter la fonction f.

4. Proposer dans chaque cas un bon changement de variable afin de simplifier I'expression :

_ ; VI = %2 —
A(x) = Arcsin(2xV1 —x?) , B(x) —Arccos< T Vi

! ) , C(x) = Arccos(1 —2x?) ,D(x) = Arctan (L) .
2 .Soit f(x) = Arccos(4x® — 3x).
1. Déterminer Df.
f(x)existe & —1<4x3-3x<1
& 4x3-3x+1>0et4x3—-3x—1<0
S x+1D)Ax?—4x+1)=0et(x—1)(4x*+4x+1) <0
S x+1D2x—-1)2=20et(x—1)2x+1)?2<0
1 1
@(xz—loux=z) et (xSloux=—E)
< xe[-11].
Jen conclus que Df = [—1,1].
2. Montrer que Cf a un centre de symétrie.
vx € [-1,1], —x € [-1,1] et f(—x) = Arccos(4(—x)* — 3(—x)) = Arccos(—4x> + 3x)

x+(=x) _
) — 7 — 3 _ _ _ 2 . . . L -
f(=x) = — Arccos(4x® — 3x) = m — f(x). Alors Vx € [—-1,1], f@fCn) _n autrement dit, le point A (O, 2) est le milieu du
2 T2
segment d’extrémités M (x, f(x)) et M’(—x, f (—x)). Par conséquent, Cf est symétrique par rapport au point A (0,%).
- . a 1 1 L 1 1y __(ax*-1) 3
3. Montrer que f est dérivable au moins sur Df\{—~1,1,-, —-} et Vx € Df\{=1,1,5, =}, f'(x) = 1 i

f est continue sur Df car son expression n’est constituée que de fonctions continues sur leur domaine de définition respectif.
Dans I'expression de f, seule la fonction Arccos n’est pas dérivable sur tout son domaine de définition : Arccos n’est dérivable que sur ]-1,1[.

Or,vx € [-1,1], [—1 <4x3-3x<le (x #*—letx # % etx #1loux# —%)] Par conséquent, f est dérivable au moins sur
DA(-113, - Jetvr e DA(-11,3, -3,

Fx) = — 12x2-3 3(4x2-1) - _ 3(4x%-1) _ 3¢ 1 __3Mx*-p_ 1 Ainsi
J1-(4x3-3x)2 J(1-4x3+3x)(1+4x3-3x) J=x+1)(2x-1)2(x—1)(2x+1)? =0+ D) (x-1) |2x-1||2x+1] J1i—x® lax2-1|

’ __(x*-1) 3
fie) = l4x*-1| 1—x?
4. En déduire une autre expression de f.
L g 4x%2 —1 si4—x2—1>0i.e.six€]—1,—1[u]l,1[
2 2 2
vx e DA(-113, -2} 4 — 1] = 1)
—4x%+1si4x?—1<0i.e.six€ ]_E’E[

5 ) = sixE]—l,—%[UE,l[ 3Arccos’(x) sixe]—l,—é[u]%,l[
ong, f'(x) = 3 =

Vi-x?
Par conséquent, f et 3Arccos sont deux primitives d’'une méme fonction (x - —

six € ]—1,1[ —3Arccos'(x) six € ]—3,1[
2’2 2’2

3 . .1 .
ﬁ) sur I'intervalle ] 1, 2[. Il existe donc une constante
réelle ¢, telle que : Vx € ]—1, —%[,f(x) = 3 Arccos(x) + ¢;.

De méme, il existe deux réels c, et c; telles que Vx € ]—é,%[,f(x) = —3 Arccos(x) + ¢, etVx € E, 1[,f(x) = 3 Arccos(x) + c3.

Comme f et Arccos sont continues en —1, ¢; = xlin_qlf(x) —3arccos(x) = f(—1) — 3Arccos(—1) = —2Arccos(—1) = —2m.
Comme f et Arccos sont continuesen 1, ¢3 = lirr} f(x) — 3arccos(x) = f(1) — 3Arccos(1) = —2Arccos(1) = 0.
x—

Et,c, = f(0) + 3 Arccos(0) = 4Arccos(0) = 4% = 2m.
. 1 1 1\ _ . _ 1y 1\ _ .. _ 1
De plus f est continue en —5eten . Dong, f (— E) = ,}Lnjlf(x) =3 Arccos( 2) 2met f (2) = lfl_r)r%f(x) = 3 Arccos (2)

(3 Arccos(x) — 2m six € [—1, —%]

Ainsi, Vx € [-1,1], f(x) = ! —3 Arccos(x) + 2w six € ]—%,%[
3 Arccos(x) six € E, 1]

5. Tracer Cf dans un repére orthonormé.



6. Etudier la dérivabilité de f en —1,1,%, —%.

Il semble graphiquement que f ne soit dérivable en aucun de ces quatre points. Démontrons-le :
flo)- f(l) 3Arccos(x) Arccos(x) . _

Vxe[ 1[ 7,(x) = o — =3 Donc,ymrl(x)—

—oo. Il en résulta que f n’est pas dérivable en 1 et Cf a une

tangente verticale au point B(1,0). Comme Cf est symetrique par rapport a 4, f n’est pas dérivable non plus (—1) et Cf a une tangente
verticale au point B'(—1, 7).

fo)- A (0)-Z
Vx € ]%’ 1] Tl(x) _ xx f( ) 3Arccos(x)-m _ 3 rccos(x
2 _1

T = —2=. Donc, hm 7,(x) = 3Arccos’ ( ) =
x—= x—= 1
2 2 xa; 1—(5
FOO-f - _ A ()=
Vx € [—— [Tl( )= ()_ 3Arcws(}?+zn T =-3 rcmslx £, Donc, lim 71 (x) = —3Arccos’(3) 2
x=3 x=3 xa; 2 V3
71 n’a donc pas de limite en % .
2

J’en déduis que f n’est pas dérivable en % . Par contre , Cf a deux demi-tangentes au point C (l
(a gauche) de pente —=

c'(-3.0).

7. Démontrer que : pour tout réel t, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t) .
Soit t un réel.

) : 'une (a droite) de pente —% et l'autre

\/_ Comme Cf est symétrique par rapport a A, f n’est pas dérivable non plus (— —) et Cf a deux demi-tangentes au point

elt +e7it ) ) ) ) 1 1
cos3(t) = <T) = 5(63“ +3elt +3e7it 4 ¢73i) = 5(2 cos(3t) + 6 cos(t)) = 7 (cos(3t) + 3 cos(t))
Par conséquent, 4cos3(t) — 3cost = cos (3t)
8. Retrouver, par changement de variable, I'expression de f obtenue la question 4.
Soitx € [—1,1].
Posons t = Arccos(x). Alors t € [0, ]et x = cos(t).

Par conséquent, f(x) = f(cos(t)) = Arccos(4cos3(t) — 3 cos(t)) = Arccos(cos(3t)) avec 3t € [0,37]

lercas: 3t € [0,7] i.e. tE [OZ] i.e. X€ [ 1] Alors f(x) = 3t = 3 Arccos(x).

28me cas - 3t € |m, 21| i. e. tE]—— i.e. xE]

33 %[ Alors f(x) = Arccos(cos(3t — 2m)) = Arccos(cos(2m — 3t)) = 2w — 3t =

car
2n—3t€[0,m]
21 — 3Arccos(x)

3eme cas - 3t € [2m,3m] i.e. tE [2?”,71] i.e.x € [—%,—1]. Alors f(x) = Arccos(cos(3t — 2m)) = 3t —2m

car
3t—2me(0,m]

(

3 Arccos(x) — 2m si x € [—1, —ﬂ
Ainsi, on retrouve le résultat précédent a savoir: Vx € [—1,1], f(x) = !

—3 Arccos(x) + 2w six € ]—%,%[

3 Arccos(x) six € E, 1]
0,

Résoudre sur R les équations suivantes :
. 5
1. Arccos(sin(x)) = —"

Arcsin(x) = Arcsm( ) aF Arctan( )

X T
Arcsin (1+ ) =
Arctan(x) + Arctan(xV3) = Z—:
Arcsin(tan(x)) = x

oo P



Arccos(x) = Arcsin(2x)
Arcsin(2x) — Arcsin(x\/g) = Arcsin(x).
Arctan(x — 1) + Arctan(x) + Arctan(x + 1) = %

® N o

1. Pourtout réel x, sin(x) € [—1,1] donc Arccos(sin(x)) existe. De plus, 5?” € [0,m] donc Arccos (cos (%ﬂ)) = %ﬂ. Par conséquent,

5 5 5
Arccos(sin(x)) = ?” < Arccos(sin(x)) = Arccos (cos <§)> e sin(x) = cos (g)

car Arccos
est injective

< sin(x) = sin(z—s—n) < sin(x) = sin(—lg) < 3dkel/x= —%+2knou x = 7T+1—7:3+2k7r .
Ainsi, Sol = {——+2kn +2k7r / k € Z}.

2. Comme Arcsin est a valeurs dans [—72[ ] I’équation n’a de solution que si Arcsm( ) + Arctan (3) € [—g,ﬂ et la cas échéant, cette

solution sera unique et vaut sin (Arcsm ( ) + Arctan( )) puisque Arcsin est bijective de [—1,1]sur [— E,%]et de bijection réciproque sin,.

Regardons si Arcsm( ) + Arctan (3) € —g,g] :(g)z - (?)2 = ;—: - % = 6;55

4 3 . .
<0doncO0< - < g Alors par stricte croissance de

Arcsin, Arcsin(0) < Arcsin ( E) < Arcsin (?) ie. 0< Arcsin( ) <-.Deméme, 0 <= < \/—_, donc par stricte croissance de Arctan, 0 <

i.e. 0 < Arctan G) —. Par conséquent, 0 < Arcsm( ) + Arctan( ) <= + - ==

Arctan ( ) < Arctan( =5

%)
J'en déduis que la seule solution de notre équation est sin (Arcsm ( ) + Arctan ( )) Simplifions I'expression de cette solution :

formule d'addition

sin (Arcsm ( ) + Arctan G)) du Sé’nus sin (Arcsin (g)) cos (Arctan G)) + cos (Arcsin (g)) sin ( Arctan (%))

= gcos (Arctan ) + cos (Arcsm ) sin ( Arctan (%))

4 1 4 5 1 1 1
_*_1 , (2 _3 5 = _ _ ; _ -
5 - (1)2 + /1 5 ) (1)2 carVt € R, cos(Arcsm(t)) =V1—t2et cos(Arctan(t)) = T et sm(Arctan(t)) = cos(Arctan(t)) X tan(Arctan(t)) = |gaXxt
+(z +(z
3 3

cas est
positif
nm

sur =551

Ainsi, Sol = {\/%_o }

3 3 _ 3
\/7\/7 5\/_ RTE
s exi

Comme pour tout réel x, (1 — x)? = 0 et (1 + x)? = 0, pour tout réel x, Arcszn( ) existe. De plus, Vx € R, Arcsm( 22) €

3. Arcsm(+ eEl-11] & - Z<2xs1+x* e (1-x)2=20et(14+x)*=0 .

tjsvrai

- —] Comme - € [ ], il n” est pas impossible que notre équation admette des solutions .. Cherchons ces solutions :
. (2 L (2 (. 2 . 3
Arcsin (—xz) = o Arcszn( xz) = Arcsin (sm (E)) = xz = sin (E) e S V3x2—4x++V3=0
1+x 3 1+x 3 1+x 3 2

N
car
——\/_ ou x—Z\/_ \/_ Ainsi, Sol = {\/_\/5}
4. Lafonction f: (x » Arctan(x) + Arctan(x\@)) est strictement croissante sur R ( comme de deux fonctions strictement croissantes)
donc f est injective et par conséquent, I'équation admet au plus une solution. Or, f(1) = % + g = Z—Z Donc 1 est I'unique solution de

notre équation . Donc, Sol = {1}.
Autre méthode

771’
Arctan(x) + Arctan(x\/— ) =

tan (Arctan(x) + Arctan(x\/_ )) = tan (7—7;)

Arctan(x) +Arctan(x\/_ ) 2
(tan(Arctan(x))+tan(Arctan((x\/§))) B tan(%)ﬁan(%)

& { 1-tan(Arctan(x)) tan(Arctan((x\/?))) - 1—tan(§

=
Arctan(x) + Arctan(xV3) €] % ?" [
tan (Arctan(x) + Arctan(x\/_)) = tan (g + g)
< T, 37r[
15

Arctan(x) + Arctan(x\/§) €] 2,37”

x+xvV3 _ V3+1

- 1-x%3 13 ,

Arctan(x) + Arctan(x\/§) E] z —n[

x(1+vV3)(1-v3) = (V3 + 1)(1—x 2V3)
=

Arctan(x) +Arctan(xx/_) E 3—n[
(3 + \/_)x —2x— (\/—_'_ 1) _ 0 A=4+4(V3+1)(V3+3) = 28+ 16V3 = 4(7 + 4V3) = 22(2 + V3)2

= v 3n L 27224V 20493 1

Arctan(x) + Arctan(x\/—) €]- [ 1T 2B@+V3) 233+ V3

_2+22+V3) 23+V3)
2T 2B+V3) 2B3+V3)




x=1oux=—2
V3
7'[311

Arctan(x) + Arctan(xv/3) €351 (+%)

54

T n' 7T

T
Or, Arctan (\/_) + Arctan(—1) < 0 donc x = _T ne vérifie pas (**). En revanche, Arctan(1) + Arctan(\/_) =,t3=5 €] P [-

Ainsi, x = 1 est solution et d’apres I'étude précédente, est la seule solution. Donc, Sol = {1}.

5. Arccos(x) et Arcsin(2x) existent sietssi { x € [-11] sietssi x € [—1 ,1]. Désormais, x € [—1 ,1]. Si Arccos(x) = Arcsin(2x) alors
2x € [-1,1] 2’2 272
elon] e[Z=7
272
. -T T T . 1
Arccos(x) € [0, 7] N |— —] [0 ] et Arcsin(2x) € [7‘5] Nn[0,m] = [0,;] par conséquent, x € [O ’E]'
Désormais, x € [O, E].Alors,
Arccos(x) = Arcsin(2x) & sin(Arccos(x)) = sin(Arcsin(Zx)) oVl-x2=2xo1-x*=4x’=x= i—; S x= %
carmest ;a-; M
injective x20 xE[O %]

sur [0%]
Donc, Sol = {\/ig}

9. Arcsin(2x) — Arcsin(xV3) = Arcsin(x).

10. Soit f(x) = Arctan(x — 1) + Arctan(x) + Arctan(x + 1).

Alors f est strictement croissante sur R; en effet, Arctan, (x » x — 1), et (x = x + 1) sont tricement croissantes et la composée ou la
somme de fonctions strictement croissantes est strictement croissante.

Donc f est injective et par conséquent, I’équation Z admet au plus un antécédent i.e. I'équation f(x) = E admet au plus une solution. De
plus, f est continue sur I'intervalle R. Donc le TBCSM assure que f(R) ]llmf llmf[ ]ﬂ 3—ﬂ[etf est bijective de ]Rsur] 3 :[.Alors,
3 Z admet donc un unique antécédent par f i.e.l'équation f(x) = ;admet exactement une solution a. Comme f0) = 0 < f(a)et f(l) =
Arctan(1) + Arctan(2) > Arctan(1) + Arctan(V3) = % + g > % > f(a). Donc a €]0,1[. Déterminons cette solution a :

Arctan(a — 1) + Arctan(a) + Arctan(a + 1) = g Donc Arctan(a) + Arctan(a + 1) = g — Arctan(a — 1) (**).

Commea €]0,1[,a — 1 €] — 1,0[ donc _—” < Arctan(a — 1) < 0 donc E < E —Arctan(a—1) < 3—”. Et par conséquent, d’aprés (xx),
Arctan(a) + Arctan(a + 1) E] = —[ Alors tan(Arctan(a) + Arctan(a +1)),tan (— — Arctan(a — 1)) existent et

tan(Arctan(a))+tan (Arctan(a+1)) _  2a+1 _ 2a+1
1-tan(Arctan(a)) tan (Arctan(a+1)) = 1-a(a+1)  1-a?-a

tan(Arctan(a) + Arctan(a + 1)) =

1 . Ve s . . .2a+1_L
tan (— — Arctan(a — 1)) n Gretan(aD) — a1’ Alors en appliquant tan dans I'égalité (x#), j'obtiens : Tara = ot Donc,
(a—1)2a+1)=1-—a—a?puis3a? = 2.Donc, a = \E puisque a > 0. Ainsi, Sol = {\E}
6. Montrer que : Arctan (%) = Arcsin (\/i_)
1 s
7. Montrer que : Arctan (E) F Arctan( ) aF Arctan( ) e
8. Trouver une relation entre Arctan(v/3) + Arctan(1) et Arctan(—2 —/3).
T 1 1
9. Montrer que: — + Arctan (—9) = 4Arctan (E)
1. Commea = Arctan (\/_) et b = Arcsin (\/_) se trouvent dans [—— —] I'injectivité de sin sur [—— —] permet alors d’affirmer que :
a = b sietssi sin(a) = sin(b).
or, sin(b) = —=
r,sin(b) = -
1 1 1 1 1 1
Et, sin(a =sin(Arctan —) = Jl—cosz(Arctan —) = 1-—-==|1-—F= |-=—.
@ (ﬁ) car (\/E) cdr 1+tan2(Arctan(‘/iE)) 1+§ 3 V3
a= Arctan( )E{O = pour tout xe]———[
donc sin (a)=0 1+tan? (x)_wsz(x)

J’en conclus que a = b.

2. Toutdabord, Arctan (%) + Arctan (%) + Arctan (%) = % & Arctan G) + Arctan (é) = % — Arctan (%) .

ce que nous allons prouver.

Posons a = Arctan ( ) + Arctan (5) eth = %— Arctan (%) Pour prouver que a = b, je vais prouver que a et b sont dans | — %% [ et que
tan(a) = tan(b). L'injectivité de tan sur ] — g,g [ permettra alors de conclure.

1 1 _1 _ 1 . .
Comme 0 < 3 < = < 3 < 7 et que Arctan est strictement croissante sur R,on a:

Arctan(0) < Arctan (%) < Arctan( ) < Arctan ( ) < Arctan (i

ﬁ) i.,e.0 < Arctan (é) < Arctan( ) < Arctan (1) <

o |l



Par conséquent, 0 < Arctan( ) + Arctan( ) <=-<-= et 0 < = < == Arctan( ) <- < —. Ainsi, a et b sont dans | — % g

tan(x)+tan(y)
1-tan(x) tan(y)

tan( )+tan( Arctan(%)) 1_§ g

1—tan(;) xtan(—Arctan(%)) B 1—1><(—§) - :%

Et par conséquent, tan (a) et tan (b) existent. De plus, tan (Arctan (E)) ,tan (Arctan (E)) ,tan (Z) et tan ( Arctan )) xistent, donc
n (x +

nous pouvons appliquer la formule d’addition de tan a savoir « tan(x + y) = dés que tan(x), tan(y) et ta y) existent ».

tan(Arctan(%)) +tan(ArctanG)) %_% %

Alors, tan(a) = = =
’ @) 1—tan(Arctan(%))xtan(Arctan(%)) 1—%X§ 1—11—0

HENE

= %‘ Et tan(b) =

@ oo~

7
5

Nous pouvons donc conclure que @ = b par injectivité de tan sur | —

N|=|

3l

3. Arctan(\/_) + Arctan(1) = g % =—.Comme tan( ) tan (Arctan(\/—))et tan (Arctan(1)) existent, la formule d’addition
de tan assure que :

quantité

. (771) tan (Arctan(\/_)) + tan(Arctan(1)) \/_ 3 4 1 conjuguée (\/— + 1)2 _ 4423
12/ 1 —tan (Arctan(\/—)) X tan(Arctan(l)) 1-+3 —/3? -2

Par conséquent, Arctan(—Z — \/§) = Arctan (tan (—”)) Mais —n €] — % ;%[. Donc, Arctan (tan (Z—Z)) * 1—721

=-2-+3.

Par contre, tan C—Z) = tan (—n - n) = tan( ) et 7 E] —= —[Amsn,,

Arctan(—2 —v/3)=Arctan (tan (E)) = Arctan (tan( 15;)) = _1—52” = Z—Z —m = Arctan(V3) + Arctan(1) — .

4. 0< i < ‘/% donc 0 < Arctan (i) < % et par suite, 0 < 2Arctan (%) < g,tan (ZArctan G))existe et par conséquent, on peut
2 tan(x)
1-tan®(x)

tan (ZArCtan (l)) M E Z X E — i * 1.
5 1- tan2<Arctan ) 1—— 5 24 12
<

appliquer la formule d’angle double de tan « tan(2x) = dés que tan(x) et tan(2x) existent » :

Donc, 2Arctan (%) * % donc 4Arctan (%) # —.Deplus, 0 < 4Arctan( ) ?” = ? Donc tan (4Arctan( )) existe et par la formule

1 2 tan( 24rctan(= 25 5 5 5 144 _ 120
d’angle double, tan (4Arctan (—)) = ( (52) =M= S =% = =
5 1—tanz(2Arctan(E)) 1—(;) 1—m b 6 119 119
2 1 2 1 . .
0< 4Arctan( ) <22 =2 ponc —Z < 44rctan (—) _EZ o2 < —. Donc, tan (4Arctan (—) - E) existe et puisque
3 4 5 4 3 4 12 5 4

tan <4Arctan (g)) et tan G) existent, la formule d’addition de tan assure que :

tan (4Arctan (i) _ E) _ tan(4ArctanG))—tan(§) _ tan(4Arctan(§))—1 _ %_1 e L — tan (Arctan (239))

4 1+tan<4Arctan(§)) tan(%) 1+tan(4ArctanG)) ﬁg 33 239

Donc, Arctan ( ) et 4Arctan( ) - % ont la méme tangente et se trouvent dans |0, = [, intervalle sur lequel la fonction tangente est

T
2
T .
4

[
o

[N
-\i—

2|

©lo

injective ( car strictement croissante). J’en déduis que Arctan (%) = 4Arctan (é) ——ie.— + Arctan ( 9) = 4Arctan (é)

2k+1

Ex9 OnposeVn € N,Vx € R, B, (x) = X o(—1)F §k+1'

1. Montrer que sin est pair alors Vx = 0, P41 (x) < Arctan(x) < B, (x).
2. Endéduire que : Vn € N, Vx € R, |Arctan(x) — B,(x)| <

|x|2n+3
2n+3 °

Soit n un entier pair. Posons ¢(x) = Arctan(x) — B,(x) et B(x) = Arctan(x) — Ppyq(x).
P, 41 et P, , étant polynomiales, sont dérivables sur R et Arctan est dérivable sur R ( d’aprés le cours). Donc, ¢ et 8 sont dérivables sur R. Et
Vx € R,

1

_ n 2k _ n ky2k — _1L n 2yk — 1 1-(=xH)m
X — 2k 1x — _o(—1)"*x = - —ol—X = _———
¢'(x) = 1+x2 k= 02k+1( +1) T 14x? Zi=o(=1) 1+x2 Li=o(—x7) 14x2  1-(-x2)
somme
géométrique
_ 1 (_xZ)n+1 _ (_1)n+1x2(n+1) _ (XZ)(n+1)
(Y (X) 1+X2 14x2 + 1+x2 14+x2 - 1+x?

car n+1 impair
Donc ¢ est strictement décroissante sur R. Comme ¢(0) = 0,Vx € R*, ¢(x) < 0.

R _1)n+2y2(n+2) x2)(n+2)
De méme, B’ (x) = o7 )

v 0. Donc B est strictement croissante sur R. Comme B(0) = 0,Vx € R*, B(x) < 0.

i

1+x2 .
car n+2 pair

J” en conclus que si n est pair alors Vx = 0, P41 (x) < Arctan(x) < P,(x).

|x|2n+3
2n+3

3. Endéduire que:Vn € N, Vx € R, |Arctan(x) — B,(x)| <

Avec I'étude précédente, on peut aussi conclure que si n est impair alors Vx = 0, B,(x) < Arctan(x) < Ppiq(x) .



2n+3
Donc, si n est pair alors Vx > 0, Pp,1(x) — B,(x) < Arctan(x) — B,(x) < 0i.e. — Znﬁ < Arctan(x) — P,(x) < 0 et si n est impair alors
2n+3
Vx 2 0,Pu1(x) — Py(x) = Arctan(x) — P,(x) = O i.e. ;nj > Arctan(x) — PB,(x) = 0.

|X|2n+3

2n+3
Donc Vn € N, Vx = 0, — 2— < Arctan(x) — B, (x) < — | e.,|Arctan(x) — B,(x)| < z = .
2n+3 2n+3 w0 2n+3
T x20
|zn

2n+3

Alors,Vn € N, Vx < 0, —x = 0 donc, |Arctan(—x) — B,(— x)I i.e. |—Arctan(x) + B, ()| < et comme |—t| = |t], on

peut conclure que Vn € N, Vx < 0, |Arctan(x) — B,(x)| < P

2n+3

Ainsi, Vn € N, Vx € R, |Arctan(x) — B,(x)| <

2n+3°
2 1-xy
Ex10 1. a.Montrer que V(x,y) € R?, T S
2 1-xy _
b. Montrer que V(x,y) € R?, Arccos (—WW) sgn(x +y) (Artan(x) + Arctan(y)).

signe de (x+y)

2.Soit (x,y) € R?
a. Montrer que: xy < 1 = Arctan(x) + Arctan(y) = Arctan (xﬂ;).

b. Montrer que : xy > 1 et x > 0 = Arctan(x) + Arctan(y) = Arctan (%) + .

c. Montrerque:xy > 1etx < 0= Arctan(x) + Arctan(y) = Arctan (%) -7

<lel-xy|sVi+xtJl+y? o1 -2xy+x2y?2 < (1 +x)(1 +y?)

o —2xy—x2—y2<0

1. Soit x et y deux réels.

VitaZ 1492 1+y

e —(x+y)P<o.

ye s A 2< . . ye 2 e 1-xy < - , . . .
Comme l'inégalité —(x + y)“ < 0 est toujours vraie, I'inégalité Nersrwer 1, qui lui est équivalente, est toujours vraie.
Soit (x,y) € R?,

< 1—xy ) 1—xy
cos| Arccos =
VI+x21+y2 V1+x21+y2
car cos est paire
Et, cos [sgn(x +7v) (Artan(x) + Arctan(y))] = cos(Artan(x) + Arctan(y))
NS
signe de (x+y)

= cos(Artan(x)) cos(Arctan(y)) — sin(Artan(x)) sin(Arctan(y))
_ 1 X y _ 1—xy
Vi+x2 J1+y2 V14+x2/1+y2] V1+xZ/1+y?

1—xy _
Donc, cos <Arccos (J—Tm)> = cos [sgn(x +y) (Artan(x) + Arctan(y)) .

signe de (x+y)
1-xy
VitxZ1+y?
Si x +y > 0alors x > —y donc Arctan(x) > Arctan(—y) = —Arctan(y) et Arctan(x) + Arcatn(y) > 0.
Par conséquent, si x +y > 0, alors sgn(x + y)(Artan(x) + Arctan(y)) € [0, t[. Comme cos est injective sur [0, T]et a et b sont deux réels

de [0,7] qui ont le méme cosinus, je peux conclure que a = b.

a = Arccos ( ) €[0,m] et b = sgn(x + y)(Artan(x) + Arctan(y)) €] — m, .

Si x +y < 0alors x < —y donc Arctan(x) < Arctan(—y) = —Arctan(y) et Arctan(x) + Arctan(y) < 0.
Par conséquent, six +y < 0,alors sgn(x + y)(Artan(x) + Arctan(y)) € [0, 7[. Comme cos est injective sur [0, ]et a et b sont deux réels
de [0,7] qui ont le méme cosinus, je peux conclure que a = b.

2.Soit (x,y) € R?. Posons a = Arctan(x) + Arctan(y) et b = Arctan( ) Alorsa €] —m, n[ etb€l—n/2,n/2].

tan(Arctan (x))+tan(Arctan ) _

Si tan (a) existe alors tan(a) = tan(Arctan(x) + Arctan(y)) S ) = tan(b).
Supposons xy < 1.
e Oubieny = 0etdanscecas, a = Arctan(x) = Arctan G) =b
e Oubieny>0etx >0etdanscecas, 0 <x < %et Arctan(x) = 0 et Arctan(y) > 0.
1 prop.de Arctan
Alors, par stricte croissance de Arctan, 0 < Arctan(x) < Arctan (;) = g— Arctan(y). Donc 0 < Arctan(x) + Arctan(y) < g

Donc tan(a) existe.
Comme a et b sont dans ]O,g [ et tan est injective sur ]0,% [et tan(a) = tan(b), j'en conclus que a = b.



J'en conclus que a = b.
Oubieny > 0 et x < 0 et dans ce cas—% < Arctan(x) <0et g > Arctan(y) > 0.Donc —% < Arctan(x) + Arctan(y) < % Donc

tan(a) existe. Comme a et b sont dans | — %,% [ et tan est injective sur ] — g,g [ et tan(a) = tan(b), V'en conclus que a = b.

e Oubieny<O0etx <0.Alors—y > 0et—x = 0et(—x)(—y) < 1.Par conséquent, Arctan(—x) + Arctan(—y) =
Arctan (%) donc —Arctan(x) — Arctan(y) = —Arctan (%) Ainsi, a = b.
On montre, de méme, que :siy < 0 et x > 0 alorsa = b.

Supposons xy > 1etx > 0.
Alorsy >0 et x > % > 0 donc % > Arctan(x) > Artan G) = %— Arctan(y). Donc, T > a > % Donc Donc tan(a) existe.

Alors, tan(b) = tan(a) = tan(a — m). Comme a — w et b sont dans | — g,g [ et tan est injective sur ] — %,g [ et tan(a — m) = tan(b), V'en
conclusque a —m = b.Etainsi,a =m + b.

Supposons xy > 1etx < 0.
Alorsy < 0 et x < % < 0 donc Arctan(x) < Artan (31—/) = —g — Arctan(y).Donc, -t < a < —g. Donc tan(a) existe.

Alors, tan(b) = tan(a) = tan(a + 7). Comme a + 7 et b sont dans | — g,g [ et tan est injective sur | — %,g [ et tan(a + w) = tan (b),)en

conclusque a +m = b. Etainsi,a =b — 7.



