DL 4 corrigé

Ex1
A. Soitf:1->],g:] > Keth:K — L des applications telles que : h o g bijective de J sur L et g o f bijective de [ sur K. BUT:
prouver que f, g et h sont bijectives.
1. Montrer que g est bijective de ] sur K.
2. Ecrire f alaidede g o f et g~1. En déduire, par un résultat de cours, que f est bijective de I sur J.
3. Faire de méme pour h.
1. hog estbijectivede ] surL donc h o g estinjective sur . Alors d’apres le cours, g injective surJ.

g ° f estbijective de ] sur L donc g o f est surjective de J sur L. Alors d’aprés le cours, g surjective surde J sur K.
J’en déduis que g est bijective de de ] sur K et par suite, que g~ ! existe et g~* est une bijection de K surJ.

2. Aors, f=idpof = (g tog)of = g lo(gef).Commeg e f estunebijectionde I surK etg~! estune
car car la composition
g~ teg=idp est associative

bijection de K sur ] et que la composée de bijections est une bijection, j’en déduis que f est bijective de I sur J.
3. Alors, h=hoidgy =ho(gog )= (heog)eg '.Commeh e gestune bijectionde ] surL et g~! est une bijection de K surJ et que
la composée de bijections est une bijection, j’en déduis que h est bijective de K sur L.
B. Soitf:E - E et g:E - E deux applications tellesque fo g o f = idg .
1. Justifier que f et g sont bijectives de E sur E.
2. Endéduirequefog=gof.
3. Exprimer g en fonction de f 1.
1. et 3. idg estbijective donc injective et surjective. Donc, f o (g o f)i.e. (f o g) o f estinjective et surjective. Comme f o (g o f)
est surjective, on peut affirmer, d’aprés la propriété de cours «siu o v est surjective alors u est surjective.», que f est surjective.
Comme (f o g) o fest injective, je peux affirmer, d’aprés la propriété de cours «siu o v est injective alors v est injective.»,
que f est injective. Ainsi, f est bijective de E sur E. Alors, f~lexiste et est bijective de E surE.
g=(ftof)ogo(fof H)=fto(fogof)ofl=floidgof t=|fT0 f71.Comme flestbijective de E surE et la
composée de bijections est une bijection, g est bijective de E sur E.
2. fog=fo(flof )=(fof Noft=fTtetgof=("tofDNof=fto(fT1of)=f"1Donc,gof=feg.
Ex2_Soit a € Cet Ta lapplication définie sur C\{a + 3i} et & valeurs complexes par: T,(z) = %
1. Montrer que T, est constante si et seulement si a € {1 — 2i, —i}. Déterminer le cas échéant, la valeur de cette constante.
Désormais, on suppose que le complexe a est distinct de 1 — 2i et de—i. Autrement dit, T, n’est pas constante.
2. Montrer que T, réalise une bijection de C\{a + 3i} sur C\{d}, ou d est un nombre complexe a préciser et décrire T, ~
3. Montrer qu’il existe un complexe b tel que : T,”! = T,, .Vous exprimerez b en fonction de a.
4. Onprendicia = 2.U est ’ensemble des complexes de module 1.
Décrire géométriquement D = {M(Z) er,! (U)} {M(Z) €T, N R)}
5. Onprendicia = i. Décrire gé¢ométriquement L = {M(z)/z € T,(R)}.

1. T, est constante =T, (0) =T, (3i) = 2_{1__:] = (l_z)in_z:l_i) = (2-20)(—a)=(—a—3i)(-3ia+2+10)
=3ia? - (9+3Da+3-6i=0=ia’—B3+a+1-2i=0 = a=a oua=das.
A=2i= (1+¢]2
3+l §1+12 —
Zi 2L
3+l+(1+l] 2+l_[ [)(2+[) 1-2§
Réciproquement,
1+0)] 242222
sia = a, alorsVz, T, (z) = (+0r#2(10 _ { [][{ - ] = A+ L 21] = (1+1).Donc T, est constante.
Z4i-3i Z+i-3i -
2(1=i) 2{1=-0% 4 .
car T =2 A
(2D)z+2(1-0) {Zr]I +) z-1-1
Sia = a, alors¥z,T, (z) = — = (2i)—— = 2i.Donc T,_est constante.
2 z-1-i z=1-i - z=1-i 2

car @——1& i)==1-i

J'en conclus que T, est constante si et seulement sia € {1 — 2i, —i}.



2. Désormaisa €& {1 — 2i,—i}etT,n" est pas constante.
Soit w € C. Cherchons tous les antécédents de w par T, en résolvant I'équation T,(z) = w d’inconnue z complexe.
Soit z € C\{a + 3i}.
l—a)z+2(1—1i
%=wﬁ 1-a)z+2(1—-1i) =w(z—a—3i0)
=(l-a)z-—wz=-2(1-i)—wla+3i) =[l-a—wlz=-2(1-1i) — wl(a+ 3i)
—2(1-i)—wla+3i) 1 —2(1-1) — w(a + 2i)
Zi= si —-a =
= [1-a-w] ® 17 l-a—w §
0==-21-D—-(1—-a)a+3i)siw=1—a a2+ @Bi-1)a-2-i=0siw=1-a

en multipliant

z estun antécédent de w par T, = T,(2) = w &

iw#+l—a

la 2éme ligne . . . —2(1—=i)—wla+ 3i
pari Z_—z(l—t)—w(a+31)siw¢1_a g7 = ( ) ( )ng;tl_ﬂ
= = 1-a—w — l—-a—-w

a=aq,0ua=a, siw=1—-a
i+ (—i—-3)a—-2i+1=0sio=1—a il Bdodbudinili Fobid
-2(1—-i) —wla+3i) . -1
=l1z= oo siw a
impossiblesiw=1—-a
—2(1-i)-wla+3i)
T1—a—m

conclus que T, est bijective de C\{a + 3i} sur C\{1 — a}. Et Yo € C\{1 —a}, T, *(w) =

3. b+3i=1-ae=b=1-3i—a. Posonsbh=1-3i—a.
Alors,a =1—-3i —betVw € C\{b+ 3i},w e C\{1 —a}et

-1 _ =20 -i)-wla+3i) _ -201-D-w(1-3i-b+30) _ -201-i)-w(1-b) _ wll-b)+2(1-i) _ - 5l _
T (@) = 1-a-w - b+3i-w - b+3i-w T w—(b+3D Ty(@). Ainsi, Tq™= =T,

4. D={M@2)/z €T, (U)} = {M(@)/T,(2) € U}={M(2)/IT(2)| = 1}.

_ —z+2(1-0)| _ |—z+2(1-0)| _ |z—2(1-0)| _
On @)l =1 z-2-3i |~ le lz—2-3i] le lz—(2+30)]

impossible

par Ty. Mais @ = 1 — a n'a pas d'antécédent par T,.)'en
—2(1-D)—w(a+30)

1-a-w

Donc tout complexe w # 1 — a admet un et un seul antécédent

S I’Z—Az 1< MA = MB < M € med[A, B]. Donc, D =
AFF(AZ2(1-D)

Aff(B)=2+3i
med|[A, B]
K ={M(2)/z € T,/ (iR)} = {M(2)/T,(2) € iR}.
. —-z+2(1-1) . -z+2(1-0)\ _w —— ——\ T
O Ty(2) € IR 22D eRes —z+2(1-1) = OOuarg(m) =2[n] & M = Aou (M4,BM) = 2 [n]
= M=AouMEeC.Donc,K=CU{A}.

N
en notant
C le cercle de diamétre [A,B]

L ={M(2)/z € T,(R)} = {M(2)/z € T,(R)} M@/T, (@ eRY = {M@/T, () ER} = {M@)/T, (2)€R}

car Tgest biejctive b=1-3i—-a
b=-1-3i

i

(2+3i)z+2(1-i) ER & (2+3i)z+2(1-i) _ ((2+3l)z+2(1—1)) PN (2+3i)z+2(1-i) — (2—3i)_z‘+2(1+i)
z+1 zZ+1 z+1 z+1 Z+1

o [2+3D)z+20-D][z+1]=[2-3Dz+ 21 +)][z+ 1]
1
T, 2)ERS 6izZ+iz+iz—4i=0 6|z]> +2Re(z)—4=0 e 3x2+3y2+x—2=0<:>3(x2+§x)+3y2—2=0

en posant
z=x+1iy

onT, (2)ER <

T @eRod(x+) —Srnroz=0o(rel) 1y - e ar =D -Souec(n?)
o - ——= -2=0 - =— =— =- =).
b *Te) T2 *Te) TV T 36 36 6 6

Ainsi, L = C (:2%)

Ex 3 Une fonction de de N*dans N*,
Nous allons montrer que f: ((n,p) — 2™(2p + 1)) est une bijection de N* sur N*.

A. Injectivité de f sur N?
Pour cela nous appliquons la définition de Uinjectivité suivante : ¢ est injective sur 4 lorsque V(a,a’) € 4%, [¢p(a) = p(a’) =
a=a'l.
Considérons deux couples d’entiers naturels (1, p) et (n,p") telS QUE .eeeveveveeereeeieeeneeeieeceeeeneenn et nous allons prouver que
.................................... . Imaginons un instant que n < n'. Alors expliquer pourquoi ’'égalité 2”""(2p’ +1)=2p' +1)est
impossible et faire le lien avec notre probleme puis conclure.

B. Surjectivité de N* sur N*,
On doit alors prouver que tout élément de........... (001 T1=To [T RN par f dans ...... .
Considérons donc un élémentde ....... noté y. Et cherchons-luiun ...........ccccocc....... par f.
1°" cas y estimpairi.e.y = 2p + 1 tqg p € N. Déterminer alors l'objet recherché.
2°me cas y est pairi.e. y = 2q tq q € N*. Montrer par récurrence forte sur g que pour chaque entier g > 0 «il existe (n,p) €
NZ%tel que 2q = 2"(2p + 1)".
Conclure.



Injectivité : Considérons deux couples d’entiers naturels (n,p) et (n',p") telsque : f(n,p) =2"2p + 1)) = 2”'(2p’ +1) =
f(n',p") . etnous allons prouver que n = n'et p = p'. Imaginons un instant que n < n'. Alors 2”'_"(2p’ +1) = 2p'+1).
Or,n' —n > 0donc 2"’_"(2p’ + 1)est pair tandis que (2p’ + 1) estimpair. Donc U'égalité ** estimpossible. J’en conclus que
’hypothése n < n'est fausse . Comme n et n’ jouent un réle similaire, il est aussi impossible que n > n'. Ainsi,n = n'. Alors
Légalité 2"(2p + 1)) = Z"I(Zp’ + 1) donne (2p + 1)) = (2p' + 1) puis p = p'. Ainsi, je peux conclure que f est injective.
Surjectivité de N? sur N*.
On doit alors prouver que tout élément N* de posséde au moins un antécédent par f dans N2.
Considérons donc un élément y de N*. Et cherchons-lui un antécédent (n, p) par f.
1°" cas y estimpairi.e.y = 2p + 1tq p € N. Alorsy = 2°(2p + 1). Donc f((O, p)) = y. Donc tout entier y impair a au moins
un antécédent N* par f.
2°me cas y est pairi.e. y = 2q tq q € N".
Montrons par récurrence forte sur g que pour chaque entier g > 0: "il existe (n,p) € N2tel que 2q = 2"(2p + 1)".

propriété H(q)
Init°: 2 x 1 = 23(2 X 0 + 1). Donc £((1,0)) = 2 x 1 et (1,0) convient. Donc H(1) vraie.
Propag® : Soit g un entier naturel non nul.
Supposons que pour tout entier k € [1, q], il existe (ny, pr) € N%tel que 2k = f(ny, pr) = 2™ (2py + 1).(i.e. H(k)vraie)
Oubien g + 1 estimpair i.e. ¢ + 1 = 2p + 1; Alors 2(q + 1) = 21(2p + 1) et (1, p) convient.
Ou bien g + 1 estpair i.e.q + 1 =2k tq k € [1,q];Alors il existe (ny, px) € N%tel que 2k = 2" (2p, + 1) ; et par
conséquent, 2(q + 1) = 2k = 2X 2™ (2p + 1) = 21 (2p, + 1) =f(n,, + 1,py) : donc (n, + 1, px) convient.

car
H(k) vraie

Donc H(q + 1) estvraie dés que Vk € [1, q], H(k)vraie,
CCL°: par le théoréme de récurrence forte, je peux conclure que Vq € N*, H(q) vraie,

Donc tout entier y pair et non nul admet un antécédent par f.
Au bilan, tout entier non nul y a un antécédent par f. f est donc surjective de N? sur N*.



