
DL 4 corrigé 
Ex 1 

A. Soit 𝑓: 𝐼 → 𝐽, 𝑔: 𝐽 → 𝐾 et ℎ: 𝐾 → 𝐿 des applications telles que : ℎ ∘ 𝑔  bijective de 𝐽 sur 𝐿 et 𝑔 ∘ 𝑓 bijective de 𝐼 sur 𝐾.  BUT : 
prouver que 𝑓, 𝑔 et ℎ sont bijectives. 

1. Montrer que 𝑔 est bijective de 𝐽 sur 𝐾.  
2. Ecrire 𝑓 à l’aide de 𝑔 ∘ 𝑓 et 𝑔−1. En déduire, par un résultat de cours, que 𝑓 est bijective de 𝐼 sur 𝐽. 
3. Faire de même pour ℎ. 

1. ℎ ∘ 𝑔  est bijective de 𝐽 sur 𝐿 donc ℎ ∘ 𝑔  est injective sur 𝐽. Alors  d’après le cours,  𝑔  injective sur 𝐽.  
𝑔 ∘ 𝑓 est bijective de 𝐽 sur 𝐿 donc 𝑔 ∘ 𝑓 est surjective de 𝐽 sur 𝐿. Alors d’après le cours,  𝑔  surjective sur de 𝐽 sur 𝐾.  
J’en déduis que 𝑔 est bijective de de 𝐽 sur 𝐾 et par suite, que 𝑔−1 existe et 𝑔−1 est une bijection de  𝐾 sur 𝐽.  
2. Alors,  𝑓 = 𝑖𝑑𝐹 ∘ 𝑓 =⏟

𝑐𝑎𝑟
𝑔−1∘𝑔=𝑖𝑑𝐹

(𝑔−1 ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 =⏟
𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛
𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒

𝑔−1 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) . Comme 𝑔 ∘ 𝑓 est une bijection de  𝐼 sur 𝐾 et 𝑔−1 est une 

bijection de  𝐾 sur 𝐽 et que la composée de bijections est une bijection, j’en déduis que 𝑓 est bijective de 𝐼 sur 𝐽. 
3. Alors,  ℎ = ℎ ∘ 𝑖𝑑𝐾 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑔−1) = (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑔−1 . Comme ℎ ∘ 𝑔 est une bijection de  𝐽 sur 𝐿 et 𝑔−1 est une bijection de  𝐾 sur 𝐽 et que 

la composée de bijections est une bijection, j’en déduis que ℎ est bijective de 𝐾 sur 𝐿. 
B. Soit 𝑓: 𝐸 → 𝐸 𝑒𝑡 𝑔: 𝐸 → 𝐸 deux applications telles que 𝑓 ∘ 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑𝐸  .  

1.  Justifier que 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont bijectives de 𝐸 sur 𝐸.  
2. En déduire que 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓. 
3. Exprimer 𝑔 en fonction de 𝑓−1.  

1. et    3.   𝑖𝑑𝐸 est bijective donc injective et surjective. Donc, 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) i.e. (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 est injective et surjective. Comme 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑓) 
est surjective, on peut affirmer,  d’après la propriété de cours «si 𝑢 ∘ 𝑣 est surjective alors 𝑢 est surjective.», que  𝑓 est surjective. 
Comme (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑓est  injective, je peux affirmer, d’après la propriété de cours  «si 𝑢 ∘ 𝑣 est injective alors 𝑣 est injective.», 
que 𝑓 est  injective. Ainsi, 𝑓 est bijective de 𝐸 sur 𝐸. Alors,  𝑓−1𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 et est bijective de 𝐸 sur 𝐸.   
𝑔=(𝑓−1 ∘ 𝑓) ∘ 𝑔 ∘ (𝑓 ∘ 𝑓−1) = 𝑓−1 ∘ (𝑓 ∘ 𝑔 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 = 𝑓−1 ∘ 𝑖𝑑𝐸 ∘ 𝑓−1 = 𝑓−1 ∘ 𝑓−1.Comme 𝑓−1est bijective de 𝐸 sur 𝐸 et la 
composée de bijections est une bijection, 𝑔 est bijective de 𝐸 sur 𝐸. 

2. 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑓 ∘ (𝑓−1 ∘ 𝑓−1) = (𝑓 ∘ 𝑓−1) ∘ 𝑓−1 = 𝑓−1   et 𝑔 ∘ 𝑓 = (𝑓−1 ∘ 𝑓−1) ∘ 𝑓=𝑓−1 ∘ (𝑓−1 ∘ 𝑓) = 𝑓−1. Donc, 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝑔.  

Ex 2   Soit  𝑎 ∈ ℂ 𝑒𝑡 aT  l’application définie sur ℂ\{𝑎 + 3𝑖} et à valeurs complexes par : 𝑇𝑎(𝑧) =
(1−𝑎)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧−𝑎−3𝑖
. 

1. Montrer que 𝑇𝑎 est constante si et seulement si 𝑎 ∈ {1 − 2𝑖, −𝑖}. Déterminer le cas échéant, la valeur de cette constante. 
Désormais , on suppose que le complexe 𝑎 est distinct de 1 − 2𝑖 et de−𝑖. Autrement dit, 𝑇𝑎 n’est pas constante.  
2. Montrer que 𝑇𝑎  réalise une bijection de ℂ\{𝑎 + 3𝑖}  sur ℂ\{𝑑} , où 𝑑 est un nombre complexe à préciser et décrire 𝑇𝑎

−1.   
3. Montrer qu’il existe un complexe 𝑏 tel que : 𝑇𝑎

−1 = 𝑇𝑏 . Vous exprimerez 𝑏 en fonction de 𝑎. 
4. On prend ici 𝑎 = 2.𝑈 est l’ensemble des complexes de module 1.  

Décrire géométriquement 𝐷 = {𝑀
(𝑧)

𝑧
∈ 𝑇𝑎

−1 〈𝑈〉} 𝑒𝑡 𝐾 = {
𝑀(𝑧)

𝑧
∈ 𝑇𝑎

−1〈𝑖ℝ〉}  
5. On prend ici 𝑎 = 𝑖.  Décrire géométriquement 𝐿 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎(ℝ)}. 

 

 



 
4. 𝐷 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎

−1 〈𝑈〉} = {𝑀(𝑧)/𝑇𝑎(𝑧) ∈  𝑈} = {𝑀(𝑧)/|𝑇𝑎(𝑧)| = 1}. 

Or, |𝑇𝑎(𝑧)| = 1 ⟺ |
−𝑧+2(1−𝑖)

𝑧−2−3𝑖
| = 1 ⟺

|−𝑧+2(1−𝑖)|

|𝑧−2−3𝑖|
= 1⟺

|𝑧−2(1−𝑖)|

|𝑧−(2+3𝑖)|
= 1 ⟺⏟

𝐴𝑓𝑓(𝐴)=2(1−𝑖)

𝐴𝑓𝑓(𝐵)=2+3𝑖

𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 1⟺ 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 ⟺ 𝑀 ∈ 𝑚𝑒𝑑[𝐴, 𝐵]. Donc, 𝐷 =

𝑚𝑒𝑑[𝐴, 𝐵] 
 𝐾 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎

−1〈𝑖ℝ〉} = {𝑀(𝑧)/𝑇𝑎(𝑧) ∈  𝑖ℝ} .  

Or, 𝑇𝑎(𝑧) ∈  𝑖ℝ ⟺
−𝑧+2(1−𝑖)

𝑧−2−3𝑖
∈ ℝ ⟺ −𝑧 + 2(1 − 𝑖) = 0 𝑜𝑢 𝑎𝑟𝑔 (

−𝑧+2(1−𝑖)

𝑧−2−3𝑖
) ≡

𝜋

2
[𝜋] ⟺ 𝑀 = 𝐴 𝑜𝑢 (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡

𝜋

2
[𝜋] 

⟺⏟
𝑒𝑛 𝑛𝑜𝑡𝑎𝑛𝑡

𝐶 𝑙𝑒 𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒 [𝐴,𝐵]

𝑀 = 𝐴 𝑜𝑢 𝑀 ∈ 𝐶 . Donc, 𝐾 = 𝐶 ∪ {𝐴}.  

 
 𝐿 = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎(ℝ)} = {𝑀(𝑧)/𝑧 ∈ 𝑇𝑎(ℝ)} =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑇𝑎𝑒𝑠𝑡 𝑏𝑖𝑒𝑗𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒

{𝑀(𝑧)/𝑇𝑎
−1(𝑧) ∈ ℝ} = {𝑀(𝑧)/𝑇𝑎

−1(𝑧) ∈ ℝ} =⏟
𝑏=1−3𝑖−𝑎
𝑏=−1−3𝑖

{𝑀(𝑧)/𝑇𝑏 (𝑧) ∈ ℝ}. 

 

Or, 𝑇𝑏 (𝑧) ∈ ℝ ⟺
(2+3𝑖)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧+1
∈ ℝ⟺

(2+3𝑖)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧+1
= (

(2+3𝑖)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧+1
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
⟺

(2+3𝑖)𝑧+2(1−𝑖)

𝑧+1
=
(2−3𝑖)𝑧̅+2(1+𝑖)

𝑧̅+1
 

⟺ [(2 + 3𝑖)𝑧 + 2(1 − 𝑖)][𝑧̅ + 1] = [(2 − 3𝑖)𝑧̅ + 2(1 + 𝑖)][𝑧 + 1] 

𝑇𝑏 (𝑧) ∈ ℝ⟺ 6𝑖𝑧𝑧̅ + 𝑖𝑧 + 𝑖𝑧̅ − 4𝑖 = 0 ⟺ 6|𝑧|2 + 2𝑅𝑒(𝑧) − 4 = 0 ⟺⏟
𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 
𝑧=𝑥+𝑖𝑦

3𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑥 − 2 = 0 ⟺ 3(𝑥2 +
1

3
𝑥) + 3𝑦2 − 2 = 0 

𝑇𝑏 (𝑧) ∈ ℝ⟺ 3(𝑥 +
1

6
)
2

−
1

12
+ 3𝑦² − 2 = 0 ⟺ (𝑥 +

1

6
)
2

+ 𝑦2 =
25

36
⟺ 𝛺𝑀² =

25

36
⟺ 𝛺𝑀 =

5

6
⟺ 𝑀 ∈ 𝐶 (𝛺,

5

6
).  

Ainsi, 𝐿 = 𝐶 (𝛺, 5
6
). 

 

Ex 3 Une fonction de 𝐝𝐞 ℕ𝟐𝐝𝐚𝐧𝐬 ℕ∗. 
Nous allons montrer que 𝑓: ((𝑛, 𝑝) ↦ 2𝑛(2𝑝 + 1)) est une bijection de ℕ² sur ℕ∗. 

A. Injectivité de 𝒇 sur  ℕ² 
Pour cela nous appliquons la définition de l’injectivité suivante : 𝜑 est injective sur 𝐴 lorsque ∀(𝑎, 𝑎′) ∈ 𝐴2, [𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑎′) ⟹
𝑎 = 𝑎′].  
Considérons deux couples d’entiers naturels (𝑛, 𝑝) et (𝑛′, 𝑝′) tels que ………………………………….. et nous allons prouver que 
……………………………… . Imaginons un instant que 𝑛 < 𝑛′. Alors expliquer pourquoi l’égalité 2𝑛

′−𝑛(2𝑝′ + 1) = (2𝑝′ + 1) est 
impossible et faire le lien avec notre problème puis conclure.  

B. Surjectivité de ℕ² sur ℕ∗. 
On doit alors prouver que tout élément de ………. possède …………………………………………………. par 𝑓 dans …… .  
Considérons donc un élément de ……. noté 𝑦. Et cherchons-lui un ……………………. par 𝑓.  
1er cas 𝒚 est impair i.e. 𝑦 = 2𝑝 + 1 𝑡𝑞 𝑝 ∈ ℕ. Déterminer alors l’objet recherché.  
2eme cas 𝒚 est pair i.e. 𝑦 = 2𝑞 𝑡𝑞 𝑞 ∈ ℕ∗. Montrer par récurrence forte sur 𝑞 que pour chaque entier 𝑞 > 0 « il existe (𝑛, 𝑝) ∈
ℕ2𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 2𝑞 = 2𝑛(2𝑝 + 1)".  
Conclure. 
 



Injectivité : Considérons deux couples d’entiers naturels (𝑛, 𝑝) et (𝑛′, 𝑝′) tels que : 𝑓(𝑛, 𝑝) = 2𝑛(2𝑝 + 1)) = 2𝑛
′
(2𝑝′ + 1) =

 𝑓(𝑛′, 𝑝′) . et nous allons prouver que 𝑛 = 𝑛′𝑒𝑡 𝑝 = 𝑝′. Imaginons un instant que 𝑛 < 𝑛′. Alors 2𝑛
′−𝑛(2𝑝′ + 1)=⏟

∗∗

(2𝑝′ + 1) .  

Or, 𝑛′ − 𝑛 > 0 donc 2𝑛
′−𝑛(2𝑝′ + 1)est pair tandis que (2𝑝′ + 1) est impair. Donc l’égalité ∗∗ est impossible. J’en conclus que 

l’hypothèse  𝑛 < 𝑛′est fausse . Comme 𝑛 et 𝑛’ jouent un rôle similaire, il est aussi impossible que 𝑛 > 𝑛′. Ainsi, 𝑛 = 𝑛′. Alors 
l’égalité  2𝑛(2𝑝 + 1)) = 2𝑛

′
(2𝑝′ + 1) donne  (2𝑝 + 1)) = (2𝑝′ + 1) puis 𝑝 = 𝑝′. Ainsi, je peux conclure que 𝑓 est injective.  

Surjectivité de ℕ² sur ℕ∗. 
On doit alors prouver que tout élément  ℕ∗ de possède au moins un antécédent par 𝑓 dans ℕ² .   
Considérons donc un élément 𝑦 de ℕ∗. Et cherchons-lui un antécédent (𝑛, 𝑝) par 𝑓.  
1er cas 𝒚 est impair i.e. 𝑦 = 2𝑝 + 1 𝑡𝑞 𝑝 ∈ ℕ. Alors 𝑦 = 20(2𝑝 + 1). Donc 𝑓((0, 𝑝)) = 𝑦. Donc tout entier 𝑦 impair a au moins 
un antécédent  ℕ∗ par 𝑓. 
2eme cas 𝒚 est pair i.e. 𝑦 = 2𝑞 𝑡𝑞 𝑞 ∈ ℕ∗.  
Montrons par récurrence forte sur 𝑞 que pour chaque entier 𝑞 > 0 : "𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 (𝑛, 𝑝) ∈ ℕ2𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 2𝑞 = 2𝑛(2𝑝 + 1)"⏟                              

𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖é𝑡é 𝐻(𝑞)

.  

Init° : 2 × 1 = 21(2 × 0 + 1). Donc 𝑓((1,0)) = 2 × 1  et (1,0) convient. Donc 𝐻(1) vraie.  
Propag° : Soit 𝑞 un entier naturel non nul.  
Supposons que pour tout entier 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑞⟧, il existe (𝑛𝑘 , 𝑝𝑘) ∈ ℕ2𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 2𝑘 = 𝑓(𝑛𝑘, 𝑝𝑘) = 2𝑛𝑘(2𝑝𝑘 + 1).(i.e. 𝐻(𝑘)𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒) 
Ou bien 𝑞 + 1 est impair  i.e. 𝑞 + 1 = 2𝑝 + 1; Alors  2(𝑞 + 1) = 21(2𝑝 + 1) et (1, 𝑝) convient.  
Ou bien 𝑞 + 1 est pair  i.e. 𝑞 + 1 = 2𝑘 𝑡𝑞 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑞⟧ ; Alors  il existe (𝑛𝑘, 𝑝𝑘) ∈ ℕ2𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 2𝑘 = 2𝑛𝑘(2𝑝𝑘 + 1) ; et par 
conséquent,  2(𝑞 + 1) = 2𝑘 =⏟

𝑐𝑎𝑟 
𝐻(𝑘) 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒

2 × 2𝑛𝑘(2𝑝𝑘 + 1) = 2
𝑛𝑘+1(2𝑝𝑘 + 1) =𝑓(𝑛𝑘 + 1, 𝑝𝑘) : donc (𝑛𝑘 + 1, 𝑝𝑘) convient.  

Donc 𝐻(𝑞 + 1) est vraie dès que ∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑞⟧,𝐻(𝑘)𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒, 
CCL° : par le théorème de récurrence forte, je peux conclure que ∀𝑞 ∈ ℕ∗, 𝐻(𝑞) 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒, 
Donc tout entier 𝑦 pair et non nul admet un antécédent par 𝑓. 
Au bilan, tout entier non nul 𝑦 a un antécédent par f. 𝑓 est donc surjective de ℕ² sur ℕ∗. 
.  

  


