
Mathématiques, PCSI  

DL 3 
A rendre le lundi 3 novembre  

Ex 1 Soit 𝑎 un paramètre complexe.  Résoudre (𝑆) le système linéaire d’inconnue (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℂ3 suivant 

(𝑆) : {

𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑎̅𝑧 = 0
𝑎𝑥 + 𝑎̅𝑦 + 𝑧 = 0
𝑎̅𝑥 + 𝑦 + 𝑎𝑧 = 0

. On discutera selon les valeurs du paramètre complexe 𝑎. 

 

Ex 2 Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ : pour tout réel 𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥(cos(𝑥) + √3 sin(𝑥)). 

1. Ecrire 𝑓(𝑥) sous la forme 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑒−𝑥cos⁡(𝑥 + φ). 
2. Chercher les points d’intersection de 𝐶𝑓 avec l’axe des abscisses.  
3. Calculer la dérivée 𝑓′ et déterminer les valeurs en lesquelles 𝑓’ s’annule.   
4. Dresser le tableau de variations de 𝑓 sur l’intervalle [0,4𝜋]. 
5. Montrer qu’il existe trois réels 𝑎⁡, 𝑏⁡𝑒𝑡⁡𝑐 tels que : pour tout réel 𝑥⁡,  𝑎𝑓′′(𝑥) + 𝑏𝑓′(𝑥) + 𝑐𝑓(𝑥) = 0. (on dit alors que 𝑓 

vérifie l’équation différentielle 𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0). 
 

Ex 3 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗⁡𝑒𝑡⁡𝜔 = 𝑒
2𝑖𝜋

𝑛 . 

1) Soit 𝑝 ∈ ℕ. Calculer  ∑ 𝜔𝑘𝑝𝑛−1
𝑘=0 .  

2) En déduire ∑ (1 + 𝜔𝑘)𝑛𝑛−1
𝑘=0 . 

 

A rendre le jeudi 6 novembre 

Ex 4 Soit ℎ: (𝑥 ↦ 𝑥 − ⌊𝑥⌋)⁡𝑒𝑡⁡𝑔: (𝑥 ↦ |2𝑥 − 1|). 

1. Montrer que : ∀𝑥 ∈ ℝ,⁡ ⌊−𝑥⌋ = {
−⌊𝑥⌋ − 1⁡𝑠𝑖⁡𝑥 ∉ ℤ

−𝑥⁡𝑠𝑖⁡𝑥 ∈ ℤ
  

2. Montrer que 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ est paire, périodique.  

3. Soit 𝑘 ∈ ℤ.⁡ 

a) Déterminer, si elle existe, la limite de 𝑓⁡en 𝑘+⁡ (i.e. quand 𝑥 → 𝑘⁡𝑒𝑡⁡𝑥 > 𝑘)⁡. indication : on se placera pour 

cela sur l’intervalle ]𝑘; 𝑘 + 1[⁡⁡  

b) Faire de même en⁡𝑘−. 

c) Qu’en déduit-on sur 𝑓 ? 

4. Tracer 𝐶𝑓. 

 

Ex 5 Soit 𝑎⁡𝑒𝑡⁡𝑏 deux paramètres complexes distincts et  𝑛 un entier naturel non nul.  

1. Résoudre dans ℂ l’équation :    (𝑧 − 𝑎)𝑛 = (𝑧 − 𝑏)𝑛.  
2. Montrer que les points images des solutions sont alignés sur la médiatrice de [𝐴, 𝐵] où 𝐴 est l’image 

ponctuelle de 𝑎⁡𝑒𝑡⁡𝐵⁡celle de 𝑏⁡. 
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎⁡𝑒𝑡⁡𝑏 pour que toutes les solutions soient 

réelles. On pose alors 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 avec 𝑟 ∈ ℝ+∗ et 𝛼 ∈ℝ. Donner une expression simplifiée des solutions 
(qui permette de voir clairement qu’elles sont réelles).   

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 𝑎⁡𝑒𝑡⁡𝑏 pour toutes les solutions soient 

imaginaires pures. On pose alors 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 avec 𝑟 ∈ ℝ+∗ et 𝛼 ∈ℝ. Donner une expression simplifiée des 
solutions (qui permette de voir clairement qu’elles sont imaginaires pures)  

 


