
  

 

 

 

 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée.  Soit 𝑥 un réel. 
𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝑥) 
𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑀(𝑥) 

𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
sin(𝑥)

cos(𝑥)
= 𝑜𝑟𝑑𝑜𝑛𝑛é𝑒 𝑑𝑒 𝑇(𝑥) si 𝑥 ∉ {

𝜋

2
+ 𝑘𝜋/𝑘 ∈ ℤ}. 

𝑐𝑜𝑠, 𝑠𝑖𝑛 et 𝑡𝑎𝑛 sont continues et dérivables sur leur domaine de  

définition respectif  𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑠’ = − sin , 𝑠𝑖𝑛’ = 𝑐𝑜𝑠 

 𝑒𝑡 𝑡𝑎𝑛’ = 1 + 𝑡𝑎𝑛² =
1

𝑐𝑜𝑠2
 

Propriétés algébriques. Soit 𝜃 ,𝑎 𝑒𝑡 𝑏 des réels  et 𝑘 un entier relatif.  
1. |𝑠𝑖𝑛𝜃| ≤ 1 et |𝑐𝑜𝑠𝜃| ≤ 1 

2. 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 

3. cos(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘𝑐𝑜𝑠𝜃 et   sin(𝜃 + 𝑘𝜋) = (−1)𝑘𝑠𝑖𝑛𝜃 

4.  cos(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(−𝜃) = −sin (𝜃)              

5. cos(𝜋 + 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜋 + 𝜃) = −sin (𝜃)              
6. cos(𝜋 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒𝑡 sin(𝜋 − 𝜃) = sin (𝜃)              

7. 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
− 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
− 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃   

8. 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
+ 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃  𝑒𝑡  𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

2
+ 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃   

9. {
cos(𝑎 + 𝑏) = cos (𝑎)cos (𝑏) − sin (𝑎)sin (𝑏)

sin(𝑎 + 𝑏) = sin (𝑎)𝑐𝑜𝑠(𝑏) + sin (𝑏)𝑐𝑜𝑠(𝑎)
 

10. {
cos(𝑎 − 𝑏) = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 + 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑠𝑖𝑛𝑏
sin(𝑎 − 𝑏) = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 − 𝑠𝑖𝑛𝑏𝑐𝑜𝑠𝑎

 

11. {
cos(2𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 2𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜃

sin(2θ) = 2sinθcosθ
 

12. 𝑐𝑜𝑠𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝑎 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑏 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑏 = −𝑎 + 2𝑘𝜋  
13. 𝑠𝑖𝑛𝑏 = 𝑠𝑖𝑛𝑎 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℤ/ 𝑏 = 𝑎 + 2𝑘𝜋 𝑜𝑢 𝑏 = 𝜋 − 𝑎 + 2𝑘𝜋  

14. 𝑡𝑎𝑛(𝑏) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎) ⇔ 𝑖𝑙 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑘 ∈ ℤ 𝑡𝑞 ∶  𝑏 = 𝑎 + 𝑘𝜋 
15. tan(𝜃 + 𝑘𝜋) = tan (𝜃)  dès que tan (𝜃) existe. 

16. tan(−𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃  dès que tan (𝜃)existe. 

17. 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝜃
 dès que tan (𝜃)existe. 

18. tan(𝑎 + 𝑏) =
tan(𝑎)+tan(𝑏)

1−tan(𝑎) tan(𝑏)
   dès que tan(𝑎) , tan(𝑏) 𝑒𝑡 tan(𝑎 + 𝑏)existent . 

19. tan(𝑎 − 𝑏) =
tan(𝑎)−tan (𝑏)

1+tan (𝑎)tan (𝑏)
 si tan(𝑎) , tan(𝑏) 𝑒𝑡 tan(𝑎 − 𝑏)existent . 

20. tan(2𝑎) =
2tan (𝑎)

1−tan ²(𝑎)
 dès que tan(𝑎) 𝑒𝑡 tan(2𝑎)existent. 

21. 𝑡𝑎𝑛 (𝜃 +
𝜋

2
) =

−1

𝑡𝑎𝑛𝜃
 dès que tan(𝜃) 𝑒𝑡 tan (𝜃 +

𝜋

2
)existent. 

22. 𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
− 𝜃) =

1

𝑡𝑎𝑛𝜃
 dès que tan(𝜃)  𝑒𝑡 tan (

𝜋

2
− 𝜃)existent. 

 

 
Limites usuelles-Inégalités usuelles. 

lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
= 1    , lim

𝑥→0

𝑡𝑎𝑛(𝑥)

𝑥
= 1  , lim

𝑥→0

𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 1

𝑥²
= −

1

2
 

∀𝑥 ∈ ℝ, |sin(𝑥)| ≤ |𝑥|     , ∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] , 𝑥 −

𝑥3

6
≤ sin(𝑥) ≤ 𝑥 𝑒𝑡 1 −

𝑥2

2
≤ cos(𝑥) ≤ 1.  

 

 

 

cos 

sin 

tan 

𝝅

𝟐
 𝟑𝝅

𝟐
 

𝝅 𝟐𝝅 -𝝅 -2𝝅 

−
𝝅

𝟐
 −

𝟑𝝅

𝟐
 

𝟓𝝅

𝟐
 𝟕𝝅

𝟐
 

𝟑𝝅 𝟒𝝅 

𝝅

𝟐
 

𝟑𝝅

𝟐
 −

𝝅

𝟐
 −

𝟑𝝅

𝟐
 

 𝟏 

− 𝟏 

− 𝟏 

 𝟏 



 

  

 

 

 𝟏 −𝟏

≫ 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée. 

1. 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 est la bijection réciproque de 𝑠𝑖𝑛| : (
[−

𝜋

2
,

𝜋

2
] → [−1,1]

𝑥 ↦ sin(𝑥)
).  

2. 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 est la bijection réciproque de 𝑐𝑜𝑠| : (
[0, 𝜋] → [−1,1]

𝑥 ↦ cos(𝑥)
). 

3. 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 est la bijection réciproque de 𝑡𝑎𝑛| : (
]−

𝜋

2
,

𝜋

2
[ → ℝ

𝑥 ↦ tan(𝑥)
) 

4. ∀𝑦 ∈ [−1; 1], Arcsin(𝑦)est l'unique réel de [−
𝜋

2
,

𝜋

2
] dont le sinus vaut 𝑦 et Arccos(𝑦)est l'unique réel de [0, 𝜋] dont le cosinus vaut 𝑦. 

5. ∀𝑦 ∈ ℝ, Arctan(𝑦)est l'unique réel de ] −
𝜋

2
,

𝜋

2
[ dont la tangente vaut 𝑦. 

6. 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 et 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 sont continues sur [-1 ;1] mais dérivables uniquement sur ] − 1 ; 1[ et ∀𝑥 ∈] − 1; 1[, 𝐴𝑟𝑠𝑖𝑛′(𝑥) =
1

√1−𝑥2
 𝑒𝑡 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠′(𝑥) = −

1

√1−𝑥2
. 

7. 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 est continue et dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛′(𝑥) =
1

1+𝑥2
. 

Propriétés algébriques. 
1. 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑎) = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑏)⇔𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑎) = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑏). 

2. 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑎) = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑏)⇔𝑎 = 𝑏 . 

3. cos (𝑏) = 𝑎 ⇔ {

𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑖 𝑎 ∉ [−1; 1]

𝑏 = 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑎)  + 2𝑘𝜋  𝑜𝑢 𝑏 = −𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑎) + 2𝑘𝜋  𝑠𝑖 𝑎 ∈ [−1; 1] 
𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ

 

4. sin(𝑏) = 𝑎 ⇔ {

𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑖 𝑎 ∉ [−1; 1]

𝑏 = 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑎) + 2𝑘𝜋  𝑜𝑢 𝑏 = 𝜋 − 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑎) + 2𝑘𝜋  𝑠𝑖 𝑎 ∈ [−1; 1] 
𝑡𝑞 𝑘 ∈ ℤ

 

5. tan(𝑏) = 𝑎 ⇔ ∃𝑘 ∈ ℤ/𝑏 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑎) + 𝑘𝜋  
6. ∀𝑥 ∈ [−1; 1], 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(−𝑥) = −𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝑒𝑡 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(−𝑥) = 𝜋 − 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥). 

7. ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(−𝑥) = −𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥). 

8. ∀𝑥 ∈ [−1; 1], cos(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = 𝑥 𝑒𝑡 sin(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = 𝑥.  

9. ∀𝑥 ∈ ℝ, tan (𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) = 𝑥. 

10. 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(sin(𝑥)) = 𝑥 ⇔ 𝑥 ∈ [−
𝜋

2
;

𝜋

2
]. 

11. 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(cos(𝑥)) = 𝑥 ⇔ 𝑥 ∈ [0; 𝜋]. 

12. 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(tan(𝑥)) = 𝑥 ⇔ 𝑥 ∈ ]−
𝜋

2
;

𝜋

2
[. 

13. ∀𝑥 ∈ [−1; 1], 𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
𝜋

2
. 

14. ∀𝑥 ∈ ℝ∗, 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥
) = {

𝜋

2
 𝑠𝑖 𝑥 > 0

−
𝜋

2
 𝑠𝑖 𝑥 < 0

. 

15. ∀𝑥 ∈ [−1; 1], cos (𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) = sin (𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) = √1 − 𝑥².  

16. ∀𝑥 ∈ ℝ, cos(𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) =
1

√1+𝑥2
et sin (𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)) =

𝑥

√1+𝑥2
. . 

17. ∀𝑥 ∈] − 1,1[, 𝑡𝑎𝑛(𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) =
𝑥

√1−𝑥2
   ∀𝑥 ∈ [−1,1]\{0} , 

𝑒𝑡  𝑡𝑎𝑛(𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)) =
√1−𝑥2

𝑥
. 

Limites usuelles 

lim
𝑥→0

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥
= 1    ,

lim
𝑥→0

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)

𝑥
= 1  ,

lim
𝑥→0

𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) −
𝜋
2

𝑥
= −1  , 

lim
𝑥→1

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) −
𝜋
2

𝑥 − 1
= +∞  

 lim
𝑥→1

𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥)

𝑥 − 1
= −∞. 

Arcsin 

Arccos 

Arctan 

𝝅

𝟐
 

- 
𝝅

𝟐
 

𝟏

𝟐
  

√𝟐

𝟐
  

√𝟑

𝟐
 

𝝅

𝟑
 

𝝅

𝟒
 

𝝅

𝟔
 

 

 

𝟏

𝟐
  

√𝟐

𝟐
  

√𝟑

𝟐
 

𝟏

√𝟑
         𝟏       √𝟑 

−𝟏
≫ 

 𝟏 

𝝅

𝟑
 

𝝅

𝟒
 

𝝅

𝟔
 

 

 

𝝅 

𝝅

𝟑
 

𝝅

𝟒
 

𝝅

𝟔
 

 

 

𝝅

𝟐
 

    −
𝝅

𝟐
 

𝝅/𝟐 



   

 

 

 

          

 

 

 

 

 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée. 

𝑙𝑛 est la primitive de (𝑥 ↦
1

𝑥
) sur ℝ+∗ qui vérifie ln(1) = 0. 

𝑒𝑥𝑝 est la bijection réciproque de 𝑙𝑛. 

Soit 𝑎 ∈ ℝ+∗\{1}.  𝑙𝑜𝑔𝑎 est la fonction(𝑥 ↦
ln(𝑥)

ln(𝑎)
)  𝑒𝑡 𝑒𝑥𝑝𝑎  est (𝑥 ↦ 𝑎𝑥 = 𝑒𝑥𝑙𝑛(𝑎)) .  

𝑙𝑛 , 𝑒𝑥𝑝 , 𝑙𝑜𝑔𝑎et 𝑒𝑥𝑝𝑎 sont continues et dérivables sur leur domaine de définition et  

∀𝑥 ∈ ℝ+∗, 𝑙𝑛′(𝑥) =
1

𝑥
  𝑒𝑡 𝑙𝑜𝑔𝑎′(𝑥) =

1

𝑥𝑙𝑛(𝑎)
 𝑒𝑡  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑒𝑥𝑝′(𝑥) = 𝑒𝑥   𝑒𝑡 𝑒𝑥𝑝𝑎′(𝑥) =  ln (𝑎)𝑎𝑥   

 
Propriétés algébriques. 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ+∗)², ∀𝛼 ∈ ℝ , 
ln(𝑥𝑦) = ln(𝑥) + ln(𝑦)  

ln (
𝑥

𝑦
) = ln(𝑥) − ln(𝑦)  

ln (
1

𝑥
) = − ln(𝑥)  

𝑒ln (𝑥) = 𝑥. 
 

∀𝛼 ∈ ℝ ,   𝛼 ln(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥𝛼 et 𝑒αln (𝑥) = 𝑥𝛼 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², ∀𝛼 ∈ ℝ , 
𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦 

𝑒𝑥−𝑦 =
𝑒𝑥

𝑒𝑦
 

𝑒−𝑥 =
1

𝑒𝑥
 

(𝑒𝑥)𝛼 = 𝑒𝛼𝑥 
ln (𝑒𝑥) = 𝑥. 

  

 

 

 

𝑆𝑜𝑖𝑡 𝑎 ∈ ℝ+∗\{1}.∀(𝑥, 𝑦) ∈ (ℝ+∗)², 

log𝑎(𝑥𝑦) = log𝑎(𝑥) + log𝑎(𝑦)  

log𝑎 (
𝑥

𝑦
) = log𝑎(𝑥) − log𝑎(𝑦)  

log𝑎 (
1

𝑥
) = − log𝑎(𝑥)  

𝑒𝑥𝑝𝑎(log𝑎(𝑥)) = 𝑥. 

 

𝑆𝑜𝑖𝑡 (𝑎, 𝑏) ∈ (ℝ+∗\{1})². 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ², 

𝑎𝑥+𝑦 = 𝑎𝑥𝑎𝑦 et 𝑎𝑥−𝑦 =
𝑎𝑥

𝑎𝑦
  

(𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥𝑏𝑥  𝑒𝑡 (
𝑎

𝑏
)

𝑥
=

𝑎𝑥

𝑏𝑥
   

(𝑎𝑥)𝛼 = 𝑎𝛼𝑥 

log𝑎(𝑎𝑥) = 𝑥 

Limites usuelles-Inégalités usuelles. 

1. lim
𝑥→1

ln (𝑥)

𝑥−1
= 1  𝑒𝑡 lim

𝑡→0

ln (1+𝑡)

𝑡
= 1  𝑒𝑡 lim

𝑡→0

𝑒𝑡−1

𝑡
= 1   . 

2. ∀𝑡 ≥ 0, 𝑡 −
𝑡2

2
≤ ln(1 + 𝑡) ≤ 𝑡 𝑒𝑡 𝑒𝑡 ≥ 1 + 𝑡   . 

3. Soit 𝛼, 𝛽, 𝛾 des réels strictement positifs et 𝑎 un réel strictement supérieur à 1. Alors,  

lim
𝑥→+∞

(ln (𝑥))𝛽

𝑥𝛼
= 0  , lim

𝑥→0+
𝑥𝛼|𝑙𝑛(𝑥)|𝛽 = 0 , 

 lim
𝑥→+∞

𝑒𝛾𝑥

𝑥𝛼
= +∞ (𝑜𝑢 lim

𝑥→+∞

𝑎𝑥

𝑥𝛼
= +∞)et lim

𝑥→−∞
|𝑥|𝛼𝑒𝛾𝑥 = 0 (ou lim

𝑥→−∞
|𝑥|𝛼𝑎𝑥) = 0. 

 

ln 

exp 

loga 

expa 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

𝑎 > 1 

0 < 𝑎 < 1 

0 < 𝑎 < 1 
𝑎 > 1 



      

 

 

 

 

 

 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée. 

Soit 𝑥 ∈ ℝ , 𝑛 ∈ ℕ\{0,1}, 𝑟 =
𝑝

𝑞
∈ ℚ 𝑒𝑡 𝛼 ∈ ℝ . 

• 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 = ∏ 𝑥𝑛
𝑘=1  existe toujours  

• 𝑓−𝑛(𝑥) = 𝑥−𝑛 = ∏
1

𝑥
=

1

𝑥𝑛
𝑛
𝑘=1  𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 0. 

• 𝑓1

𝑛

: (𝑥 ↦ 𝑥
1

𝑛 = √𝑥𝑛 ) est la bijection réciproque de 𝑓𝑛 si 𝑛 est impair et de 𝑓𝑛/ℝ+si 𝑛 

est pair. Si 𝑛 impair,  √𝑥𝑛  existe toujours, si 𝑛 pair √𝑥𝑛  existe sietssi 𝑥 ≥ 0. 

• 𝑓𝑟(𝑥) = 𝑥𝑟 = √𝑥𝑝𝑞
 définie selon les valeurs de 𝑝 , 𝑞 𝑒𝑡 𝑥. 

• 𝑓𝛼(𝑥) = 𝑥𝛼 = 𝑒𝛼ln (𝑥)𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑠𝑖𝑒𝑡𝑠𝑠𝑖 𝑥 > 0. 

• 𝑓𝑛 est définie, continue et dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛
′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 . 

• 𝑓−𝑛 est définie, continue et dérivable sur ℝ∗ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓−𝑛
′ (𝑥) = −𝑛𝑥−𝑛−1 . 

• Si 𝑛 est impair alors 𝑓1

𝑛

 est définie, continue sur ℝ et dérivable sur ℝ∗ et ∀𝑥 ∈

ℝ∗, 𝑓1

𝑛

′(𝑥) =
1

𝑛
𝑥

1

𝑛
−1. 

• Si 𝑛 est pair alors 𝑓1

𝑛

 est définie, continue sur ℝ+ et dérivable sur ℝ+∗ et ∀𝑥 ∈

ℝ+∗, 𝑓1

𝑛

′(𝑥) =
1

𝑛
𝑥

1

𝑛
−1 . 

• 𝑓𝛼 est définie, continue et dérivable sur ℝ+∗ et ∀𝑥 ∈ ℝ+∗, 𝑓𝛼
′(𝑥) = 𝛼𝑥𝛼−1 . 

• Une primitive de 𝑓𝛼 sur ℝ+∗ est (𝑥 ↦
1

𝛼+1
𝑥𝛼+1) si 𝛼 ≠ −1 et (𝑥 ↦ ln(𝑥)) si 𝛼 =

−1. 

 

 Propriétés algébriques.  
1. Soit 𝑟 𝑒𝑡 𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟𝑠 , 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑟é𝑒𝑙𝑠 𝑒𝑡 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 . Dès que tous les 

objets de la formule existent, alors la formule est vraie :  
 𝑥𝑟 × 𝑥𝑠 = 𝑥𝑟+𝑠  (𝑥𝑟)𝑠   =  𝑥𝑟𝑠  
1

𝑥𝑠
=   𝑥−𝑠  (𝑥𝑦)𝑟 = 𝑥𝑟𝑦𝑟 

𝑥𝑟

𝑥𝑠
=  𝑥𝑟−𝑠  (

𝑥

𝑦
)

𝑟
= 

𝑥𝑟

𝑦𝑟
   

2. 𝑆𝑖 𝑥 > 0 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑥𝛼 = 𝑒𝛼𝑙𝑛(𝑥). 

3. Si 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑠𝑡𝑟𝑖𝑡𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓𝑠 ,alors 𝑎√𝑐 − 𝑏 =
𝑎²𝑐−𝑏²

𝑎√𝑐+𝑏
. 

 
Limites usuelles. 

1. lim
𝑥→+∞

𝑥𝛼 = {
0 𝑠𝑖 𝛼 < 0
1 𝑠𝑖 𝛼 = 0

+∞ 𝑠𝑖 𝛼 > 0
 𝑒𝑡 lim

𝑥→0
𝑥𝛼 = {

+∞ 𝑠𝑖 𝛼 < 0
1 𝑠𝑖 𝛼 = 0
0 𝑠𝑖 𝛼 > 0

   . 

2. lim
𝑥→1

𝑥𝛼−1

𝑥−1
= 𝛼   i.e.   lim

𝑡→0

(1+𝑡)𝛼−1

𝑡
= 𝛼   et  lim

𝑥→𝑎

𝑥𝛼−𝑎𝛼

𝑥−𝑎
= 𝛼𝑎𝛼−1 .    

3. Soit 𝛼, 𝛽, 𝛾 des réels strictement positifs et 𝑎 un réel strictement supérieur à 1. 

Alors,  lim
𝑥→+∞

(ln(𝑥))𝛽

𝑥𝛼
= 0  , lim

𝑥→0+
𝑥𝛼|ln(𝑥)|𝛽 = 0 , lim

𝑥→+∞

𝑒𝛾𝑥

𝑥𝛼
= +∞  

(𝑜𝑢 lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥

𝑥𝛼
= +∞) et lim

𝑥→−∞
|𝑥|𝛼𝑒𝛾𝑥 = 0 (ou lim

𝑥→−∞
|𝑥|𝛼𝑎𝑥) = 0. 

𝑦 = 𝑥𝛼  𝑡𝑞 𝛼 ∈ ℝ 

 𝑛 ∈ ℕ\{0,1} et 𝑛 impair 𝑛 ∈ ℕ\{0,1}et n pair 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

 𝟏 

𝛼 < 0 
𝛼 > 1 

0 < 𝛼 < 1 

𝛼 = 1 

𝛼 = 0 

𝑦 = √𝑥𝑛  

𝑦 = 𝑥𝑛  

𝑦 = 𝑥−𝑛 

𝑦 = 𝑥𝑛  

𝑦 = 𝑥−𝑛 

𝑦 = √𝑥𝑛  



                                                        

                                                    

 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée. 

Soit 𝑥 ∈ ℝ. 𝑐ℎ(𝑥) =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
   𝑒𝑡 𝑠ℎ(𝑥) =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
.  

𝑠ℎ 𝑒𝑡 𝑐ℎ sont définies, continues et dérivables sur ℝ et    𝑐ℎ′ = 𝑠ℎ 𝑒𝑡 𝑠ℎ′ = 𝑐ℎ. 

𝑠ℎ est bijective de ℝ sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑠ℎ−1(𝑥) = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) 

et   𝑠ℎ−1 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈ ℝ, (𝑠ℎ−1)′(𝑥) =
1

√𝑥2+1
. 

𝑐ℎ
ℝ+

(= 𝑐ℎ|) est bijective de ℝ+ sur [1; +∞[ et ∀𝑥 ∈ [1; +∞[ , 𝑐ℎ|
−1(𝑥) = ln(𝑥 + √𝑥2 − 1) 

et   𝑐ℎ|
−1 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑢𝑟 ]1; +∞[ 𝑒𝑡 ∀𝑥 ∈]1; +∞[, (𝑐ℎ|

−1
)′(𝑥) =

1

√𝑥2−1
 

 

 

Propriétés algébriques. Soit 𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑥 réels. 

1.  𝑐ℎ2(𝑥) − 𝑠ℎ²(𝑥) = 1 

2.  ch(−𝑥) = 𝑐ℎ(𝑥) 𝑒𝑡 sh(−𝑥) = −sh (𝑥)              

3. {
ch(𝑎 + 𝑏) = ch(𝑎) ch(𝑏) + sh (𝑎)sh (𝑏)

sh(𝑎 + 𝑏) = sh (𝑎)𝑐ℎ(𝑏) + sh (𝑏)𝑐ℎ(𝑎)
 

4. 𝑐ℎ(2𝑎) = 2𝑐ℎ²(𝑎) − 1 = 1 + 2𝑠ℎ²(𝑎) = 𝑐ℎ²(𝑎) + 𝑠ℎ²(𝑎) 
5. 𝑠ℎ(2𝑎) = 2𝑐ℎ(𝑎)𝑠ℎ(𝑎) 

6. 1 + 𝑒𝑎 = 2𝑐ℎ (
𝑎

2
) 𝑒

𝑎

2       𝑒𝑡      1 − 𝑒𝑎 = −2𝑠ℎ (
𝑎

2
) 𝑒

𝑎

2  .   

7. 𝑠ℎ(𝑎) = 𝑠ℎ(𝑏) ⇔ 𝑎 = 𝑏  
8. 𝑐ℎ(𝑎) = 𝑐ℎ(𝑏) ⇔ 𝑎 = ±𝑏  
9. 𝑦 = 𝑠ℎ(𝑥) ⇔ 𝑥 = ln (𝑦 + √𝑦2 + 1) 

10. 𝑦 = 𝑐ℎ(𝑥) ⇔ {
𝑥 = ± ln(𝑦 + √𝑦2 − 1) 𝑠𝑖 𝑦 ≥ 1

𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑠𝑖 𝑦 < 1
. 

 

  

 
 

Limites usuelles-Inégalités usuelles. 

1. lim
𝑥→0

𝑠ℎ(𝑥)

𝑥
= 1    ,    lim

𝑥→0

𝑐ℎ(𝑥)−1

𝑥²
=

1

2
  . 

2. ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑐ℎ(𝑥) ≥ 1  𝑒𝑡  𝑐ℎ(𝑥) > |sh(𝑥)| ≥ |𝑥| .     

3. lim
𝑥→+∞

𝑐ℎ(𝑥)

𝑠ℎ(𝑥)
= 1  𝑒𝑡   lim

𝑥→+∞

𝑥𝛼

𝑠ℎ(𝑥)
= 0   . 

ch 

sh 

 𝟏 



 

 

 

Définition – Continuité – Dérivabilité - Fonction dérivée. 

Soit 𝑥 ∈ ℝ. |𝑥| = {
𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

−𝑥 𝑠𝑖 𝑥 < 0
 

𝑒𝑡 ⌊𝑥⌋ ∈ ℤ 𝑒𝑡 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 ∶   ⌊𝑥⌋ ≤ 𝑥 < ⌊𝑥⌋ + 1 .  

La fonction 𝑉 valeur absolue est définie et continue sur ℝ mais n’est dérivable que sur ℝ∗ et  

∀𝑥 > 0, 𝑉′(𝑥) = 1 𝑒𝑡 ∀𝑥 > 0, 𝑉′(𝑥) = −1.  

La fonction 𝐸 partie entière est définie sur ℝ, mais continue et dérivable sur ℝ\ℤ et  

∀𝑥 ∈ ℝ\ℤ, 𝐸′(𝑥) = 0. 

Propriétés algébriques. Soit 𝑎, 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 réels. 

• |𝑥| = 𝑚𝑎𝑥(𝑥 ; −𝑥) = √𝑥²  

• Pour tous réels 𝑥 𝑒𝑡 𝑦, |𝑥 − 𝑦| 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑥 𝑒𝑡 𝑦. 

|𝑥𝑦| = |𝑥||𝑦|   𝑒𝑡 si 𝑦 ≠ 0.alors |
𝑥

𝑦
| =

|𝑥|

|𝑦|
.    

• Pour tous  𝑎 ∈ ℝ+ réel, 𝑡 et  𝑥0réels , 

{𝑥 ∈ ℝ/|𝑥| ≤ 𝑎 } =[−𝑎 ; 𝑎] 

|𝑡 − 𝑥0| ≤ 𝑎 si et ssi 𝑡 ∈ [𝑥0 − 𝑎; 𝑥0 + 𝑎] 

• Pour tous réels 𝑥 et 𝑦, (|𝑥| = |𝑦| si etssi 𝑥 = 𝑦 𝑜𝑢 𝑥 = −𝑦) 

• 𝑘 = ⌊𝑥⌋ ⇔ {
𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑘 + 1

𝑘 ∈ ℤ
. 

• 𝑥 = ⌊𝑥⌋ ⇔ 𝑥 ∈ ℤ 

• 𝑆𝑖 𝑛 ∈ ℤ 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ⌊𝑥 + 𝑛⌋ = ⌊𝑥⌋ + 𝑛 . 

Inégalités 
• pour tous réels 𝑥 𝑒𝑡 𝑦, ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 ± 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|. 

• Pour tous réels  𝑥 , 𝑦 , 𝑧, |𝑥 − 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑦 − 𝑧|. 

• Pour tous réels  𝑥 et 𝑦  , |𝑥𝑦| ≤
𝑥2+𝑦²

2
 et |𝑥| ≤ √𝑥2 + 𝑦2 .  

• {
𝑛 ≤ 𝑥
𝑛 ∈ ℤ

⇒ 𝑛 ≤ ⌊𝑛⌋ ≤ 𝑥. 

• {
𝑛 > 𝑥
𝑛 ∈ ℤ

⇒ 𝑛 ≥ ⌊𝑥⌋ + 1. 

 

 

𝑦 = |𝑥| 

𝑦 = ⌊𝑥⌋ 


