Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée. Soit x un réel.
cos(x) = abscisse de M(x)
sin(x) = ordonnée de M(x)

tan(x) = SN _ ordonnée de T(x)six & {g + kn/k € Z}.

cos(x)
cos, sin et tan sont continues et dérivables sur leur domaine de
définition respectif et cos’ = —sin ,sin’ = cos

1
ettan’ = 1+ tan? =
cos

Propriétés algébriques. Soit 6 ,a et b des réels et k un entier relatif.
1. |sinB| <1letjcosB| <1
2. cos?0 +sin?0=1
3. cos(@ + km) = (—=1)*cosH et sin(f + kr) = (—1)*sind
4. cos(—0) = cosf et sin(—6) = —sin (0)
5. cos(m+ 6) = —cos@ et sin( + 8) = —sin (6)
6. cos(m—08) = —cos0 et sin(m — 0) = sin (6)
7. cos (g— 19) = sinf et sin (g— 0) = cos6
- : 8. cos (§+ 19) = —sinf et sin (§+ 0) = cos6
Etan : 9 {cos(a + b) = cos (a)cos (b) — sin (a)sin (b)
c : : o : : : : " Usin(a + b) = sin (a)cos(b) + sin (b)cos(a)
5 : : : ! {cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
: : : : 10. 4 . . ,
sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
’ 1 {cos(ZQ) = c0s?0 — sin%6 = 2cos?6 — 1 = 1 — 2sin’0
; ) sin(20) = 2sinBcosH
12. cosb=cosa<=3Ike€Z/b=a+2kmroub =—a+ 2kn
13. sinb=sinae 3ke€Z/b=a+2knoub=n—a+ 2kn
14. tan(b) = tan(a) @ ilexistek € Ztq: b=a+ kn
15. tan(@ + km) = tan (0) dés que tan (0) existe.
16. tan(—60) = —tan6 dés que tan ()existe.
20 1 N .
17. 1+ tan“f = w0570 dés que tan (0)existe.
_ tan(a)+tan(b) R .
18. tan(a +b) = T tan(a) tan() dés que tan(a), tan(b) et tan(a + b)existent .
_ _ tan(a)-tan (b) . _ .
19. tan(a —b) = Trtan @tan @) 5 tan(a), tan(b) et tan(a — b)existent .
_ 2tan(a) ., .
20. tan(2a) = Ttan @) dés que tan(a) et tan(2a)existent.
21. tan (9 + g) = ﬁ dés que tan(f) et tan (9 + g)existent.
22. tan (g — 9) = ﬁ dés que tan(f) et tan (g — H)existent.
Limites usuelles-Inégalités usuelles.
. sin(x) . tan(x) cos(x) —1 1
1m =1 ) llm =1 , 1’1’172 = ——
x—0 X x—-0 X x—-0 X 2
T 3 x?
Vx € R, [sin(x)| < |x| , Vx € [O;E],x 3 <sin(x) <xetl-— > <cos(x) < 1.
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Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée.

T T
1. Arcsin est la bijection réciproque de sin, :<[_E’E] - [_1’1]>.
X - sin(x)
[0,7] - [-1, 1])

2. Arccos est |a bijection réciprogue de cos : ( A cos(x)

Arctan est la bijection réciproque de tan, : (

x - tan(x) )

vy € [—1;1], Arcsin(y)est I'unique réel de [—— —] dont le sinus vaut y et Arccos(y)est I'unique réel de [0, ] dont le cosinus vaut y.

Vy € R, Arctan(y)est I'unique réel de ] — ;,; [ dont la tangente vaut y.

Arctan est continue et dérivable sur R et Vx € R, Arctan’(x) = o7

Arcsin et Arccos sont continues sur [-1 ;1] mais dérivables uniquement sur ] — 1; 1[ et Vx €] — 1; 1[, Arsin’(x) = \/;7 et Arccos'(x) = —

1-x2

Propriétés algébriques.
1. Arcsin(a) = Arcsin(b)<a = b & Arccos(a) = Arccos(b).
2. Arctan(a) = Arctan(b)<a =b.

impossible sia & [—1;1]

tqkeZ
impossiblesia & [—1;1]

tqk €Z
tan(b) = a & Ik € Z/b = Arctan(a) + kr

Vx € R, Arctan(—x) = —Arctan(x).
Vx € [-1;1], cos(Arccos(x)) = x et sin(Arcsin(x)) = x.
Vx € R, tan (Arctan(x)) = x.

T

10. Arcsin(sin(x))=x © x € [—%;;]-

11. Arccos(cos(x)) = x & x € [0; «].
12. Arctan(tan(x)) =x © x € ]—_ E[

e NOW

Vx € [—1; 1], Arcsin(—x) = —Arcsin(x) et Arccos(—x) = m — Arccos(x).

3. cos(b) =ae b= Arccos(a) + 2km oub = —Arccos(a) + 2km sia € [—1;1]

4. sin(b) =a © {b = Arcsin(a) + 2knw oub = w — Arcsin(a) + 2km sia € [—1;1]

z 272
P 13. vx € [—1;1], Arcsin(x) + Arccos(x) =
Tl.'
-six>0
7 14. Vx € R*, Arctan(x) + Arctan (l) z
T_y» x —=s5ix<0
27 o
s 15. vx € [—1;1],cos (Arcsin(x)) = sin (Arccos(x)) = \/——xz
5 U5 3
J6 'b 1 . ; \/é : . - | 16. Vx ER, cos(Arctan(x)) _et sin (Arctan(x)) = 1+x2, .
V3 17. vx €]-11], tan(Arcsm(x)) = —ﬁ WVx € [—1,11\{03,
tan(Arccos(x)) = i,
°o-r
2

Limites usuelles
Arcsin(x)
m —_— =

x-0 X
Arctan(x)
m————-—=

x—-0 X
x—-0 X

x-1 x—1

Arccos(x)
-1 x—1

Arccos(x) —%

Arcsin(x) — g




Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée.
In est la primitive de (x - i) sur R™ qui vérifie In(1) = 0.

exp est la bijection réciproque de In.
. Fx . In(x) x — pxin(a)
Soita € R**\{1}. log, estla fonctlon(x - —ln(a)) et exp, est (x »a¥=e ) .

In,exp, log,et exp, sont continues et dérivables sur leur domaine de définition et

1
+* 4 = — ! =
Vx € RY,In'(x) = p et log,'(x) (@) et

Vx € R,exp’(x) = e* et exp,' (x) = In (a)a*

0<ax<l1

0<ax<l1

a>1

Propriétés algébriques.
P gebriq Soit a € R*™\{1}.¥(x,y) € (R*)?,
v(x,y) € (R*)%Va €ER, loga(xy) = log,(x) +loga(y)
In(xy) = In(x) + In(y) log, () = loga(x) ~ log, ()
In (5) =In(x) —In(y) 1
; loga () = ~loga ()
In (a_c) =~In@) exp,(log,(x)) =x.
eln () =y,
Va €R, aln(x) = In(x*)ete®" ™) = x* Soit (a,b) € (R*"\{1})*.
v(x,y) ERLVa ER, V(x,y) € R?,
e*tY = e¥eY a*y = g*q¥ eta*V =L
e* X ayx
eV =— (ab)* =a*b¥et () =5
e_x _ l (ax)a — aax
ex log,(a®*) =x
(EX)DC = eax
In (e*) = x.

Limites usuelles-Inégalités usuelles.
In(1+t) _ ef-1

1. limlnﬂz 1letlim——=1etlim—=1 .
x-1 x—1 t—0 t t-0 t

2
VtZO,t—%Sln(1+t)Stetef2 1+¢ .
Soit @, 8,y des réels strictement positifs et a un réel strictement supérieur a 1. Alors,

B
lim (nG)7 _ 0, lim x“lln(x)lﬁ =0,
x—>+00 x% x—0+

. erx . a* . .
lim — = 4o (ou lim — = +00)et lim |x|%e¥* =0 (ou lim |x|%a*) = 0.
x—+oo X% x—+00 X% xX——00 x——00




n € N\{0,1} et n impair

n € N\{0,1}et n pair

A

Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée.
%thRﬂEN“QHJ=§€QaaER.

o f,(x) = x™ =[]k=1 x existe toujours

e f(x)=x"= HZ=1§ = xl—n existe si x # 0.

. f%: (x> x% = ¥/x) est la bijection réciproque de f,, sin est impair et de fn/R+si n

est pair. Si n impair, Y/x existe toujours, si n pair Vx existe sietssi x = 0.

o frx)=x"= xP définie selon les valeurs de p , q et x.

o f,(x) = x% = e" Mexiste sietssix > 0.

e f, est définie, continue et dérivable sur R et Vx € R, f,1 (x) = nx™ 1,

e f_, estdéfinie, continue et dérivable sur R* et Vx € R, f/,,(x) = —nx~ "1,

e Sin estimpair alors f1 est définie, continue sur R et dérivable sur R* et Vx €

n

RAG) =t
e Sin gst pair alors f1 est définie, continue sur R* et dérivable sur R** et Vx €
n
R (0 = 0,
o fy estndéfinie, continue et dérivable sur R** et Vx € R**, fir (x) = ax® 1.

e Une primitive de f, sur R** est (x - ﬁx““) sia = —1let(x In(x))sia=
_j

Propriétés algébriques.
1. Soitr et s entiers,rationnelles ou réels et (x,y) € R%. Dés que tous les
objets de la formule existent, alors la formule est vraie :

X7 X xS =xT+s (xS = xS
1 _
Pl ()" =x"y"
X' _ s (E)r _x
x5 x y - yr
2. Six > 0alorsx® = en(®,
. . s _ a’c-b?
3. Sia,b,c sont stritement positif's ,alors ac—b = PN
Limites usuelles.
Osia<O0 +oosia<0

1. lirp x*={ 1sia=0 etlilr(l)x“= 1sia=0

—+00 . — .

x +oosia>0 ~ Osia>0

. *—1 . . (1+)%*-1 . *—q% _
2. limZ =a ie. llmL= a et limT—% = ga®1

x—-1 x—1 t—0 t x-a X—a
3. Soita, B,y des réels strictement positifs et a un réel strictement supérieur a 1.

. 1 B . . vx
Alors, lim %z 0, lim x*|In(x)|# =0, lim & = 4o
xX—+400 X x-0+ x—>+00 x%

x
(ou lim a—a = +00) et lim |x|%e¥™ =0 (ou lim |x|*a*) =0.
xX—+00 X X——00 X—o—00




Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée.

Soit x € R. ch(x) = et sh(x) = ex_ze_x

sh et ch sont définies, continues et dérivables sur Ret ch’ = shetsh’' = ch.

sh est bijective de Rsur R et Vx € R,sh™1(x) = ln(x + \/m

et sh™! est dérivable sur Ret Vx € R, (sh™)'(x) = \/%

chm_+(= chy) est bijective de R* sur [1; +oo[ et Vx € [1;+oo[, ch|_1(x) =In(x + m

eX+e™*

et ch|_1 est dérivable sur |1; +oo[ et Vx €]1; +oo[, (ch|_1)’(x) = \/%

Propriétés algébriques. Soit a, b et x réels.
ch?(x) —sh*(x) = 1
ch(—x) = ch(x) et sh(—x) = —sh (x)
{ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh (a)sh (b)
sh(a + b) = sh (a)ch(b) + sh (b)ch(a)
ch(2a) = 2ch*(a) — 1 = 1 + 2sh*(a) = ch*(a) + sh*(a)
sh(2a) = 2ch(a)sh(a)
1+e%= 2ch(§)e% et 1—e%= —ZSh(g)eg .
sh(a) =sh(b) ®a=0»b
ch(a) =ch(b) ®a==b
y=sh(x) ox=In(y+.,y2+1)
10. y = ch(x) @{x = (7 =1)siy 21

impossiblesiy <1

W eN O VR W NPE

Limites usuelles-Inégalités usuelles.

1. lim20—q | gp @1
x-0 X x=0 X 2
2. Vx€eR ch(x)=1 et ch(x) > |sh(x)| = |x].
. ch(x) _ . x*
3. lim =1et

m ——=
x—+00 Sh(x) x—+00 Sh(x)




y = |x|

4

Définition — Continuité — Dérivabilité - Fonction dérivée.

i x >
Soitx € R. |x|={XSL,X_0
—xsix<0

et |x] € Zet vérifie: |x]<x<|x]+1.
La fonction V valeur absolue est définie et continue sur R mais n’est dérivable que sur R* et
Vx>0,V'(x)=1letvx>0,V'(x)=-1.
La fonction E partie entiére est définie sur R, mais continue et dérivable sur R\Z et
Vx € R\ZE'(x) = 0.

Propriétés algébriques. Soit a, x et y réels.
o |x| =max(x;—x) = \/;

e Pourtous réels x et y, |x — y| est la distance entre x et y.
. |x|
xy| = |x et siy # 0.alors |f| =—
lxyl = |x|lyl y il
e Pourtous a € R* réel, t et xyréels,
{x eR/|x| <a}=[—a;a]

[t —xol < asietssit € [xg—a;xg+ a
0 0 0

e Pourtous réels x et y, (|x| = |y| sietssix = y oux = —y)
_ k<x<k+1
°k_li®{ kez

. x=|x]ox€Z
e Sin€Zalors|x+n]=|x]+n.

2N

A0

A

Inégalités
e pour tous réels x et y, ||x| - |y|| <lxxyl < x|+ Iyl
e Pourtousréels x,y,z, |x —y| < |x—2z|+ |y —z|.

, x2+y? 7 3
e Pourtousréels xety ,|xy| < et [x] < /x?+y2.

n<x
= < <
. {neZ:n_[nJ_x.
{n>x

nez

>n>|x]+ 1.




