Corrige Dérivees niemes.
Ex 1 Soit a, b, c et d constantes réelles et a non nulle. Justifier I'existence et calculer la dérivée n'®™e de chacune des fonctions
suivantes sur un domaine a préciser :

1) f . (x N cx+d)'

ax+b

[4 bc
cx+d _ glax+b)+d—r- _q 1

b . . . P
f est declasse C® sur Df = IR\{—;} car f est constituée de fonctions de classe C® sur leur propre domaine de définition.
ez

f(x) = ax+b ax+b a ax+b’ n
1
Donc, Vn e. Vx € Df, f(")(x) — [d ] n (=1D)"n!

(ax+b)nt1’
1
2) f: (x = x3+2x2—x—2)'

f estdeclasse C® sur Df = R\{1, —1, —2} car f est constituée de fonctions de classe C® sur leur propre domaine de
définition.
1 _ 1 _ 1 _ 1

vx € Df,f(x) = x342x2-x-2  (x2-Dx+2(x2-1)  (x2-1)(x+2)  (x—1)(x+1)(x+2)
o _ 1 A B c
trois réels A,B et C tels que Vx € R\{1,—-1,-2}, f(x) = DG DGTD a1 + ey + e Alors,
1 B(x 1) . C(x— 1) 1

1
vx € R\{1,-1,-2},(x — 1)f(x) = DD =A+ -+~ Dbonc, A= llm(x -Df(x) = qum --De

.Je décompose f(x) en éléments simples. Il existe

méme,
B = hm (x +1Df(x) = 11

1 1 1

1 .
M De - 2t ¢= xlirflz(x + 2)f(x) 11, S G+ DGE-1) 3

1 1 1 1 1 1 ©

A|n5|, Vx € R{1, —1,2},f(x) = DG G) s zen T3 (x+2) .Comme a, b et csontdeclasse C* sur Df,vn €
—— —— ——
a(x) b(x) c(x)

N,Vx € Df, f™(x) = 2a™ (x) = 2™ (x) + §c<n>(x). or,a(x) = H(x — 1), b(x) = H(x + 1) et c(x) = H(x + 2) donc,
a®(x)=HM(x -1),b™(x) = HV(x + 1) et ¢™(x) = H™(x + 2) avec H®(x) = !

xn+1 C
.. ) =l (-)™n! 1 (= 1)"n! 1 (-1)"n!
Ainsi, Vn € N,Vx € Df, f'(x) s 2o T3t

3) f(x) = (3x? — x + 5)sin (xV3)e*

af:(x e 555)

5) f: (x » sin3(x) + cos3(x))

f estdeclasse C® sur Df = R car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de On linéarise.

sin®(x) + cos3(x) = _Lgi(e"" —e )3 +§(eix + e )3

sin®(x) + cos3(x) = _%i(e&"‘ — 3e¥ 4 3¢ — ¢73i¥) +%(e3ix + 3e¥¥ 4 37 + ¢73M%)

sin®(x) + cos3(x) = _%i (2isin(3x) — 6isin(x)) + %(2 cos(3x) + 6cos (x)) = i[cos(3x) + 3 cos(x) — sin(3x) + 3sin(x)]
Donc, Vn € N,Vx € IR{,f(")(x) = %[3" cos (3x + ng) — 3™sin (3x + ng) + 3cos (x + n%) + 3sin (x + ng)]

6) f : (x » (4x? — 3x + 1)sin?(x)) (expression sous la forme H(x) + P(x)sin(2x) + Q(x)cos(2x) ou H, P et Q polynomiales)

. 3 g )

7)f: (x = x" e” | puis calculer " (0).
=a(x) =b(x)

8) f est de classe C* sur R comme produit de telles fonctions.

FO6 = T () 40D = T () g3 = T () xrrankess

(n—k)!
2 2
(n) — 1 n— k 3x (n) _ \n 1 n n—kan-k _ .| n 020 _ ]
f(x) roo k! ( ) (3x) .Donc, f(0) = =0k. (k) 0" "3 n! (n) 0°3 nl.
Remarque : f(x) = x™| XF_, (3;) +o(xP) | =30 o TR x**" + o(xP*™). Donc, comme TY s’applique a f a tout ordre en 0, le
k 0
polynéme de Taylor de f en 0 de rang n + p est By, (x) = k 0 il x**" et celui de rang n est P, (x) = i—!x" =x"

.y n 2
Ex 2 Soit n € N. Calculer de deux maniéres la dérivée n®*™ de f: (x ~ x2™). En déduire Y r_, (k) .

Ex 3 Soit f € C*(R*",R) . VneN’, on définit g, par:Vx > 0, g,(x) = x™1 f (l)

Justifier que g,, € D™(R*" ,R) et montrer ,par récurrence sur n, que :Vx > 0, g(”)( x) = (n1+)1 f(”)( )
Application : déterminer la dérivée n®m de (x— x™ 1in(x))

vneN", on définit g, par:Vx >0, g,(x) =x™1 f (i) Comme f € C®(R*",R) et (x - %) € C*°(R*,R) etVx > 0,% >
0, (x - f(l)> € C*(R*",R) . De plus (x » x™* 1) € C*(R*",R). Ainsi, g, € C*(R*",R).

xnt+1

Posons Hy: "Vx > 0, g™ (x) = & il f(n)()



1
Initialisation : Vx > 0, g;(x) = f (3), donc g1 (x) = —i ’(1) i) f(l)( ) Donc H; est vraie.

x1+1

Propagation : soit neN". Je suppose que H, est vraie. Alors vx > 0,9 (x) = cu —f ( ) = (—1)"x~ (DM G)

xnti1

or, Vx > 0, gp4,(x) = xFD-1 £ (;) = xg, (x). Alors Leibniz assure que :

g @ = (1) @) gITT ) = xgl @ + i+ DR @)
=0 pour k=2

- - 1) , D" - 1)

= x| Dt D)0 () 4 T (= 5) 100 ()] + 4 DA ()
=)™ (n+1) 1) , (=t 1 (-n"

- e i (3) 4 S22 0 (3)+ 0 D 00
( 1)n+1

T xmt2 f(n+1) (x)

Donc si H,, est vraie alors H,,, ; est vraie.

CCL: le théoréme de récurrence assure que VneN™ H, est vraie.

Application : déterminer la dérivée n*m de ¢@: (x— x™ 1in(x)) Vx > 0, p(x) = —x"1 ln( ) Alors, d’aprés ce qui précede,
_ n_q\yn—-1 — -
comme In est de classe C®sur R*", ¢ I'est aussi et Vx > 0, @™ (x) = n1+)1 In™ (x) = (xn1+)1 = (1)5111 %= (nxl)!'
x

q 1
Ex 4 Soit f: (x Hﬁ).

a) Justifier que f est de classe C* sur R.
b) Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n*™ de f peut se mettre sous la forme :
P, N q . .
f™x) = n—(x)+1 , ou P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre B,", B, et P, ?
(1+x2)"'2
c) Déterminer et démontrer (conjecture puis récurrence) le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de P, .

= —e1l-x
1-x

a) lustifier que f est de classe C* sur R\{1}.
b) Montrer que pour tout entier n>1, la dérivée n*™ de f peut se mettre sous la forme :

R\{1} - R
Ex5$oitf:<x 1 ;)

1
f™x) =B, (ﬁ) ei-x ,ou P, est une fonction polynomiale. Donner une relation entre B, (t), B,(t)et P, (t) .
c) Déterminer, par conjecture puis récurrence , le degré et le coefficient dominant de B, .
d) Montrer que f est solution de : (1 — x)?y’ = (2 — x)y.
e) En déduire que :¥n € N, Vt € R*, P, (t) = [(2n + 1)t + t2]P,(t) — n?t*P,_,(¢).
a) f estde classe C* sur Df = R\{1} car f est constituée de fonctions de classe C* sur leur propre domaine de définition.

1
b) H(n): " il existe P, fonction polynomiale telle que Vx € Df, f™(x) = P, (i) el ™ = Pn(u(x))e“(") = B,(t)et".
u(x) =Lx t:ﬁ
1
Initialisation : Vx € Df, f(x) = ﬁeﬁ = u(x)et®@ = Po(u(x))e“(x) = P,(t)et avec Py(t) =t, P, polynomiale.
u(x):ﬁ t=$

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose H(n) vraie.
Alors il existe P, fonction polynomiale telle que Vx € Df, f ™ (x) = P, (u(x))eu(x).

1
u(x)= =u=g—

Donc f ™V (x) = (x) =u'(x)P, (u(x))eu(x) + Py (u()u' (x)e*™ = (1_1x)2 [Pn’ (1_ ) + B, (1 x)] e%"
f) = u(x)Z[P () + P (u(x))]e™. Posons Py () = [Py () + P (B)].

1
Alors P, est polynomiale comme somme et produit de fonctions polynomiales et Vx € Df, f(”“) (x)= [Pn+1 (11x)] e' .

Ainsi, H(n + 1) vraie dés que H(n) vraie.

CCL:Vn € N, H(n) vraie par le théoréme de récurrence simple.

)Vt ER,Py(t) = tetVn, P, (t) = t?[Bi(t) + P,(t)]. Donc Py (t) = t2(1 +t) = t3 + ¢%,P,(t) = t2(3t2 + 2t + t3 + t?) =

5+ 4t + 263 .

Conjecture : "B, (t) = t?™1 + Q,(t) avec deg(Q,(t)) < 2n": H(n).

Initialisation : H(0) est vraie.

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose H(n) vraie

Alors, P, (t) = t2™1 + Q,(t) avec deg(Q, (1)) < 2n.

Dong, P,.1(t) = t3[(2n + Dt + Q,,'(t) +t2™1 + Q,(t) ] = t2™*3 + [(2n + D22 + 2Q,, () + t2Q, ()]
=Qn+1(t)

Poi1(t) = t743 + Qny1 (t) et deg (£2Q,(t) + t7Q,()) < deg (£7Q,(t)) < 2 + 2n donc deg (@41 (1)) < 2n + 2.

Ainsi, H(n + 1) vraie dés que H(n) vraie.




CCL:Vn € N, H(n) vraie par le théoréme de récurrence simple.

RQUE : P, (t) = t*[B,(t) + P,(t)]. CommeB, # 0 car f n’est pas polynomiale, deg(P;) < deg (B,) et par
conséquent, deg(P;(t) + P,(t)) = deg (P,(t)) donc deg(Ppy1(t)) = de g(t2P,(t)) = 2 + deg (B,(1)).

Posons d,, = deg (P,(t)).Alorsd,,, = 2 + d,, doncla suite (dy) est arithmétique DoncVn,d, =dy+2n =1+ 2n.

1
_ 2 — _ 2 X = X = 1-x = —
d) vx € Df uf (X) (1 X) [(1 x)? + (1- x)3] ei-x [1 + (1- x)] ei-x [(1 x)] et uf(x) '
a(x) b(x)
e) a et b étant aussi de classe C™ sur Df, Leibniz assure que Vx € Df,Vx € N,

[ (Z) a® )P =3, (Z) b (x) f ™) (x). Alors comme Vk = 3,a®(x) = 0 et Vk > 2,b® (x) = 0.
(5) 2@ F @ + (1) a@f e +(3) @@ P 60 = (5) bOF W) + (7) bY@
(1 =02 f ™D () + 2n(x — DFO @) + 222D (@) = 2 = 0)f ™ () — nf "D (x)

A —x) ™V + 2nlx —1) +x — Z)f(”)(x) +n2f- 1)(x) =0.
Alors, (1 — x)2P, 44 (Lx) = + (2n(x —1)+x —2)P, ( ! ) X pn?p (11x) eﬁ =0.
Donc, (1 — x)? Pn+1( )+(2n(x—1)+(x—1)—1)P ( )+n2Pn 1(1 x) =0.

2
Alors, en posant t = i, 1—x= ;et teER et (;) P, (t) + (Zn( ) +-— )Pn(t) + n?P,_1(t) = 0.
Ainsi, Vn € N, YVt € R*, P,.1(t) = [(2n + 1)t + t2]P,(t) — n*t*P,_,(t).

Ex 6 Soit (E): x?y" + 4xy’ + 2y = sin (x) Soit g une solution de (E) sur R de classe C*.
1) Démontrer que: Vn € N,vx € R, x2g™2(x) + 2n + xg™*V(x) + (n? + 3n + 2)g™ (x) = sin (x + ng)
2) En déduire le polyndme de Taylorde g en 0 derangn tqn € N .
3) Résoudre (E) sur R** en posant 8(x) = x*y(x) . Faites de méme sur R™* .
4) En déduire g et retrouver la valeur de g’(0) .

Ex 7 Trouver une relation entre Arctan™t?), Arctan™tVet Arctan™.

Ex 8 Soit f(x) = = x2
1. Calculer le plus efficacement possible £ (0).
2. Soitn e N. Déterminer ™ (x) pour |x| # 1.
1L f)=—FS=x[14+x>+x*+x5+ -+ x2" +0p(x?™)] = x + x> + x° + x7 + -+ + x®™* + 0, (x*"*1). Comme f est

de cIasse C°° sur Df = R\{1,—1}, TY s’applique afen 0 et Py, q(x)x + x> + x5 + x7 + --- + x?™*1 est le polynéme de
f(n>(o) {1 sin est impair
0 sin est pair *

Taylor en 0 de rang 2n + 1 de la fonction f. J'en déduis que

Ainsi, £ (0) = {

n! sinest impair
0 si n est pair

X 1 1 1 1 1 1
2. Décomposons f(x) = —— en élément simples. Vx € Df, f(x) = m > [ﬁ — E] =3 [—; - E]
) _1 [_ (-1)™n! (= 1)"n! ]= (-)"t1in [ 1 ]
Alorsvn €N, Vx € Df, f (x) =3 )T T Gy > oo T Gl
Ex 9
x?
1-— - Six < 0
A) Montrer que la fonction :f:| x = 4§ ,_ . est de classe C3 sur R mais n'est pas de 4 fois dérivable sur R .
m six=0
x™In(x)six >0

B) Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x - { ) . Montrer que f est de classe C"~! mais pas n-fois

O0six=0
dérivable sur R*et vk € [0,n — 1], f*)(0) = 0 . Que peut-on en conclure sur les ensembles D™ (R,R) et C*~%(R,R) ?

C) Soit n un entier naturel. Montrer que la fonction :f: (x - {x,?JrlSl;;x<>0 0) est de classe C™ sur R mais que f"*1(0)
n’existe pas. -

gx)six <0
A) Posons g(x) =1 ——et h(x) = 2(1+x2) et f: (x H{ 1six=0 )

h(x)six >0
Adaptons le critére de classe C3 2 f.

e g ethsontde classe C*sur respectivement R™*et R™™ . Par conséquent, f est de classe C*sur respectivement
R*et R**.Etvn € N,vx < 0, f™(x) = g™ (x) et vx > 0, f™(x) = h™W (x).
En particulier,
Vx<0,f'(x)=g9"(x) =—x,f"(x) =g"(x) =—1et f"’(x) =g"(x)=0=g"x) = f™(x) pourn>3.Et,

3x2-1 —12x(x2-1)

V> 0,00 = K'() = gz () = W00 = S 100 = W0 = “ e et fO(0) = gD () =
12(5x*-10x2+1)
(x2+1)5



» JigoC)=1=lim h. » g "6 = 1= lig, hG)

. ’ — 1= i ’ : "r — — 1; "r
* limg'(x)=-1= lim h'(x) e lim g"(x) =0=limh"(x)
O0six<0
Le critére de classe C3 assure que f est de classe C3 sur Ret f"":| x » _12x8(25_117)c =0 '
(XZT six>0

Montrons gue f’'' n’est pas dérivable en 0 :

e gt eN_ ln _ 2_
Vi < 0,7(x) = OO _ g op vy > 0,7(x) = L@STO _ Z1267-1) 0 lim 7(x) = Oet lim 7(x) = 12.
xX— X

x—0 x—0 (xZ2+1)*
n’est pas dérivable en 0 et par conséquent, f n'est pas de 4 fois dérivable sur R.
x™In(x)six >0
O0six=0
Posons g(x) = x" w . g estde classe C* sur R** car constituée de fonctions de classe C% sur

u(x) v(x)

Leur propre domaine de définition et d’aprés Leibniz, g® (x) = ¥P_, (Z) u® ()v®0 (x)
9P () = ¥P_, (Z) 1O ()@ (x) + u® (x)v @ (x)

) _ yr-1(P\_n n—k CDPE1(p—f—1) n! n—p
g x) =X (k) (n_k)!x >k +(n_p)!x In (x)

gP ) =3h, (i) (—D)P*1(p—k — Dx™P +—x"PIn(x)

(n—p)!
) _ p-1 D! _1\p-k-1n-k-1)! n! n-p
gr(x) = [Zk:o(p—k)!k!( D (n—k)! + (n—p)!ln(x)]x

_ —k—1 wp-1 DF n! - _ —p s ‘

gPx) = [p! (Gl ) Lt Y s oot (n_p)lln(x)] x"P =[A, + B, In(x)]x"P ot 4, et B, sont réels.

gP (x) = Ap x™P + B,x™"P In(x) ou A, et B, sont réels.

Si0 <p <nalors lin(l) x™P In(x) = 0 etdonc, lin& g® (x) = 0. Alors le critére de classe C" 'assure que f est de classe C™~1
X X

n-p n-p -
sur R** et F®: (x o {Ap x + Bpx. In(x) six >0 _
O0six=0

Par contre, g™ (x) = 4, + B, In(x) donc lirré g™ (x) = +oo. Alors le critére de dérivabilité assure que f @1 n’est pas
xX—

nr

J’en déduis que f

B) Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x = { ) Montrer que f est de classe ™! mais pas n-fois ;

dérivable en 0 et Cf™~1 a une tangente verticale en 0.
f est continue en 0

f estde classe C™ au moins sur R\{0}
Vk € [1,n], lim £®(x) existe et est finie
xX#0

C) Appliquons le critére de classe C™ : f est de classe C™ sur R des que

Posons g: (x = x" et w: (x = 0).
. lirr(l) gx)=0=f(0) = lirr(l) w(x). Donc, f est continue en 0.
X— X—

e getwsontdeclasse C* sur R donc f est de classe C"sur R\{0} et Vx > 0,Vk € N,

|
® g®(x)six >0 ﬂxnﬂ—kﬂ- x>0
) = w(")(x)six<0= (n+1-k)! .
0six<0
e Vke[1,n], lirr(} g® (%) = 0= lirra w® (x) . Donc, lim £® (x) existe , est finie car nulle.
o car n-rll—k>0 = x:o

Y'en conclus que f est de classe C™ sur R. En particulier f ™ est contiue sur R. De plus, f ™ est dérivable au moins sur R\{0}

et vVx € R\{0}, f™*V(x) = {(n —BB !xsix0> O.Donc, lim D@ =m+1)! 0= lim £ (x). Le critére de

x>0 x<0
(M) () _ £() M) (4 — (M)
dérivabilité assure alors que Li%% =(n+1! #0= }cigé %. Donc f™n’est pas dérivable en 0.
x>0 x<0

Autrement dit, f ™+ (0) n’existe pas.






