
Questions de cours sur les équations différentielles. 
 
Théorème fondamental (𝑻𝑭𝒆𝒅𝒍)de résolution d’une équation différentielle linéaire: Si 𝑓0 est une solution particulière 
de (𝐸) alors les solutions de (𝐸) sur 𝐽 sont toutes les fonctions de la forme 𝑓0 + 𝜑 où 𝜑 est solution de (𝐸𝐻) sur 𝐽 .  
Démo : Considérons 𝑙’ équation différentielle linéaire d’ordre 𝑛 suivante : (𝐸): 𝛼𝑛(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑛−1) +⋯ .+𝛼1(𝑥)𝑦′ + 𝛼0(𝑥)𝑦 =
𝛾(𝑥) 
où 𝛼𝑛, 𝛼𝑛−1, … , 𝛼0, 𝛾 sont des fonctions connues , définies et continues sur un même intervalle 𝐽 de ℝ et à valeurs dans 𝐾(= ℝ 𝑜𝑢 ℂ). 

Soit (𝐸𝐻): 𝛼𝑛(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑛−1) +⋯ .+𝛼1(𝑥)𝑦′ + 𝛼0(𝑥)𝑦 = 0 l’équation homogène associée à (𝐸). 
 

Supposons que (𝐸) admette une solution 𝑓0 sur 𝐽.  
Soit 𝑓une fonction définie et 𝑛 -fois dérivable sur 𝐽 à valeurs dans 𝐾.  
Montrer que 𝑓 est une solution de (𝐸) sur J sietssi il existe 𝜑 une solution de (𝐸𝐻) sur 𝐽 telle que 𝑓 = 𝑓0 +  𝜑.  
Si une telle 𝜑 existe alors nécessairement 𝜑 =  𝑓 − 𝑓0. 
Posons donc 𝜑 =  𝑓 − 𝑓0 . Il faut alors montrer que 𝑓 est une solution de (𝐸) sur 𝐽 sietssi 𝜑 est une solution de (𝐸𝐻) sur 𝐽 . 
Comme 𝑓0 𝑒𝑡 𝑓 sont  définies et 𝑛 -fois dérivables sur 𝐽 à valeurs dans 𝐾, 𝜑 l’est aussi et ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑓(𝑘) = 𝑓0

(𝑘) + 𝜑(𝑘). Alors, 
 𝑓 est une solution de (𝐸) sur 𝐽  
sietssi 𝛼𝑛(𝑥)𝑓(𝑛)(𝑥) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝑓(𝑛−1)(𝑥) +⋯ .+𝛼1(𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝛼0(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝛾(𝑥) 
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐽, 𝛼𝑛(𝑥)[𝑓0

(𝑛)(𝑥) + 𝜑(𝑛)(𝑥) ] + 𝛼𝑛−1(𝑥)[𝑓0
(𝑛−1)(𝑥) + 𝜑(𝑛−1)(𝑥) ] + ⋯ .+𝛼1(𝑥)[𝑓0

′(𝑥) + 𝜑′(𝑥) ] + 𝛼0(𝑥)[𝑓0(𝑥) +  𝜑(𝑥) ] =
𝛾(𝑥) 

sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐽,  [𝛼𝑛(𝑥)𝑓0
(𝑛)(𝑥) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝑓0

(𝑛−1)(𝑥) + ⋯+ 𝛼1(𝑥)𝑓0
′(𝑥) + 𝛼0(𝑥)𝑓0(𝑥)⏟                                            

=𝛾(𝑥) 𝑐𝑎𝑟 𝑓0 est solution de (E)sur J 

] + [𝛼𝑛(𝑥)𝜑
(𝑛)(𝑥) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝜑

(𝑛−1)(𝑥) + ⋯+

 𝛼1(𝑥) 𝜑
′(𝑥)  + 𝛼0(𝑥) 𝜑(𝑥)] = 𝛾(𝑥) 

sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐽, 𝛾(𝑥) + [𝛼𝑛(𝑥)𝜑(𝑛)(𝑥) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝜑(𝑛−1)(𝑥) +⋯+ 𝛼1(𝑥) 𝜑′(𝑥)  + 𝛼0(𝑥) 𝜑(𝑥)] = 𝛾(𝑥) 
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐽, [𝛼𝑛(𝑥)𝜑(𝑛)(𝑥) + 𝛼𝑛−1(𝑥)𝜑(𝑛−1)(𝑥) + ⋯+ 𝛼1(𝑥) 𝜑′(𝑥)  + 𝛼0(𝑥) 𝜑(𝑥)] = 0 
sietssi 𝜑 est solution de (𝐸𝐻)sur 𝐽.  
Ainsi, les solutions de (𝐸) sur 𝐽 sont toutes les fonctions de la forme 𝑓0 + 𝜑 où 𝜑 est solution de (𝐸𝐻) sur 𝐽. 
On écrit alors 𝑆𝑜𝑙𝐽(𝐸) = { 𝑓0 + 𝜑/𝜑 ∈ 𝑆𝑜𝑙𝐽(𝐸𝐻)}. 
 
Théorème fondamental de résolution  de (𝑬𝑯) : (𝐸𝐻): 𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 0. Soit 𝐴 une primitive de 𝑎 sur 𝐼 . Alors les 
solutions de (𝐸𝐻) sur 𝐼 sont toutes les fonctions (𝑥 → 𝑘𝑒−𝐴(𝑥)) telles que 𝑘 ∈ 𝐾 , 𝑘 constante indépendante de 𝑥 . 
Démo : Soit (𝐸𝐻): 𝑦′ + 𝑎(𝑥)𝑦 = 0 où 𝑎 est continue sur l’intervalle 𝐼 et à valeurs dans 𝐾. 
Comme 𝑎 est continue sur l’intervalle 𝐼, la fonction 𝑎 admet une primitive 𝐴 sur 𝐼.  
Soit 𝑓 une fonction dérivable sur 𝐼 et à valeurs dans 𝐾. Posons ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑒𝐴(𝑥).  
Alors 𝑘 est une fonction dérivable sur 𝐼 et à valeurs dans 𝐾 et  

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) =⏟
𝑐𝑎𝑟 

 ∀𝑥∈𝐼,𝑒𝐴(𝑥).≠0

𝑘(𝑥)

𝑒𝐴(𝑥).
= 𝑘(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) et 𝑓′(𝑥) = 𝑘′(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) + 𝑘(𝑥)(−𝐴′(𝑥))𝑒−𝐴(𝑥) = 𝑘′(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) − 𝑘(𝑥)𝑎(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥).  

Alors,  
𝑓 solution de (𝐸𝐻) sur 𝐼  
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐼,  𝑓′(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑓(𝑥) = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐼,  𝑘′(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) − 𝑘(𝑥)𝑎(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) + 𝑎(𝑥)𝑘(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐼,  𝑘′(𝑥)𝑒−𝐴(𝑥) = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ 𝐼,  𝑘′(𝑥) = 0 
sietssi 𝑘 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 𝑙′𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑒 𝐼.  
 Ainsi,  les solutions de (𝐸𝐻) sur 𝐼 sont toutes les fonctions de la forme (𝑥 → 𝑘𝑒−𝐴(𝑥)) telles que 𝑘 ∈ 𝐾 ( 𝑘 constante indépendante de 𝑥 ).  
 
Théorème fondamental de résolution de (EH) :  
Soit (𝐸𝐻): 𝑎𝑦′′(𝑥) + 𝑏𝑦′(𝑥) + 𝑐𝑦(𝑥) = 0 où  𝑎 , 𝑏 𝑐  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 complexes ou réelles et 𝑎 non nulle.  
Soit (𝑒. 𝑐) : 𝑎𝑟² + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 appelée équation caractéristique de (𝐸𝐻) de discriminant . 
NB :  (𝑒. 𝑐 ) est donc une équation polynomiale de degré 2 à coefficients réels ou complexes d’inconnue 𝒓 réelle ou 
complexe) .  
A. Solutions complexes (cas où  𝒂, 𝒃, 𝒄 sont réels ou complexes et l’inconnue 𝒚 est à valeurs complexes). 

si 0,  notons 𝑟1 et  𝑟2 les deux solutions complexes distinctes de (𝑒. 𝑐) . Alors ,les solutions de (𝐸𝐻) sont toutes 

les fonctions de la forme ( ℝ → ℂ
𝑥 ↦ 𝑈𝑒𝑟1𝑥 + 𝑉𝑒𝑟2𝑥

)telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉  constantes complexes. 

 si =0,  notons 𝑟0 la seule solution  (double)  de (𝑒. 𝑐). Alors, les solutions de (𝐸𝐻) sont toutes les fonctions de la 

forme (
ℝ → ℂ

𝑥 ↦ (𝑈𝑥 + 𝑉)𝑒𝑟0𝑥
) telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 constantes complexes. 

B. Solutions réelles  ( cas où 𝒂, 𝒃 , 𝒄 sont des réels et l’inconnue 𝒚 est à valeurs réelles)  
si >0, notons 𝑟1 et  𝑟2 les deux solutions réelles de (𝑒. 𝑐). Alors ,les solutions (réelles) de (𝐸𝐻) sont toutes les 

fonctions de la forme    ( ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 𝑈𝑒𝑟1𝑥 + 𝑉𝑒𝑟2𝑥

) telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 constantes réelles . 

car 𝐼 est un 
intervalle 



si =0, notons 𝑟0 la seule solution  (double) de (𝑒. 𝑐). Alors, les solutions (réelles) de (𝐸𝐻) sont toutes les 

fonctions de la forme    (
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ (𝑈𝑥 + 𝑉)𝑒𝑟0𝑥
) telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 constantes réelles . 

si <0,  notons 𝑟 = 𝜌 + 𝑖𝜔 et 𝑟̅ = 𝜌 − 𝑖𝜔 (𝑜ù 𝜌 𝑒𝑡 𝜔  réels) les deux racines complexes non réelles conjuguées de 

(𝑒. 𝑐)  Alors ,les solutions(réelles)  de (𝐸𝐻) sont toutes les fonctions de la forme     (
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ (𝑈 cos(𝜔𝑥) + 𝑉 sin(𝜔𝑥))𝑒𝜌𝑥
) 

telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 constantes réelles. 
Démo du cas complexe :  
Soit (𝐸𝐻): 𝑎𝑦′′(𝑥) + 𝑏𝑦′(𝑥) + 𝑐𝑦(𝑥) = 0 où  𝑎 , 𝑏 𝑐  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 complexes et 𝑎 non nulle.  
Soit (𝑒. 𝑐) : 𝑎𝑟² + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 appelée équation caractéristique de (𝐸𝐻) de discriminant . 
Nous cherchons  toutes les fonctions 𝑓 de ℝ dans ℂ  , deux fois dérivables sur ℝ et qui vérifient (𝐸𝐻) i.e. telles que :  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝑓′′(𝑥) +
𝑏𝑓′(𝑥) + 𝑐𝑓(𝑥) = 0.  
Cherchons d’abord les fonctions de la forme 𝜑(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥  telles que 𝜆 constante complexe qui vérifient  (𝐸𝐻).  
Une telle fonction 𝜑: (𝑥 ↦ 𝑒𝜆𝑥) est deux fois dérivable sur ℝ et ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝜑′(𝑥) = λ𝑒𝜆𝑥 et  𝜑′′(𝑥) = λ²𝑒𝜆𝑥.  
𝜑: (𝑥 ↦ 𝑒𝜆𝑥) vérifie (𝐸𝐻) 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝜑′′(𝑥) + 𝑏𝜑′(𝑥) + 𝑐𝜑(𝑥) = 0  
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝜆2𝑒𝜆𝑥 + 𝑏λ𝑒𝜆𝑥 + c𝑒𝜆𝑥 = 0  
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑎𝜆2 + 𝑏λ + c = 0  
sietssi λ est solution de (𝑒. 𝑐).  
 Donc, les fonctions de la forme 𝜑(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥  telle que 𝜆 solution de (𝑒. 𝑐). sont  solutions de  (𝐸𝐻) et ce sont les seules solutions de la 
forme  (𝑥 ↦ 𝑒𝜆𝑥).  
Or (𝑒. 𝑐) admet toujours une solution complexe 𝑟 :  

o cette solution est unique et vaut 𝑟 = 𝑟0 lorsque ∆𝑒.𝑐= 0.  
o cette solution a deux valeurs possibles 𝑟 = 𝑟1 𝑜𝑢 𝑟 = 𝑟2 lorsque ∆𝑒.𝑐≠ 0. On prendra 𝑟 = 𝑟1.  

Désormais, 𝑟 est une solution de (𝑒. 𝑐) et par conséquent 𝜑𝑟: (𝑥 ↦ 𝑒𝑟𝑥) est une solution de (𝐸𝐻).  
Soit 𝑓 une fonction de ℝ dans ℂ  , deux fois dérivables sur ℝ.  
Posons ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑒−𝑟𝑥. Alors 𝑘 est une fonction deux fois dérivable sur 𝐼 et 
∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥)𝑒𝑟𝑥  = 𝑘(𝑥) 𝜑𝑟(𝑥)  et 𝑓′(𝑥) = 𝑘′(𝑥)𝑒𝑟𝑥 +𝑟𝑘(𝑥) 𝑒𝑟𝑥  et  𝑓′′(𝑥) = 𝑘′′(𝑥)𝑒𝑟𝑥  +2𝑟𝑘′(𝑥) 𝑒𝑟𝑥 + 𝑟²𝑘(𝑥) 𝑒𝑟𝑥.  
Alors,  
𝑓 solution de (𝐸𝐻) sur ℝ 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎𝑓′′(𝑥) + 𝑏𝑓′(𝑥) + 𝑐𝑓(𝑥) = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎[𝑘′′(𝑥)𝑒𝑟𝑥  +2𝑟𝑘′(𝑥) 𝑒𝑟𝑥 + 𝑟²𝑘(𝑥) 𝑒𝑟𝑥] + 𝑏[𝑘′(𝑥)𝑒𝑟𝑥  + 𝑟𝑘(𝑥) 𝑒𝑟𝑥 ] + c[𝑘(𝑥)𝑒𝑟𝑥] = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎[𝑘′′(𝑥) +2𝑟𝑘′(𝑥) + 𝑟2𝑘(𝑥)] + 𝑏[𝑘′(𝑥)  + 𝑟𝑘(𝑥)  ] + c[𝑘(𝑥)] = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎𝑘′′(𝑥) +(2𝑎𝑟 + 𝑏)𝑘′(𝑥) + (𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐⏟        

=0 𝑐𝑎𝑟 𝑟 est 
une solution 
de (𝑒.𝑐) 

)𝑘(𝑥) = 0 

sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎𝑘′′(𝑥) +(2𝑎𝑟 + 𝑏)𝑘′(𝑥) = 0 
 

• 1er cas  ∆𝒆.𝒄= 𝟎. Alors 𝑟 = 𝑟0 = −
𝑏

2𝑎
 et dans ce cas, 2𝑎𝑟 + 𝑏 = 0. Par conséquent,  

𝑓  solution de (𝐸𝐻) sur ℝ 
 sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎𝑘′′(𝑥) = 0 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑘′′(𝑥)  = 0 
sietssi  ∃𝑈 ∈ ℂ/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑘′(𝑥) = 𝛼 
sietssi  ∃𝑉 ∈ ℂ, ∃𝑈 ∈ ℂ/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑘(𝑥) = 𝑈𝑥 + 𝑉 
sietssi ∃(𝑈, 𝑉) ∈ ℂ²/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥) = (𝑈𝑥 + 𝑉)𝑒𝑟𝑥  =(𝑈𝑥 + 𝑉)𝑒𝑟0𝑥.  
 

• 2ème cas  ∆𝒆.𝒄≠ 𝟎. Alors 𝑟1 +  𝑟2 = −
𝑏

𝑎
 𝑒𝑡  𝑟1 ≠  𝑟2 donc  𝑟 = 𝑟1 ≠ −

𝑏

2𝑎
 (et 𝑟2 ≠ −

𝑏

2𝑎
 ) et dans ce cas, 2𝑎𝑟 + 𝑏 = 2𝑎𝑟1 + 𝑏 ≠ 0.  

Par conséquent,  
𝑓  solution de (𝐸𝐻) sur ℝ 
sietssi ∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑎𝑘′′(𝑥) + (2𝑎𝑟1 + 𝑏)𝑘′(𝑥) = 0 
sietssi   𝑘′ est solution de l’edl1 𝑎𝑦′ + (2𝑎𝑟1 + 𝑏)𝑦 = 0 

sietssi  ∃𝑢 ∈ ℂ/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑘′(𝑥) = 𝑢𝑒− 
2𝑎𝑟1+𝑏

𝑎
𝑥 

sietssi  ∃𝑣 ∈ ℂ, ∃𝑢 ∈ ℂ/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑘(𝑥) = 𝑢

−
2𝑎𝑟1+𝑏

𝑎

𝑒−
2𝑎𝑟1+𝑏

𝑎
𝑥 + 𝑣 =

−𝑢𝑎

2𝑎𝑟1+𝑏
𝑒
(−2𝑟1−

𝑏

𝑎
)𝑥
+ 𝑣 

sietssi ∃(𝑢, 𝑣) ∈ ℂ²/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥) = ( −𝑢𝑎

2𝑎𝑟1+𝑏
𝑒
(−2𝑟1−

𝑏

𝑎
)𝑥
+ 𝑣)𝑒𝑟1𝑥 =

−𝑢𝑎

2𝑎𝑟1+𝑏
𝑒
(−𝑟1−

𝑏

𝑎
)𝑥
+ 𝑣𝑒𝑟1𝑥 =⏟

𝑐𝑎𝑟 

 𝑟1+ 𝑟2=−
𝑏

𝑎

−𝑢𝑎

2𝑎𝑟1+𝑏
𝑒𝑟2𝑥 + 𝑣𝑒𝑟1𝑥.  

sietssi ∃(𝑈, 𝑉) ∈ ℂ²/∀𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥) = 𝑈𝑒𝑟1𝑥 + 𝑉𝑒𝑟2𝑥.   
 
Conclusion :  
si (𝑒.𝑐)0, alors en notant 𝑟1 et  𝑟2 les deux solutions complexes distinctes de (𝑒. 𝑐),les solutions de (𝐸𝐻) sont toutes les fonctions de 

la forme ( ℝ → ℂ
𝑥 ↦ 𝑈𝑒𝑟1𝑥 + 𝑉𝑒𝑟2𝑥

)telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉  constantes complexes. 

 si (𝑒.𝑐)=0, alors en notant 𝑟0 la seule solution  (double)  de (𝑒. 𝑐), les solutions de (𝐸𝐻) sont toutes les fonctions de la forme 

(
ℝ → ℂ

𝑥 ↦ (𝑈𝑥 + 𝑉)𝑒𝑟0𝑥
) telles que 𝑈 𝑒𝑡 𝑉 constantes complexes. 

 

en posant, 𝑈=𝑣 et 𝑉 = −𝑢𝑎

2𝑎𝑟1+𝑏
 en posant, 𝑣=𝑈 et 𝑢 = −𝑉(2𝑎𝑟1+𝑏)

𝑎
 

 

car ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥)𝑒𝑟𝑥 

car ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥)𝑒𝑟𝑥 

 

Cette étape n’est pas obligatoire… 



 
 


