
Questions de cours sur le calcul intégral 
Théorème fondamental du calcul intégral : Soit 𝑓 continue sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐼 et (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼².  

Pour tout primitive 𝐹 de 𝑓 sur 𝐼 , on a :  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) =⏞

𝑛𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛

[𝐹(𝑡)]𝑎
𝑏  . 

Démo : Soit 𝑓 continue sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐼 et (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼². 
Alors, d’après le théorème fondamental de l’intégration, 𝑓 admet une primitive 𝐹 sur cet intervalle 𝐼 et 𝐹𝑎: (𝑥 ↦ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎
) est la 

primitive de 𝑓 sur 𝐼 qui s’annule en a. 

Comme  𝐹  et  𝐹𝑎 sont deux primitives de 𝑓 sur un même intervalle 𝐼, il existe une constante 𝑐 telle que : ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝐹𝑎(𝑥) =⏞
∗∗

𝐹(𝑥) + 𝑐. 

Alors ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 =⏟
𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒𝑓°

𝑑𝑒  𝐹𝑎

𝐹𝑎(𝑏) =⏟
𝑐𝑎𝑟 

𝐹𝑎(𝑎)=0

𝐹𝑎(𝑏) − 𝐹𝑎(𝑎) =⏟
𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠

∗∗

(𝐹(𝑏) + 𝑐) − (𝐹(𝑎) + 𝑐) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎).  

Théorème d’intégration par parties (IPP) : Soit 𝑢 𝑒𝑡 𝑣 deux fonctions de classe  𝐶1 sur 𝑢𝑛 intervalle I et (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼².  Alors,  

∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]𝑎

𝑏 − ∫ 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 . 

Démo : Soit 𝑢 𝑒𝑡 𝑣 deux fonctions de classe  𝐶1 sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐼 et (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼².   
Alors 𝑢’ et 𝑣’ sont continues sur 𝐼 ; de plus,  𝑢 et 𝑣 étant dérivables sur 𝐼 , et 𝑣 sont aussi continues sur 𝐼. Par conséquent,  𝑢′𝑣,

𝑢𝑣′𝑒𝑡 𝑢′𝑣 +  𝑢𝑣′ sont continues sur 𝐼. De surcroit, (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ ;  
Alors, 𝑢𝑣 est une primitive de la fonction continue 𝑢′𝑣 +  𝑢𝑣′sur l’intervalle 𝐼.  Donc le théorème fondamental du calcul intégral assure 

que ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎
[𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]𝑎

𝑏 . Comme ,  𝑢′𝑣 𝑒𝑡  𝑢𝑣′sont continues sur 𝐼, la linéarité de l’opérateur intégral assure que , 

 ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎 ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
.  

Ainsi, ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]𝑎

𝑏 .  Et finalement, ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]𝑎

𝑏 − ∫ 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 . 

NB : 𝑢 𝑒𝑡 𝑣 jouent le même rôle : on a aussi ∫ 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]𝑎

𝑏 − ∫ 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 . 

 

Théorème de changement de variables (CV) :  
Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐽 et 𝜑 une fonction réelle de classe  𝐶1 sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐼 telles que : 𝜑(𝐼) ⊂

𝐽 . Soit (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼².  Alors,  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡)) × 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 . 

 
𝒙 = 𝝋(𝒕) 

𝒅𝒙 = 𝝋′(𝒕)𝒅𝒕 
𝒕 = 𝒂 ⇒ 𝒙 = 𝝋(𝒂) 
𝒕 = 𝒃 ⇒ 𝒙 = 𝝋(𝒃) 

Démo : Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐽 et 𝜑 une fonction réelle de classe  𝐶1 sur 𝑢𝑛 intervalle 𝐼 telles que : 
𝜑(𝐼) ⊂ 𝐽 . Soit (𝑎 , 𝑏) ∈ 𝐼².   
Alors 𝑓 admet une primitive 𝐹 sur l’intervalle 𝐼 d’après le théorème fondamental. Nous pouvons donc écrire :  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
=⏟

𝑙𝑒 𝑇𝐹𝐶𝐼 
𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢é 

à  𝑓

[𝐹(𝑥)]
𝜑(𝑎)
𝜑(𝑏)

= 𝐹(𝜑(𝑏)) − 𝐹(𝜑(𝑎)) = [𝐹(𝜑(𝑡))]
𝑎

𝑏
. 

Or  𝐹  𝑒𝑡 𝜑 sont de classe 𝐶1 sur respectivemenet 𝐽 𝑒𝑡 𝐼  et 𝜑(𝐼) ⊂ 𝐽 donc 𝐹 ∘ 𝜑 est de classe 𝐶1 sur  𝐼. (𝐹 ∘ 𝜑)′est donc 
continue sur l’intervalle 𝐼 . Par conséquent,  

[𝐹(𝜑(𝑡))]
𝑎

𝑏
=⏟

𝑙𝑒 𝑇𝐹𝐶𝐼 
𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢é 

à  (𝐹∘𝜑)′

∫ (𝐹 ∘ 𝜑)′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
=⏟

𝑑é𝑟𝑖𝑣é𝑒

𝑑′𝑢𝑛𝑒
𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é𝑒

∫ 𝐹′(𝜑(𝑡)) × 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
=⏟

𝑐𝑎𝑟 𝐹 
𝑝𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 

𝑑𝑒 𝑓

∫ 𝑓(𝜑(𝑡)) × 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 .  

Ainsi, nous pouvons conclure que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡)) × 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 .  

NB : souvent 𝜑 est bijective et ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

𝛼
= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝜑−1(𝛽)

𝜑−1(𝛼)
 . 

 
 
 
 

 
 

𝒙 = 𝝋(𝒕) et  t= 𝝋−𝟏(𝒙) 

𝒅𝒙 = 𝝋′(𝒕)𝒅𝒕  et 𝒅𝒕 = (𝝋−𝟏)′(𝒙)𝒅𝒙 

𝒙 = 𝜶 ⇔ 𝒕 = 𝝋−𝟏(𝜶) 

𝒙 = 𝜷 ⇔ 𝒕 = 𝝋−𝟏(𝜷) 

 


