Questions de cours sur le calcul intégral

Théoréme fondamental du calcul intégral : Soit f continue sur un intervalle I et (a,b) € I>.
notation

Pour tout primitive F de f surl,ona: fabf(t)dt =F(b)—-F@ 2= [F®.

Démo : Soit f continue sur un intervalle I et (a,b) € I%.
Alors, d’aprés le théoréme fondamental de Uintégration, f admet une primitive F sur cetintervalle ] et F;: (x - f:f(t)dt) estla
primitive de f sur I qui s’annule en a.

sk

Comme F et F, sont deux primitives de f surun méme intervalle I, il existe une constante c telle que : Vx € I, F,(x) EF (x) + c.
Alors f:f(t)dt = F,(b) = F,(b) — F,(a) = (F(b) +c¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — F(a).

par def° car d'apres
de Fu Fa(a)=0 *k

Théoréme d’intégration par parties (IPP) : Soit u et v deux fonctions de classe C* surun intervalle | et (a, b) € I%. Alors,
[ u'®v©de = u®v®]; - f; w@v't)dt .

Démo : Soit u et v deux fonctions de classe C! surunintervalle I et (a,b) € I?.

Alors u’ et v’ sont continues sur [ ; de plus, u et v étant dérivables sur I , et v sont aussi continues sur I. Par conséquent, u'v,

uv'et u'v + uv' sont continues sur I. De surcroit, (uv)’ = u'v + uv’;

Alors, uv est une primitive de la fonction continue u'v + uv’sur Uintervalle I. Donc le théoréme fondamental du calcul intégral assure

que f: u' (O)v(t) + u@)v' (t)dt = [u(t)v(t)]5. Comme, u'v et uv'sont continues sur I, la linéarité de opérateur intégral assure que,,
[2w (v + u®v'(©)dt = [ w' Ov©)de + [7 u(@v' ().

Ainsi, f; u' (v ()dt + f:u(t)v'(t)dt = [u(t)v(t)]3. Etfinalement, f; u(Ov(t)dt = [u®)v()]s — f: u(t)v'(t)dt .

NB: u et v jouent le méme réle : on a aussi f: u(t)v' (O)dt = [u@®)v)]s — f: u'(Hv(t)dt.

Théoréeme de changement de variables (CV):
Soit f une fonction continue sur un intervalle ] et ¢ une fonction réelle de classe C! surun intervalle I telles que : p(I)
] .Soit (a,b) € I%. Alors,

ff(%)f ()dx = f,f fle®) x ¢'(t)dt .

x=@(t)
dx = ¢@'(t)dt

t=a>=x=¢@(a)
t=b=x=¢((b)

Démo : Soit f une fonction continue sur un intervalle ] et ¢ une fonction réelle de classe C! sur un intervalle I telles que :
o(I) cJ.Soit(a,b) € I*.
Alors f admet une primitive F sur Uintervalle I d’apres le théoreme fondamental. Nous pouvons donc écrire :
) b b
e fdx = [F@I50 = Fle®) - F(e@) = [F(p®)] -

le TFCI
appliqué
af
Or F et ¢ sontde classe C* surrespectivemenet J et I et (1) c J donc F o ¢ estde classe C! sur I. (F o ¢)'estdonc
continue sur Uintervalle I . Par conséquent,

[Fle®)! = [Fop)mdt = [[Flo®)xe'®dt = [ flp®)x¢'Oadt.

le TFCI dérivée car F
appliqué d’une primitive
a (Fop)' onction de f
composée
L o (b) _ b ’
Ainsi, nous pouvons conclure que fq)(a) f)dx = fa flp()) x @'(t)dt .
-1
NB : souvent ¢ est bijective et fff(x)dx = (;p_l(g)f(go(t))go’(t)dt .

x=g@Det = ¢ (%)
dx = ¢'(t)dt etdt = (¢~ )" (x)dx
x=ast=¢ (a)

x=peot=97'(p)




