Corrigé TD 9 partie 3
Développements limités

Ex 11 TECHNIQUES DE CALCUL DES DL :
Déterminer le développement limité a 'ordre demandé au voisinage du point indiqué de chacune des fonctions f suivantes et en
déduire dans les cas(**)une propriété sur f :

1. f(x) =V4+e* (ordre3en0) 12. f(x) = szrctan( ) (ordre 6 en (—1)*eten (=1)7)
2. f(x)=In(1+3/8+x) (ordre3en0) 13, f) = (1+ ) (ordre 3 en 0. (+)

B ey, _m . flx) = x)x (ordre 3 en 0). (x*
3 f= Si?l (x)Zsm (), (ordredena=7) 14. f(x) = Arccos(x) ATin®) (ordre 3 en 0). (+*)
4. f(x) = S TT (ordre 6 en 0) 15. f(x) = (tan(x))ten@x) (ordre 3en %)
5. f(x) = e4mcc0s(X) (ordre 6 en0) . e N ordredeno
6. f(x)=In(1+ Arctan(x) + cos(x)) (ordre 4 en0) o Jied) = A (x + 5) (ordre 4 en 0)
7. fx) = In(1+x) (ordre 3 en1) 17. f(x) = Arcsin (M) ordre5ena = g

X2+ 3
8. f(x)= S::g—m (ordre 3 en 0) 18. f(x) = ln( ) (ordre 5 en 0)
9. f(x)= W (ordre 6 en 0). (x) 19. f(x) = cos (x)smz(x) (ordre 6 en 0)
10. (x) = tan (x) (ordre 7 en0) 20. f(x) = Arctan (—) (ordre 13 en 0). (**)
M. f(x) = tan(x) (ordre 3 en E) 21. f(x) = exp (cos(In(cos(x))) (ordre 3 en 0)
22. f(x) = xz m(m‘dre 5 en 0). (%) 27. f(x) = \/x(sinx + shx — 2x) (ordre 9 en 0%, en 07) (x*)
resin _ 1
23. f(x) = tan(3/4(m3 + x3)) (ordre 3 enm) 28. f(x) = sh gg(oidre 5en0)
24, F(x) = _ sh(x) (ordre 6 en 0). (%) 29. f(x) =In (Zk @ |) (ordre 100 en 0)
° In(1+sin(x)) :

25. f(x) = Arc?an(cos(x)) (ordre 5 en 0) 30. f(x) = Arctan (r) (ordre 2 en1)

26. f(x) = Arccos ’— (ordre 1 puis 3en 0%)

LComposée
f(x) =V4 + e* (ordre 3 en 0).

) =V4+e*= |[4+1+ +x2+x3+ =15 1+x+x2+ 3+ 3 |=V5|1+= +x2+ 3+ (x3)
J) =Va+er = Xty tg T o) = 5710 30" OV )T 510" 30 "V

u(x)

Commellmu(x)—OetM—(1+u)2—1+ “u+- (——1)% %(——1)(——2) + 0o(u®),

J1tu(x)=1+-= u( ) — u(x) +u(x) 0o(x%)
u(x) =§+E+5+00(X3)

(@a+b+c+d)?=a?+b*+c*+d*+2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd
2 _x % 3
avec u(x)? = mtat 0o(x?)
3
u(x)3 = u(x) x u(x)® = x— + 09(x3)

Ainsi,f(x) =\/§<1+ + +— _l[x2+x3

30 E 25 [125 6000

]+oo(x3)> \/_(1+—x+ x% + 2 x3+40 (x3))

f(x) =In(1+¥Y8+x) (ordre3en0)

1

Vm=23,1+§=2(1+§)§.Commey_r}(1)§=Oet(1+§)§=1+§u+§(§—1)u;+§(——1)(——2) + 0o (u?),

() =143 ) 662 T () = st )

x? x x?
Donc, f(x) =In 3 +—; 3><22 - 32><252+ 34><28 +0y(x3)) =In 3[1 + e e 35><28 +0o(x3)] 3
b X . 1 u
fO) =@+ 1+ 555+ 35><28 + 09(x3)) . Comme }CI_I)I’(I) u(x) =0etln(1+w) =u— Euz +5+ 0o (u3),
=u(x)
( __x 3
| u() = 3 ><22 33x25 +35><23 +00(x7)
1 u(x)
In(1+u()) =u(x) - Eu(x)2 + 0o(x3) avec 4 u(x)? = 3;;24 35x26 + 00(x3)
Lu(x)3 =u(x) X u(x)?= 36X26 + 09(x3)
Donc, f(x) = In(3) + —— — LA —1[ ¥ X ] 1[ aal ] +0o(x3) =In3) + = — x > 4o (x3)
’ 32x22  33x25 ' 35x28  2[3%x2*  35x26] ' 3l36x26 0 3%x22  3%x23 37><23 g ]

f(x) = e4rccos®)  (ordre 6 en 0)



F(x) = eArccos() = gz AT Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et Arcsin’admet le DLg(0) suivant :

1 2)(Z-1)(=x®
Aresin'(x) = (1 — x2) 2 = 1+ ( ) (=x?) + M+ o(x>)=1+= x2 + —x + 0(x%). Donc le théoréme d’intégration terme

2
car

lim —x2=0

x—-0
N . 1x3 3 x° 1x3 3 x5
aterme assure que : Arcsin(x) = Arcsin(0) + x = S taet o(x®)=x + S3taet o(x®).
Donc,

u(x)
E_A i E_xl_ﬁ_ 6) T 1 3"5+ (x6)

flx) = eArccos(x) — gyAresin(x) _ 57X 23 — eze 23 23

Commehmu(x)—Oete”—1+u+ u2+ + + + +oo(u6)

______ 6
u(x) 3 235+o(x)
u(x)? = x? + - 325x + 0(x9)
€M) = 1 u(x) + Sua)? + HEL 4 MO MO MO0 46) avec { U()* = u() e = —"—+o(x6).

u(0)* = ulx) x u(x)? = x* + 2 - o(x®)
u(x)® = ulx) x u(x)* = —x° + o(x®)
u(x)® = u(x) x u(x)5 =x%+ 0(x%)

Donc,f(x) = eg <1 + [—x B 5?3_2_3?5] *3 [x + + 325 ] 2X3 [—x __] + 23><3[ ! + ] +@[—x5] + 24><32><5x + 0(x6))

T ks Tf
ks ks 5 5 5
P g Z 5
Ainsi, f(x) = ez — e2x + _ezz x? — —e: x3 + —2842 d x5 + x + o(x®).

f(x) =3/9 — 2sin (x), ordre4ena = %

Posonst = x —% et gt) = f(x).

g = f(%+ t) = 3\/9 — 2sin (%+ t) = 3\/9 -2 [sin (Z) cos(t) + COS( )sm(t)]
= 3\/ [ (1——+%+00(t5)) +£<t—%+oo(t4))]

= 3\/9—1—\/_t+ 2+§t3——+00(t4))

2 6 24

6 24
3\/8[ V31 V3 t4

= 3\/8 -3t + +§t3 ——+00(t4))

- 2 3 _ 4
=gt 6 Toxst ~2axg o]

V31 V3 t4

0y g2 3_ 4
=2’ 1+¢( t+16t +6X8t 24—X8+00(t )
=u(t)
. _ - 1 2, 5.3 10 4 4
Commeltl_r)réu(t) =0et(1+u):= 1+§u——u T U +oo(u®),

1+ u(t))§ =1+ lu(t) - izu(t)2 + %u(t)3 - ;—Su(t)4+oo(t4) avec
[ u() ——( \/_t+ t2 + ‘/— —%+00(t4)>
u(t)? = —[3t2 —V3t3 + —t4+oo(t4)]
1 u(®)? = w(@®)? x u(t) = [ 3V3EP + 34 + 00(t4)]
u(t)* = w(®)?)? = 8—4[9t4 6v/3t° + oo(ts)]
L u(®)® = u(t)® x u(t)? = 0, (t*)

L 21 1 V3,3 t* 9 102 .
Ainsi, g(t) = 2 +§§[—\/§t+5t2 +ot =] —3—25[3152 V3t 42 t“] +3—4§[ 3v3t3 +ot| — 5o (9t 0 (t*) T puis

f(x)—z_ﬁ(x_f)+<L_¥)(x_z)2+< 3, V3 _iﬁ>(x_f)3

12 6 3x8 3x4x8 6 6X4x3 4x8x3%2 3382x4 6

1 1 5 4 4
+(_3><6><42_3><82><2_32x83)(x_%) +O%((x_%))

pinsi, 109 =2 =5 (e~ 5) + (53) (=3 + i 190 (e =3) 5w (=) ez ((e=))

f(x) = Arccos(x) 27S"®), ordre 3ena = 0
f(x) = e Arcsin()ln (4rccos(@))  posons h(x) = Arcsin(x) ln(Arccos(x)).

3 3
Arcsin(x) = x + % + 00 (x3) et Arccos(x) = g — Arcsin(x) = % - (x + % + 00(x3)>.



(T N
ln(Arccos(x)) (—— x+= +00(x3)>>=1n!§!1—(%x+%xj:+oo(x3)>” +ln(1 u(x)).
L

=u(x)x—>0

In(4recos(x)) = In (%) —u( ) =M M) = In (Z) = (R +25) - a2 - Zx® 4 0y (a)

In(Arccos(x)) =1n (%) = 2x - Zx2 — (5 + ) % + 05 (x?).

Alors, h(x) = <x +2 4 00(x3)> (m (B)-2x-Zx—(Z+L) 2+ 00(x3))

hx) =In(5)x— 222 + <“‘EE) )x + 0p(x®). Done, £(x) = €7@ = 1+ v(x) + 22+ X 4 o) (x3).
sy

F =1+ (E)x—2e2+ (Q__) 42102 (2) 22 = 21 ()7 + 2% (2) 7 + 00 ().

fx)=1+In (g)x + (%ln2 (g) —%) x% + (@—%—%ln (%) +%ln3 (g)) x3 + 0 (x3).

DLs(1) de f(x) = e**~5%—4
Posons t =x —1 et g(t) = f(x).
Alors g(t) — f(t +1) = e(t+1)2—5(t+1)—4 _ et2—3t—8 _ e—Setz—St

Commelimt2—3t=Oete —1+u+ + +24+E+us(u)et llms(u)—O

2_ 2 2_ 3 2_ 4 2_
et?-3t = 1+t2 3¢+ L3030 +(t s + @39% 2 3195 g(u(t2 — 3t)) et lime(t? — 3¢) = 0. Donc,
2 6 24 120 —_— t—0
et?=3t — 1 4 42 _3t+9t2+t4—6t3 +—27t3+27t4—9t5+81t4—108t5+—243t5+t500(1).
2 6 24 120
=81 — 11,2 (_ _2) 3 (l K4 2_7)4 (_3_2_2) 5 4 ¢5
Alors g(t) = e °[1 3t+2t+ 3 Gt 5) (=5 401:+1:00(1)]

Ainsi, f() = e 1 =3 - D+ = (=12 + (- 2) @ = D* + () = D*+ (- 2) (x = D5 + 04 ((x - D).

DL,(0) de f(x) = In (1 + Arctan(x) + cos(x))

3 2 4
f(x) = In(1 + Arctan(x) + cos(x)) = In <1 +x— x? +o0o(xH) +1— x? + ;C—4 + 00(x4)>
- _x X xt 0= x_x2_x x 4
f(x)—ln<2+x 5 3+24+00(x))—1n(2)+1n 1+2 " 6+48+00(x)
u(x)

2 3 4
Comme lim u(x)=0etln(1+u)=u-— u? + u? - uT +ute(u) et lirré e(w) =0,
u-—

In(1+ u(x)) () — u(x) u(;f)3 B u(ic)‘l +u()*e(u(x)) et lim e(u(x)) =0 et
u(x) =‘—%‘?+E+00(x4)
u?(x) —T—%——4+Oo(x )

W) =5 =2 4 0y (x")

x4
ut(x) = =+ 0o (x*)
3x

— X 2 4
Dongc, f(x) = In(2) % Tt 0o (x%).

1 tient
sin(x
flx) = T xz(-l? 3 (ordre6en0)
_ sin(x) 3 x 6 1 - _x x 5| —1
fa) = 1-x2+x3 (x atst 00 (x )) 1-(x2—x3) x(l st 00 (x )> ( )
1-| x2-x3
u(x)

2 4
Le facteur x nous permet de gagner un rang dans le DL ; il suffit donc de trouver un DLg (0)de <1 — % + % + 00(x5)> <; pour
i ) 1- xz—x3>
u(x)

1

1—<x2—x3)
—
u(x)

obtenirun DLg (0) de f. Et dans cet objectif, il suffit de trouver un DL (0)de

Comme lirr(l)u(x) =0 etﬁ =1+u+u?+ud+ut +us+0y(ud),
x— -



( u(x) = x? — x3~,x?
i u(x)? = x* — 2x> + 0y(x5)
— 2 3 4 5 5 u(x)?~x® donc u(x)*® = 0o (x°)
rprwroes 14+ ul) +ux)? +ulx)?® +ul)* + ulx)® + oy(x>) avec . de méme, u(0)* = 0g(x)
u(x)® = 0g(x®)

1

2 4
Dong, f(x) = x(l - %+%+ 00(x5)> (1 +x% —x3 +x*—2x5+ oo(xs)) = x(l +§x2 —x3 +% x* —1—61x5 + oo(x5)>.
Ainsi, f(x) = x + §x3 —x*+ % x® — %xé + 04 (x®).

_ In(1+x)
flx) = oy (ordre 3 en1)

Posons g(t) = f(t + 1). Etcherchons le DL;(0) de g .

t
In(2 + 1) In(2 + 1) n(2(1+3) =L@+ (14 )]

t+1) = = = —_—.
9 ) (t+1)24+(@+1)> 2+5t+4t2+¢3 . 1 211 4+ u(t)
2 24 243
2 1+5t+2t2+5t
=u(t)
im & = _y_Ly 3 n_t_ e, e 3
Commeltl_r)r(')lz—Oetln(1+u)—u 2+3+00(u ),ln(l+2)—2 8+24+00(t ),

[ u® =§t+ 2% 43163
1
1+u(t)

Comme ltin(')l u(t) =0et ﬁ =1—-u+u?—ud+o0,(ud), =1—u(t) +u)?®—u(t)® + oy(t3) avec ! u(t)? = %tz + 103 + 0y (£3).

u(t)® = 2263 4 00 (£3)
_1_ (5 2,1.3 25 .2 3) _ 125 3 3y 4 _5 17 .2 49 .3 3
D°”°’1+u(t)_ 1 (2t+2t +5t )+(4 t“+ 10t ) pald +o0o(t?) =1 Sttt + 0, (t3).
2 3
Alors, g(t) = 5 [In(2) + 7 — =+ + 0t 1 =2t + 12 + 263 + 05(¢%)]
In@) , 1[1 5In@) 11 17In(2) 119 = 49In(2)

90 =52 5[5 - S e+ [ 5+ R e 4[24 B[ 4 0 (e).
Par conséquent, f(x) = lngz) + i E - SlnT(z)] (x—1+ [—% + 171:(2)] (x—1)2+ [% + 491;(2)] (x—1)3 4+ 0,((x — 1D3).

_ In(ch(x))
DL3(0) de f(x) " sin (x)sh(x)

u(x)mo
x2 x4 x? xt x* o x40 (x3)
In(ch(r) _  In(+SHoroo(rs) SRS Iio(xS)  X\3Tt00 (2., (x®) L (12, ) (1+
sin (X)sh(x) (x—£+oo(x4))(x+£+oo(x4)) - x2+0q(x5) T xX2(+0o(x3)  \z 12 0 1+00(x3) ~ \2 12 0
6 6

1 2
00(x?) = 2=+ 0y(x?).

Arctan(x)

fl) = In (cos (x))'a =0
2
IMPOSSIBLE car Arctan(x)~gxet In(cos(x)) ~g — % donc f(x)~g i Par conséquent, lirgl+f(x) = too donc f n’a pas de limite
x—-0%

finie en 0 et par suite, f ne peut pas avoir de DL(0).

_ xArctan(x) = _ _
fl) = In (cos (x)) a=0,n=4

In(cos(x)) =In| 1 - <£ _EX g 00(x6)> = —u(x) — %x)z - u(;c)3

2 24 720 “
car
In(1-u)=—u-u?-ud-u*-uS-ub+o,_,u®)
lim u(x)=0
x-0

+ 0,4,0(x®) avec

=u(x)

2
et u(x)~ox7
donc u(x)*=0y(x®)

ulx) = XZ—Z— §+ % + 0o(x%)
u(x)? = %‘ ;4' 00(x®)
u(@)? =X+ 0y(x°)
Dong, In(cos(x)) = —X2—2+ %— %—;(%—g) —§§+ 0o(x®) = —X?Z—f—;—g+oo(x6)

x3 x5 5 2 x2 x* 4
x(x—?—?+oo(x ) x| 1=F=F+0o(x*)

fx) = v — =

_____ x 6 x2 x2  2x%
2 12 45+0°(x) _7<1+?+E+00(X4)

B x2 2xt 4y
+ ot too(x)

2 4
>=—2<1—%—x +oo(x”’)>><1 — B

=u(x)



De plus, # = —u(x) + u(x)? + oo(x*) =1 - ( + —) += + op(xH) =1-=-= + 0o(x*)

T+ +oo(x4) car
b 45
=u(x) = u=1+u+u2+u3+u4+ouq0(u‘*)
lim u(x)=0
x-0

2
et u(x)~ox?
donc u(x)3=0q(x*%)

donc f(x) = -2 (1 - xg—z— % + oo(x4)> X (1 - % —g + 00(x4)> =-2 <1 - %2 - %x“ + 00(x4)>
Ainsi, f(x) = =2 + x? + g x* + 0y (x?).
f(x) = (tan(x))te"?®, pL, (%) de f ? Qu’en déduit-on sur f ?
Posonst = x — %et gt) =f(x).Alorsx =t +% etglt)=f (t +%) etf(x)=g (x - %) Cherchonsun DL,(0)de g :

g(t) = f(t + %) _ (tan (t + %))tan(z(u.g)) _ etan(Z(H%))ln(tan(H%)) _ etan(2t+§)ln(in§l)lg).

© (in (&) —In( © ln(1+<t+§+oo(t3))>—1n<1+<—t—§+00(t3)))
T tan(t)+1 n(1+tan(t))-In(1—tan(t
Posons h(t) = tan (Zt + E) In (1—tan(t)) - tan(2t) - 2t+(2i+00(t3)
2
ho) = [(t+t3—3)—§+t3—3+00(t3)]—[—(t+£)+§—§+oo(t3)] B 2t+§t3+00(t3) 3 2t(1+%+00(t2))
- 2t+ (2” 297 L 0o(t3) a 2t+§t3+00(t3) - 2t(1+§t2+oo(t2))

— 2t2 1 2t? 2 _ 4.2 2y) — _ 2.2 2
h(t) = (1+ 1 oot ))1+ e = <1+ 1 oot ))(1 162 4 0g(t )>_ 1426 4 o(e).

2
Donc, g(t) = e—1+§t2+0(t2). _ e—legt Z+o(t?) _ 1(1 +§t2 + O(tZ))_

Donc, f(x) =§+%(x —%)2 + Oﬂ((x ——) )
J’en déduis que : )

) 1 s = N
1) limf(x) = = Donc f est prolongeable par continuité en% par la valeur 1/e. On note f son prolongement par continutié en %.
x—o—

4

S 2"V sonl (=)
2) vxig’f(xi:g(z):f(x);ézze(x 4) +a§[<(x 4))21(36—%)24-0%((36—%)2).

: x_Z x—: 3e
fe)-f ~
Donc, lim xi,,() 0. Ainsi, f est dérivable en— etf (—) =0ety = Lest ’équation de latangente a Cf en Z
x—>f(x) x—z 4 e 4
- 2
3) Son prolongement f admetle DL, ( ) suivant: f(x) = 1 2z (x - E) +on ((x - E)2) donc,
* 4 " 4

2
flx)—-= ~zi (x — —) . Par conséquent, f(x) — : estdu signe de 2z (x — E) donc positif au voisinage de Z bonc Cf estau-
7 3e e 3e 4 4

dessus de sa tangente horizontale et f admet en Z un minimum tocat. ) N
4 car si f(x)~,g(x) alors f et g ont le méme

signe au voisinage de a et la méme limite
lll Intégration terme a terme en a dés que I'une de ces limites existe.

fx) = Arcsm( = (x)) ordre5ena = g

mn( ) estau vmsmage de £ Or, Arcsin est dérivable sur ] — 1,1 donc au voisinage de £ Et par

conséquent, f est dérivable au voisinage deZ 3 et

m
Pour x au voisinage de -

1
2
1
5(1 + tan?(x) 1 2 x2 1
flx) = M = | T4+ x?+zx*+oo(x*) || 1—| — +=x*+0(x*)
tan?(x) et 2 3 4 6
X
1 — ——— tan(x)=x+%5+0,(x%)
4 3 =u(x)mo
1 2 1 3
== T+ x2+sx*+oo(x®) {1 — sulx) + su(x)?+o0,(x*)
2 3 2 8
1 2 x? 1 3 1
=E(1+x2+§x4+oo(x4))< (8 X >+8><Ex +00(x4)>
1 7 42 _lZ____4 ) 21,7 24185 4 4
—2(1+8x +( a3 +816)x +0,(x )) =t Ao x + 0o(x*).
Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que : f(x) = f(0) +1 SX +1E + 185 x? + 0o (x%)
2 163 ' 768 5

=Arcsin (?) —g

Ainsi, f(x)——+ x+—x +%x + 09(x°).

DL,(0) de f(x) = Arcsin (x + l)

Arcsin étant dérivable sur| — 1; 1[, f estdérivable est] — = —[et Vx €] —= —[ f'x) = 1 =1




Cherchonsun DL;(0) de f'(x) : f'(x) = - L= - 14 = =\/2—§ 1+ —gx—gxz
J; —xoxt \/;\/1 —gx—gxz u(x)
1 D (Z3)e2 R VA V) P
Or lil’% u(x)=0et(1+t)z=1- ;t + ( 2)(2 d +( 2)( 26)( g + t3¢(t) tq ltirré &(t) = 0.Donc,
xX— —
( u(x)=—§x—§x2

_16 32
(1+u@)z2=1- %u(x) + %u(x)2 + %u(x)3 + u(x)3e(u(x)) et W) _649 Xt 9 0+ OZ£x3) .
lu3(x) = ;x3 + 09(x3)~¢ ;x3

u(x)*e(u(x)) = 0p(x*)
1
o4, _%,2)3(16,2,32,3), 5 % 3 3y — 2, 14%,2,.20,3 3
Alors,(1+u(x)) 2=1 ( ;X x)+ (9x +9x)+ x3 +0p(x3) = 1+3x+3x +55X + 0p(x3).

2 3 8 1627
Dong, f'(x) = % + :—ﬁx + g%xz + %ﬁ + 0o(x%). Alors le TITT assure que :
2 4 x2 8 x3 40 x* T 2 2 8
f)=f0)+—=x+—— +0o(x") ==+—=x+—=x%>+——= x>+ x* 4+ 0y (x*)

B3B3z B3 B e "B e Tows ¥ T

Ex 12 Opérations sur les développements limités
1) Soit f(x) = x2 + 2x3 + x* + 0y(x*) et g(x) = —x3 + 3x* + 0y(x*) . Trouver le plus grand ordre possible que [’'on peut obtenir pour le
développement limité en 0 de f X g puis de %et enfinde fog.

2)Donner le développement limité a l'ordre n au voisinage de 0 de la fonction polynomiale P: (x — 22:0 arx®)olp = degP
1)f X g ? Comme—x3 X 0y(x*) = 0y(x7) et x? X 0g(x*) = 0y(x®), le plus grand ordre possible a obtenir pour le DL(0)de f X g est6.

g(x) _ —x343x*+0,(x*) _ —x+3x%+0y(x?)
F)  x242x3+xt+0o(x) | 1+2x+x2+00(x2)

, le plus grand ordre possible a obtenir pour le DL(0) de ? est 2.

fog?
g(x) = x3(=1 + 3x + 04(x)) donc on peut au mieux obtenir un DL, (0) de g2, un DL, (0) de g° etun DL;3(0) de g* . Par conséquent,
le plus grand ordre possible a obtenir pourle DL(0)de fog est7.

2) Considérons la fonction polynomiale réelle P: (x + 22:0 axx¥)oup = degP = 0,Vk,a, € Ret ap * 0.
DL,(0)deP?
1¢"cas : n = p.Reine a faire !

AlorsP(x) = Yh_,axx® + 0 estle DL,(0)deP.
S >
partie principale  =00(x™)
de degréinf

an
2°™ cas :n < p. Laonva tronquer !

P(x) =i qapx® + X0 _,  q apx® = T gapx® + x™ | X0 agx* | Or vk > n, liI’% xk =90 donc,lir% &(x) = 0donc e(x) = 0p(1).
—_— xX— P and
=g(x)
Ainsi, P(x) = YP_japx® +x"0,(1) estle DL,(0) de P.

partie principale =0(x™
de degréinf
an

Ex 13 Développement limité d’une fonction définie par une intégrale et d’une bijection réciproque

1. Soitf(x) = f; \/11? dt . Déterminer son DLen 0 a l' ordre 10 . Qu’en déduit-on sur f?

2. DéterminerleDLen0al ordre5de ¢~ ol @: (x — xexz)

1
1. Posons ¢(t) = ik
¢ estde classe C* et, en particulier, continue sur R. Donc ¢ admet une primitive H sur Uintervalle R. Par conséquent, f est définie sur
R et Vx,

f(x) = H(x?) — H(x). Cette expression de f permet alors d’affirmer que f estde classe C* surR et Vx, f'(x) = 2xH'(x?) — H'(x) =
2x 1

Vitx®  Vitx* . X
Par conséquent, f'(x) = 2x(1 +x8) 72 — (1 + x*) 7z = 2x (1 - %xs + 00(x8)) - (1 - %x“ + zxs + oo(x9)>
flx)=-1+2x+ %x“ - %xg — x4+ 0g(x?).
Alors le théoréme d’intégration terme a terme des DL assure que :f(x) = f(0) — x + x% + %xs - ixg - %xm + 0o (x10).

—

=0

2.Soit ¢: (x ~ xe*’)
@ estdeclasse C*® et, en particulier, continue sur Ret Vx, ¢'(x) = (1 + 2x2)e"2 > 0. Donc ¢ est strictement croissante sur Uintervalle

R. Alors le TBCSM assure que ¢ est bijective de R sur ¢(R) =] limqo,lim ¢ [= R.Comme Vx, ¢'(x) # 0 et ¢ estdeclasse C®, ¢! est

de classe C* sur R. Alors le théoréme de Taylor-Young assure que ¢~ *

a,b,c,d,eet ftelsque:
@7t (x) =a+bx +cx? + dx® + ex* + fx5 + 0y(x°). Comme ¢ est impaire, ¢

admet un DL(0) a tout ordre. Déterminons alors les réels

~1 estimpaire et par conséquent,a =c = e = 0.



1o

Comme lim ¢@(x) = 0 et @ admet le DLs(0)suivant ¢(x) = x(1 + x> + x—4 +o0o(x*) =x+x3+ x; + 00(x%), donc la composée ¢~
) admet le DLs(0) suivant: ¢! (@(x)) = bp(x) + de(x)® + fo(x)° + oo(xs)(**)

|( o(x) =x+x3 +?+00(x5)

2 _ 5
avec 4 (p(0))? = x* +22x + 0p(x>)
l(w(x)f = p@)(p()" = x* + 325 + 0y (x°)
2
(@) = (p(0))*(p(x))" = x5 + 00 (x*)
Orp~log@ = idg. Donc, (x*)s’écrit:
5

x=b(x+x3+ x?) +d(x3 +3x5) + fx5 + 0o(x5) = bx + (b + d)x® + (g +3d + f)x5 + 0 (x).
Alors par unicité de la partie principale du DLenOdex, b=1,d+b =0 etg+ 3d+f=0.
Donch=1,d=—1letf = ; Et, ainsi, le DLs(0) de ¢ test: ¢~ (x) =x—x3+ gxs + 0 (x).

Ex 14 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

1. Soit f: R - Rune fonction telle que f(x) = T ﬁ + 0400 (@) .

Trouver trois réels A, B et C tels que : f(x) A+ 5 + % + 0,0 (i)

x2
1
_ 2 _ 2
2. Soitf(x) = / . Montrer que f(x) = 8& 64x\/_ + 0400 ( ) .Que peut-on en conclure sur Cf 7
3. Trouverun developpement asymptothue de tan au voisinage de Z” a3termes significatifs.
In(x) 2 3 2
4. Montrerque (x+1) -1+ In(x) +lln(x) _ In(x) lln(x) _ lln(x) ln(x) DO 00 (ln(x))

x 2 x2 2x2 6 x3 2 x3 x3

+0+oo(

1. Soit f: R = Rune fonction telle que f(x) = ﬁ) .

2
X1 (x+1)2

1 2 1 2 1
Toutd’abord, — & +1)2 ~to x_2' Donc, 0, ((x+1)2) Ot ( )e (X+1)2 ~+o0 - DoNc, Groz T 0+ ((x+1)2) ==+ 040 (—)
1 1 1 1 1
Et’m_x(uj—c) —;XE = " (1——+0+w( )) +o+w( 2).Donc,f(x) —+ +0+oo (—) Donc
. 1
lim ==0
X—+00X
et
—=1-u+0q(u)

141
A =0etB = C = 1conviennent. ( et vous devez tous trouver les mémes valeurs !! ).
=0= lim ——et(1+u)z =1+- u+oo(u)et(1+v) z= 1——v+ 5 2+ 0o(v?)

1. Soitf(x):\/f.Alors, Car lim - Jn
_1
0= [T (-2 (-2) 7 = F (-t o () (43 o () =S (i o ()

1
Ainsi, f(x)——+?r‘m+ 0r0 (775) -

donc 11m fl) - £ =0etf(x)— £ > 0. Donc la courbe de f est asymptote a la courbe d’équation y = ﬂ

v

>‘Nlm}t

Dong, f(x) == ~4w s\/_
et est au-dessus de cette courbe asymptote au voisinage de +oo
2. Développement asymptotique de tan en g a trois termes significatifs.

Posonst = %— x et g(t) = tan(x) = tan (g - t). Cherchons un développement asymptotique de g en 0*.

g(t)=tan(£—t)= ! ! —1 !
2
2 tan(®) t+t +125t5+00(t ) 1+%+%t4+oo(t4)
u(t)
= l(1 - (f + it‘*) + (ﬁ)z + oo(t4)> = l<1 _8_liag 00(t4)).
CH;‘ t 3 15 3 t 3 45
lti£% u(t)=0 .
et Lordre 2 suffit car u(t)~o < donc u(t)*~o 5

P 2 2
s lmutu +0o(u?)

Donc,tanm=¢x(1—@—ﬁe—xrﬂog(e—xr‘))=g%x—§(z—x>—ﬁe—xf+og(<z—x>3>.

(g)ln ) ln ()In (x+1) =eln (x)In (1+i) — ln(x) [———+—— 4+0+°°(x4)]— ln(x)[l——+—2+0+w( el )]

x 2x2 3x3 4x x 2x  3x
x

Comme lim ln(X) 0 lim In(®) [1 - = + >+t 0,0 (i)] =0.
X—>+00 X X—>+00 X
u(X)
De bl ()~ In(x) .d ()~ ln(x)‘* ln(x)4 (ln(x)) l",(;)4 _ In(»)? L 0.D (0)* = (ln(x)) D
e plus, u(xX)~ 4w onc, u(x " = O (3 ln(x) == .2 0-Donc, u(x)* = 040 (=57 e méme,

Vk = 0,Yym =4,

k 3
ln(x) = 040 (lr;(x) u(x) + u(x) + 0,0 (lnx(x)

) avec
6

) Par conséquent, e*®) = 1 + u(x) + —=

ln(x) In (x) In (x) In (x)
ux) = 2x? -12- 3x3 + 0t ( x3 )

ln(x) In(x) In(x) In(x)k In(x)
u(x)? = x_3+0+°°( )carvk>OVm>4 = om(‘;:)

3 (x) 2) 3 2)
u(x)? = % + 040 (B22) Ainsi, (ﬂ) =g 40 1NE? NG | 1InGO?  1inG? | InGo L (ln(x))_

x3 x 2 x2 2x2 6 x3 2 x% 3x3 oo



Ex 15

+ 1
1. Montrerque Vx € R™, G = +o0 7
2 Arctan(x+1) (i)
2. Endéduire que: 7Arcmn(x) 1 + + 040 |12
: Arct +1)\x2
3. Calculer lim (M)x .
x—+00 \ Arctan(x)
. s 1 ,
1.0n pourra démontrer I’ équivalence ; Arctan(x + 1) — Arctan(x)~+oo —zbar encadrement . On montre tout d’abord que :
Vx € RY, ——— < Arctan(x + 1) — Arctan(x) <
(x+1)2+1 —
le plus rapide mais on n’a pas encore vu ce résultat Cf chap derlvatlon) ou bien par étude de fonctlons :
Posons Vx € R*, f(x) = Arctan(x + 1) — Arctan(x) — m et g(x) = Arctan(x + 1) Arctan(x) — 2+1 .
- + , _ 1 1 2x+2 _ 1 2x+2
f et g sont dérivables sur R* et vx > 0, f'(x) = e 1 T Gy et g'(x) = —1+(x+1)2 e Ty frog sictssilimL = 1
F(x) = ((x+1)2+1) (142D - ((1++ D)D) +@2x+2) (1+x2) _ (D2 +1))A+xD) - ((1+x+1)2)*+2(x+ 1) (1+x2) _ —3x%-4x 0 @ a g
x)= (1+(x+1)2)(1+x2) (x+1)2+1)? - (1+x2)((x+1)2+1)? T @) (e 1)241)° T
2 2_ 2 2 2 2
g0 = (x2+1) = (1+22) (1+(x+1D)?) +(2x+2) (1 +(x+1)?) _ 5x2+6x+3 > 0.
(1+(x+1)2) (x*+1)? (1+(x+1)2) (x*+1)?

Donc f est décroissante sur l'intervalle R*et g est croissante sur ce méme intervalle. Comme hrP fx)=0= lirP g(x), je peux conclure que
x—+00 xX—+00
Vx € RY, f(x)>0etg(x)<0 Ainsi, Vx € R*, £

< Arctan(x + 1) — Arctan(x)

(x+1)2+1 - Z+1
x? x?
Alors, m < x%[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] < 2+1 e e xf =1let vt xz = 1. Donc les deux fonctions qui encadrent
x%[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] tendent vers 1 et par conséquent, urP x?[Arctan(x + 1) — Arctan(x)] = 1.
X—+00
J'en déduis que Arctan(x + 1) — Arctan(x)~ ;o % f~ag sietssi f(x) = g(x) + g(x)o,(1)
_ 1,1 Arctan(x+1) 14— 1 1 N 1
2.Alors, Arctan(x + 1) — Arctan(x) = =t 04+ (1) donc y—— 1= vraretant T v aretanto 0400~ 400 peymm——

; =r * ~ T huis —— ~ N_24_ 1 2.
Or, xlerwArctan(x) =€ R* donc Arctan(x) o0 PUIS s~ oo T arctant "t me

< 1 _ 2 2 1y _ 2 . Arctan(x+1) . _ 2 (1) .
Par conséquent, m = e + nx20+°°(1) 1-[_x2 + ;0+oo (x_z) = + 0+oo( 2) Ainsi, —Arctan(x) =— + 0400 = et finalement,
Arctan(x+1) _ 2 (i)
Arctan(x) 1+ nx? + 040 x?)"
1
- (x+1)
Arctan(x+1))x2 %ln(%) 1 (Arctan(x+1)) , N PR 1 2 ( 1 )
_— = (x) = — - - = — —_ -
( Arctantd e . Posons h(x) = In Arctante) .Alors, d’apres ce qui précéde, h(x) = In{1+ = 00 (3))-
2 1 2 1 ,
Comme xllrlle + 0400 (x—) =0etln(1+u) =u+ 0,,0(w), In (1 += =+ 04w (X—Z)) == + Oxoteo (x—z) et par conséquent,
1
_1Jz2 1\] _2 . _2 . A‘rctan(x+1))x_2 _ 2
h(x) = x? [nx2 + 0t (xz)] T + 0t (1). Donc, xl—l>I-Poo ht) = n et ainst, xl—lyl-Pco ( Arctan(x) -

4.

Ex 16 TANGENTES —DEMI-TANGENTES — PROLONGEMENT PAR CONTINUTE—EXTREMUM LOCAL— ASYMPTOTES

1. Soit f:(x » (1 — 2sin (x))tan (3x) .
a. Déterminer Df et sa périodicité.
b. Montrer que f est prolongeable par continuité en g et que son prolongement f est dérivable eng et étudier la position de sa
courbe par rapport a sa tangente .

2. Déterminer l'équation des deux demi-tangentes de Cf ou f: <x - ‘,1 —V1- x2> en 0 et la position de la courbe de f par rapport

a ces demi-tangentes .
VI+x—V1— 0
3. Montrer que f définie sur]—1,1[ par: f(x) = { = six # est de classe C! sur]—1,1[ et admet un extremum local en 0.
1 six=0
4. Déterminer une équation de 'asymptote oblique de la courbe représentative de f et la position de la courbe par rapport a cette

asymptote dans les cas suivants :

,x—l
a. f(x)=x ey
1-x+4x? L

b. f(x) = WBX—3
c. f(x)=(x+1)Arctan (Zﬁ)

d f@=@G-nn(E)



f:(x » (1 — 2sin (x))tan (3x). Montrer que f est prolongeable par continuité en % et que son prolongement est dérivable en% et
étudier la position de sa courbe par rapport a sa tangente.

Posons g(t) = f (t + g)
Alors g(t) = (1 — 2sin (t + E)) tan (3 (t + g)) = (1 — 2(sin(t) cos (g) — 2 cos(t) sin (g)) tan (3t + E)

= (1-+/3sin(t) — cos(t)) tan(3t) (1 - \/§(t - %) -1+ ; + oo(t3)) (35%)(4) (t( V3 345 Lty
‘?tz + 00(t3)) —3t(1+é+00(t3)>
= —%((—ﬁ+%t+gtz+oo(t3)> (3t)21 = —%(—\/§+%t+?t2+00(t3)> (1—=3¢t2 + 0o(t%))
(1 +o5—+ 00(t2)>
= ?—%t —%\/gtz + 0o (t?)

car si f(x)~,g(x) alors f et g ont le

\/§ 1 pia 19 m\2 m\2 méme signe au voisinage de a et la

Done, f(x) = - — 6 (x - g) T 18 3 (x - g) + 016[ (x - g) | méme limite en a dés que I'une de
\/— V3 ces limites existe.

Jen déduis que 11m f(x) — i.e. f est prolongeable par continuité en — par la valeur—

1 ~
De plus, son prolongementf , qui est défini en ,admet le DL, ( ) suivant f(x) ﬁ - % (x - %) —or ((x - %) ) Donc, f est
6

dérivable en%et f' (%) = —% ety = \/3_5 = %(x = g) est ’équation de la tangente a Cf en E De plus, son prolongement f adinet le
AP oy _ V3 1 T\ 19 m\2 1 n 19

DL, (g) suivant f(x) = ?—g(x —g) —5V3 (x—g) + 0§((x——) ) Donc, f(x) — [ g(x _E)]Ng_ﬁ 3 (x —g) Donc au

voisinage de , f(x) — [g - % (x - g) < 0.J)en déduis que Ef est sous sa tangente en g.

Déterminer l'équation des demi-tangentes en 0 de Cf ou f: <x - ’1 —V1- xz) et la position de Cf par rapport a ces demi-tangentes

Tout d’abord, f estdéfinie et continue sur [—1 ; 1] et est dérivable au moinssur] —1; 1[\{0}

1
lirr(l]—xZZOet(1+u)5=1+§u— 24 6u —%u + 0g(u*).DoncV1—x*=1- 2—%x4+00(x4).Alors,
X
2
’ 1—x2 —J x% 4= x4+00(x4)—J x2(1+ x2+0(x2))=% 1+1x + 0o(x?) = |\;C_|(1+ x% + 0y(x? )).
T @/ imuto=o

Dong, f(x) = /1—\/1—x2 T—I—Wx +0g+(x3) et J1—+1—x? =—_\/;+(8\/1_) 3 4 0p-(x3).
Comme f admet un DL;(0%), Cf admet la droite d’équation y = \7—_comme tangente a droite a Cf en 0 ; de plus,

) — \/_ ~o+ 8\/_x et Wx3 > 0 au voisinage de 0*. Donc, f(x) — \/_— = 0 au voisinage de 0*. Cf est donc au dessus de cette demi-
tangente a droiteen 0.

De méme, Cf admet la droite d’équation ;7 = \/_ < est tangente a gauche a Cf en 0; de plus, f(x) + = \/_ ~ot — \/_x et — 7x3 =>0au

voisinage de 0~. Donc, f (x) — —2 =0 au voisinage de 0~. Cf est donc au dessuis de cette demi-tansente 4 saiiche en 0

L |
car si f(x)~,g(x) alors f et g ont le méme signe au voisinage de a et la méme limite en a \ f{I f/
dés aue I'une de ces limites existe. ‘_ 0.8 ,'
< \ £ J at
y -
-
. N\ -
N\ o y- X
N . T
AN /-
™ 0.4 s \I%
yd
7
0.2 ’/
-1 08 -06 -04 -02 40| -~_02 04 06 08 1

y==X
\

f(x) = (x + 1)Arctan (2%)
Posons g(t) = f (%)

242
Alors, tg(t) =t G + 1)Arctan( lt) = (14 t)Arctan(2t + 1). Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif
t

aprés Uordre 1) de tg(t):
Soit @ (t) = Arctan(2t + 1).
2 2 1

@ estdérivable sur Ret ¢'(t) = G~ e = Trana) 1— (2t + 2t%) + 4t? 4+ 04(t?) = 1 — 2t + 2t2 + 0o(t?).

Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que ¢(t) = ¢(0) +t — t? + §t3 +0,(t3) = % +t—t%+ §t3 + 04 (t3)




Donc,tg(t)=(1+t)< +t—t242 t3+00(t3))=% ( +1)t+(—3)t3+oo(t3).

pon 169 =5 (24 1) () (=3 (3 + o () motemert, 1) = Ex-# (5 1)+ (-2) &+ 00 ()

2
4 i i T _ l l car si f(x)~,g(x) alors f et g ont le méme signe au voisinage de a et la méme limite en a dés que
Et par consequent, f(x) [4 x+ (4 + 1)] ( 3) (x) 'une de cesalimites existe.

. 1\ (1)\? _ 1\ (1)? T _ n T -
Comme xgrpw (— E) (;) =0et (— E) (;) <0, xl_l)rl‘loo flx) — [ (Z + 1)] =0etf(x)— [Zx + (Z + 1)] < 0 au voisinage de +oo.
Jen conclus que la droite d’équation y = %x P (Z F 1) est asymptote a Cf en +oo et Cf est sous cette asymptote au voisinage de

+o00.

1-x+4x? L
f) == ——ev
Posons g(t) = f (1)

Alors, tg(t) = t

1 A . ¢
{ - ot = ﬁeﬁ . Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif aprés Uordre 1) de tg(t):
t
tg(t) = (4— —t+ tz) met(l"g“'oo(t)) = %(4 —t+ tz)(l + %t + %tZ + Oo(tz)) et+3tz+00(t2)
2
2
= (4 + 5t + = t240y () (1 + (¢ + 3t%) + = + 0 ()
2
= Z(4+5t+ =ty () (1 + t+ — + oo(tz))
= —(4 + 9t + —t +o(,(t2)) =2+= t+ t 2+0,(t?)).

55 1 car si f(x)~.9(x) alors f et g ont le méme
Donc, f(x) =2 + <t +0+oo( = ))- Etfinalement, f(x) = 2x + 5+ —+0400( ). signe au voisinage de a et la méme limite

en a dés que 'une de ces limites existe.

zl-x2

55

Et par conséquent, f(x) - [Zx + E] ~hoo o

Comme lim 2= (et pour x > 0,§ >0, lim f(x)— [Zx + 3] =0et f(x)— [Zx + 2] > 0 au voisinage de +0. J’en conclus que
x—+00 4x 4x xX—+00 2 2

la droite d’équation y = 2x + Eest asymptote a Cf en +oo et Cf est au-dessus de ’asymptote au voisinage de +oo.

Ex 17 Fonction avec parameétre

: 4 . 1-ax+x®  arcran(x)
Soita unréelet f,: (x » e @ ).

1. a. Déterminerun équivalent simple de f;, au voisinage de 0 .
b. DonnerUéquation de la tangente a Cr, en 0 et la position, au voisinage de 0, de la courbe Cy, par rapport a cette tangente
(suivant les valeurs de a).
Déterminer un équivalent simple de f; au voisinage de+-oo.
b. Montrer que Cr a deux asymptotes obliques et étudier la position, au voisinage det o, de Cy, par rapport a ses
asymptotes (suivant les valeurs de a).
c. Vérifier que ces deux asymptotes se coupent orthogonalement sur (0x).
1. a.)lci_r}(l)fa(x) =1 € R*.Donc f,(x)~o1.

b. Cherchons un DL en 0 d’ordre suffisant pour faire apparaitre un terme significatif supplémentaire par rapporta un DL;.

D
©

1-ax+x?

V1+x?
3

3 2 373
e 50 21 (e 2) e 2) 45 e = L+ () )

1
=(l—-ax+x)A+x)D2=(1—-ax+x?) (1 —ixz + oo(x3)) =1-ax +%x2 +%x3 + 0y(x3).

eAretan(x) = 1 4 x 4 %xz - %x3 + 0o(x3).

Dong, f;(x) = (1 —ax + %xz + %x3 + 00(x3)> <1 +x+ %xz - %x3 + 00(x3)>

i) =1+ -a)x+ {1 —a)x?®+ (—% + %) x3 + 0o (x3) . Ainsi, f, (x) (2) 1+(1—a)x+(1—a)x?+ §x3 + 0o (x3).

Donc, 'équation de latangente a Cf, enOesty = 1+ (1 — a)x.

Etsia # lalors f,(x) — 1 — (1 — a)x~¢(1 — a)x2. Donc au voisinage de 0, f,(x) —1— (1 —a)x >0sia<letf,(x) —1—-(1—a)x <0
sia > 1.Donc, sia > 1 alors Cf, est sous sa tangente en O etsi a < 1 alors Cf, est au-dessus de sa tangente en 0.

Etsia = 1 alors la tangente a Cf; en 0 est horizontale d’équationy = 1 et f; (x) — 1~0§x3. Donc si x > 0 et x au voisinage

de0,f;(x) — 1> 0etsix < 0etxauvoisinage de 0, f; (x) — 1 < 0. Donc Cf; traverse sa tangente en 0 et est au-dessus de cette

tangente au voisinage de 0% et en dessous au voisinage de 0.

T T 2 2 i
: Arctan(x) — o5 * Arctan(x) = 1-ax+x® x — P ~ >
2. a.xl_l)rllwe =e2 € R".Donce +wez.Deplus, Vet N = x. Ainsi, f(x)~;0e2x. De
car x>0 donc
VaP=|x|=x
ks
méme f,(X)~_, — e 2x
1
b. Posons g(t) = tf, (;)
Alors, pour t au voisinage de 0F,
a, 1 t2—at+1 t2—at+1
17+ Arctan(l) z Z_arctan(t) 2 z 7 l-at+t?
ta(t) = t——L¢ i) = t—t ez — t—t eze—Arctan(t) = ez eArctan(—t)
9(®) 1 241 - iz Vitt?
1+ = t>0donc t

Jet=t



T1-CaC0+e

tg(t) = s TEPENEMretan 0 = ip (1) = o1+ (1= ()0 + (1= (@) (0 4 (-0 + 00(E9)]

d'apres (#%)
avec lcin(} —t=0

insi. £0(£) = en — en z 243 4, 3 Triy=lg(t) et e 2 _ et 1
Ainsi, tg(t) = ez —ez(1+ a)t + e2(1 + a)t St + 0y(t ).Donc,xf(x)—xg(x)—ez (1+a)x +(1+a)x2 o3 T Otoo (x3)'
L £ & & 1 ez 1 1
Ainsi, f(x) = ezx —ez(1+ a) +ez(1 +a); — 5t O (F)
ox E .z A+a)Z>0sia>-1
Jendéduis que sia # —1alors f(x) — (ezx — ez(1 + a))~40 (1+a)7. Comme liI_P (1+a)7=Oet e s
Xx—+00

(1+a)?<05ia<—1
f(x)—eg(x—(1+a))>05ia>—1

- (puisque des fonctions équivalentes au voisinage de a ont
fx)—ez(x—(14+a)<0sia< -1

xl_i)rp(ﬂ o) - eg(x —(1+a)=0et

s
ez 1 <
ey Et par conséquent,

T
en commun limite en a et signe au voisinage de a). De méme, sia = —1 alors f(x) — e2x~,4 — 3

liT fx) —ezx=0etf(x) —ezx <0.
x—+00

au — dessus de cette asymptote sia > —1

T[ T
Ainsi la droite d’équation y = ezx — ez (1 + a) est asymptote a Cf en + et Cf est {en — dessous de cette asymptote sia < —1'

Alors, pour t au voisinage de 07,

_a,1 1 ?-att1 t?-att1 Arctan(—t)
(@) = (R o) TEL e S e | e S0 2
141 241 A 1+ Vi+t? —a
e N B
doncﬁ:—t

Donc, en utilisant les mémes calculs que précédemment, je peux en déduire que :

fx)=—ezx+e2(1+a)—e2(1+ a)§+ L (i)

3 x2 52
au — dessus de cette asymptote sia < —1

Ainsi la droite d’équation y = —e zx + e 2(1 + a) est asymptote a Cf en — et Cf est {en _ dessous de cette asymptote si a > —1

d. L’asymptote & Cf en +o a pour coefficient directeur (pente) eg donc le vecteuru =7+ egfest directeur de 'asymptote
+o0.
L’asymptote a Cf en —oo a pour coefficient directeur (pente) —e_g donc le vecteur ¥ =7 — e_gfest directeur de cette asymptote en —co.
Alors, U. ¥ =1x 1+ e7 x (—e'g) =1—1=0.J)enconclus que i et ¥ sont orthogonaux et ainsi les deux asymptotes sont
perpendiculaires.
De plus, l’'asymptote en 400 coupe 'axe des abscisses au point A(x, 0) telque 0 = egx - eg(l +a)i.e.x =1+ a. Et’asymptote en

ks T
—oo coupe 'axe des abscisses au point A'(x,0) telque 0 = —e 2x + e 2(1 + a) i.e.x = 1 + a. Donc, A = A’ et ainsi, les deux
asymptotes se coupent perpendiculairement au point A de la droite des abscisses.

Ex 18 Etude de fonctions

1. Etude compléte et tracé de la fonction f(x) = /x2(x — 2).
1

2. Etude compléte et tracé de la fonction f(x) = exVx? + x

1
a"+b")§
2 o

3. Soit0 < a < b. Etude compléte de la fonction f(x) = (

Ex 19 Raccord dans une équation différentielle
1. Résoudre x2(1 + x)y’' +y = x surR.
2. Résoudre sur R ’équation différentielle |x|y’ + (x — 1)y = x3.

Ex 20 Calculer les limites suivantes :
1

a) lm}z cos (x)et-sin®
x>
b) lim x(Arctan(x) —2)
X—+00 ) 2
c) lim(1 + x*)zo#F
x-0

d) lim Xox

x—1 1-x+In(x)
o lim(-2 -1 )
x—0 \sin’x  1—cos (x)

q 2 1
f) hn}f (coszx + ln(sin(x)))

X2
In(x)
. (A+x) x —x
x—0 x°In (x)
. sin™x—x™"
)l
i) lim—————
x—1e*—e x—1
] . 2 1\* 3 1
j) lim x (1+;) —ex°ln (1+;)

X—>+00

@




1 1

k) 9161_13(1] ; - In(1+x)
In (1+x) xin(x)
l) x—>+oo( In (x) )

1
m) lim (—2X+3x )z_x

X
2X+1+5§
1

x
cos™x—ncos(x)+n—-1
o) llm_—4(
x—0 sin*x
. Arctan(Zsinx)—%
p) lim————*
k3

x-—
6

o) i, (sn () eos (1))

n(1+x) xin(x)
x—>+oo( In(x) )
s) lim(2x* — 3x + 1)tan (7x)

x>
2

9 lim(@2¥+3% - 12)t"s

u) lim sin (x)4retan)
x-0

v) lim (1+$)Ch(x>

X—+00

cos (3x)

a*—x* +
w) lim—— oua € R**
x-aXx'—a

1
Limite en 0 de sin?(x)  1-cos(®)’
2 2

1 2 .
~o— et ———~,— = — .Donc, je ne peux pas conclure.

sin?(x) x2 1—cos(x) x2 x2

2 1 2 1 _ 2 2 2 1 1
sin?2(x)  1-cos(x) 3 2 a2 xt 4y 2 Xt 4 2 _x* 4y x2\ %% 2 _x2 2
x—%+oo(x4) 5 24+00(x ) x?-3 0o (x%) x 12+00(x ) 1 3 0o(x?) 1 12+00(x )

_ 2 x? 2y _ x? 2 _2(x 2 2 1 _1
= x2(<1 +3 0o(x )) <1 +35 + 0y(x )))— x2<4 + 0o (x )) -. Donc, llmsmz(x) oo = 2

Limite en +oco de (sin (i) + cos (l))x.
(sm( ) + cos (1))x = exm(sm( )+COS( )> Posonst = - et g@®) = f(x).

Alors x = ? etglt)=f (%) etf(x)=g (;) Déterminons la limite de g en 0 .

1 . 1 1
g(t) = e;ln(sm(t)+cos(t)) _ e;ln(1+t+ou(t))) — e;(t+oo(t)) = gl+0o(1) Donc, ltm&g(t) = e et ainsi, lirP fx) =e.
— X—>+00

zn(1+x))"l"(x)

L
(X) n(1+x)
An@(GEE) _ xn(olinin(@+x0)-In (nG)] posons ¢ = et 9(®) = Q).

Limite en +oo de (

(zn(1+x))’“”(")
In(x)

Aors g () = et (@042} D] posons (e) = Lim (2 )[l"(ln(”z))—ln(ln(%))}
h(t) = -zn( Y[ (n (1+2)) = 1n an (2))] = = 21n(®) Inn(1 + £)) = In(©)) = In (~ In(6)]
h(t) = = In(e) [In(= tn()) + In (1 - m829) — n(— In(t))]

e

In(t)
_ 1 _ In(1+t) - 1 _ n(1+t)\ _ In(1+t) -
- tln(t) In (1 In(t) ) 9 tln(t)( In(t) )_ t ol.
car lim _ln@tn)_
t-0 In(®)

et In (14+u)~ou

. _ . T m\?
Donc,lthr%g(t)—eetam& 11m f(x)—e —(x——) +0%(( _Z))

3e
2 1
lim +—F)?
x-2 (5052" 1n(51n(x))) ~ cos (g + t) = —sin(t) et sin (g + t) = cos (t)
Posonst = x — %etg(t) = f(x).Alors,
n 2 1 2 1 2 1 2 1
g(t)=f Sst+t)= T + Nz == + = 7+ = 2t ==
G+o) cos?(Z+t)  Infsin(G4e)) — sini(®) * InCcos(®) ) e (e
2 1 2 1 2 1 1 2 t2 t2
= + = + == - =51+ 40,t)-(1-=+
(i-Bros) | T 1) | T Tren] [_(> gl FlL TS e (1
3

2 [t? 1
oo(tz))] = t—z[;+ oo(tz)] ~o1.Donc llmg(t) =1let llm( + M) =

cos?x

lim(2x? — 3x + 1)tan (mx) 1 e /2
e ——=1-u+o,(u)et ltin3—§+00(t2) =ltin3€+oo(t2)

1 1+u
Posonst = x — 3 et g(t) = f(x).Alors,

g(t)=f(%+t)=(2(t+%)2—3(t+%)+1)tan(n:(t+%))=(th—t)tan(§+nt)=(2t2—t)( m) ~o(=t) X



L

Donc lim g(t) = —et lim f(x) =
t—0 LA T 2t% = 0y(t) donc 2t2 —t~, — t
3 -X — 3 X — .
i (1 1 )Ch(x) / xl_lHlooe =0 etle)IPwe =t tan (w)~,_ou et limmt = 0 donc tan (mt)~,mnt .
2o bo i 2x. donc e™ = 0, (e¥). =0
1
fx) = ecn(x)l"(uﬂ). Posons H(x) = ch(x)ln (1 \I— i .
. .cc

(14 2) ~poo . DONG, H(X)~ 40 2 = L (¥ + e7)~ & Or, lim <2 + 0. Donc, lim H(x) = +eo. Etainsi,

xlirP f(x) = +oo.
lim sin (x)A4retan(x) im L= 1 L
= In(1 +u) ~qu et IIIII =0 donc In (1 + ZX) ~ oo o

. x—+00
f(x) = eAretan@®in(sin () posons H(x) = Arctan(x)in(sin (x)).

Arctan(x)~yx. Donc, H(x)~oxIn(sin(x)). Or, xIn(sin(x)) = xIn(x + 0y(x)) = x[In(x) + In (1 + 04(1))]~exIn(x).
Or, lim xIn(x) = 0.Donc, lim H(x) = 0 etainsi, lim f(x) = 1.
x=0 ce x—0 x—0



