Méthodes de calcul des dérivées niemes d’une fonction donnée.
Les SAVOIR-FAIRE fondamentaux !
Prérequis :

e Connaitre parfaitement les dérivées successives des fonctions usuelles

e Connaitre la formule de Leibniz, la formule des dérivées successives de u(ax + b)

e Connaitre le critére de classe C™ ()

e  Savoir dériver une fonction ( formule de dérivation d’'une combinaison linéaire, produit, inverse, quotient, composée)

e  Savoir linéariser

e Savoir passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique et inversement

e Savoir décomposer en éléments simples

e  Savoir calculer une limite

1. CONIJECTURE ( +récurrence): cette méthode peut toujours étre tentée....
1

3-2x’
¢ estde classe C®sur D =R\ {%} car (x » 3 — 2x) Uest et ne s’annule pas sur D.
Etvx € D,p(x) = (3 —2x)" L.
@' =(-D(=2)B—-2x)7%
@"(0) = (-2)(-D(-2)’ B — 2x)~?
9" (%) = (=3)(-D(-D(-2)*B - 2x)"*.
Conjecture H(n): Vx € D, o™ (x) = n! 2"*(3 — 2x)~("*+D),
H(0) est vraie. Supposons H(n) pour un entier naturel n. Alors Vx € D, 9™ (x) = n! 2"(3 — 2x)~™*V . Donc,
vx € D, D(x) = ™' (x) = n!2*[—(n + 1)][-2](3 — 2x)~ @+ D=1 = (n + 1)1 27*+1(3 — 2x)~("+2),
Donc H(n + 1) vraie dés que H(n) vraie.
J’en conclus par le théoréme de récurrence simple que : Vn € N,Vx € D, ™ (x) = n! 2*(3 — 2x)~(+1),

Dérivées successives de ¢(x) =

2. LEIBNIZ: cette méthode s’applique lorsque ¢ est le produit de deux fonctions dont je connais les dérivées successives.
Dérivées successives de ¢@(x) = e* (3x> — 2x + 5) . ¢ estde classe C®sur R car P etexp le sontetvm € N,Vx € R,
& 7%
P(x)

eMx)=3ym (7:) P (x) exp™H)(x) = (73) P(x)e*+ (T) P'(x)e* + (Zl) P"(x)e* + (7;1) P (x)e* + -+ (z) P (x)e* .

=0 si k=3
Donc, sim = 2, alors ™ (x) = (3x2 — 2x + 5)e*+m(6x — 2)e* +
le.vm € N,Vx € R, ™ (x) = (3x%+ (6m — 2)x + 5 — 2m + 3m(m — 1))e* (formule encore valable pour m € {0,1} ...a vérifier).

=0
m(nzl—l) 6e*

3. LINEARISATION : cette méthode s’applique lorsque @ est le produit de fonctions trigonométriques
Dérivées successives de @(x) = sin?(2x)cos®(5x)
¢ estde classe C®sur R car sin et cos le sont.

i2x_ ,—i2x 2 isx ,—i5xy 3 . . . . . .
Et VX ER,p(x) = (e zf ) (e +Ze ) = —zis(e““‘ — 2+ 7)) (e115% 4 3¢I5% 4 3¢I5X 4 g~il5¥)

— _%(eiwx + 3ei9x + 3e—ix + e—illx _ Zeilsx _ 6ei5x _ 6e—i5x _ Ze—ilsx + eillx + 3eix + 3e—i9x + e—i19x)

1
=— ?(cos(19x) — 2 cos(15x) + cos(11x) + 3 cos(9x) — 6 cos(5x) + 3 cos(x))
Doncvm € N,Vx € R,
™M (x) = —214(19’" cos (19x + m%) — 2 X 15™ X cos (15x + m%) + 11™ cos (11x + mg) + 3 X 9™ X cos (9x + mg) =
6 X 5™ X cos (Sx + mz) + 3 cos (x + mz)).
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4. PASSAGE EN COMPLEXE : cette méthode s’applique lorsque ¢ est le produit d’une fonction exponentielles et d’une
fonction trigonométrique.

Dérivées successives de ¢ : (x - sin (x)e*). Vx € R, ¢(x) = Im(ee*) = Im (e(l“)"). D’aprés ce qui précéde, g est C° sur R
9x)
. k T . k(1=
etVx € R, g®(x) = (1 4 i)ke@+Dx = 2" eie+Dx = /2 e‘(k4+x)e". Donc, ¢ est de classe C® sur R
k
etVx € R, ™ (x) = Im (g(k)(x)) = /2 e*sin (x + k%).
q - - 1—cos(2x) _ B! i2x . — ! 1+i

Dérivées successives de @ : (x — sin?(x)e 2¥).Vx € R, @(x) = ——X p=2x = ¢ __ _ ERe(elzxe ) = eT —>Re (ez( 1“)">.

2 2
g(x)
D’apres ce qui précéde, g est C* sur Rdonc Re(g) est C* surR
car

—1+i=yZel%F P k (3kn
etVk € N,Vx € R, g® (x) = 2k (=1 + i)ke2(-1+Dx = 22" ePie2(1+Dx = (24/2) 2% 1(52%)
k _ 3km . k _ . (3km
9@ (x) = (2v2) e ?* cos (T + Zx) +i(2v2) e *sin (T + Zx).
Donc, ¢ estde classe C® sur R comme somme de telles fonctions
) () = L (—2)kp—2x _ 1 © () = L[k — o> 3km\| —2x
etVx E R, ¢ (x)—z( 2)*e 2Re(g (x))—z[( 2) 22cos(2x+ 4) e X,



5. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES : cette méthode s’applique lorsque @ est une fonction rationnelle.

Dérivées successives de f: (x — ). Je décompose f en éléments simples et je dérive chaque élément simple .Ici, f estde

X
(x—2)(x+3)
classe C® sur R\{2, -3} et Vx € R{2,-3}, f(x) = ——— = 1( 24 ) Donc Vk € N,Vx € R\{2,-3}, f®(x) =

(x—=2)(x+3) 5 \(x-2) (x+3)
(-Dkk! 2 3
5 ((x 2)k+1 v (x+3)"+1)'

2
Dérivée nieme de f(x) = 1 ;
Df = R\ {—} f estde classe C*® sur R\ {1} car f est constituée de fonctions de classe C® sur leur propre domaine de définition.

Division euclidienne : je fais la division euclidienne de x?> + 1par1—5x: Vx €R, x> +1 = (1 — 5x) (——x - %) + Z—:.
2,

241 (1—5X)(—gx—g)+2—g _ 1 1 " 2_6( 1 )
1- 5x_ 1-5x s 25 ' 25 \1-5x/"
P(x) Q(x)

Comme P et Q sont de classe C® sur R\ {%} vn € N,Vx € Df, f™(x) = PM (x) + Q(")(x)

Réécriture de f(x): Vx € Df, f(x) =

Or, Vx € DfnP'(x) = _§ etvn=>2,PM™(x) =0.

1 ( - -
Et,Vx € Df,Q(x) = u(1 — 5x) avec u(t) = T donc QM (x) = (=5)"u™(1 — 5x) = = On peut aussi trouver les dérivées

le cours successives de Q par conjecture .
assure que

u(")(t)— 1) nv

26 (=5)"(-D)"n!

et vn>2,fM(x) =2 e

! —_—— —
Vx € Df, f'(x) = +25(15)Z

6. CRITERE DE CLASSE C™: cette méthode s’applique aux fonctions définies par morceaux et permet de connaitre la
dérivabilité d’ordre n au(x) point(s) de raccord et les nombres dérivées successifs en ce point.

{x" In(x)six >0
O0six=0

vk € [0,n— 1], f®(0) = 0. Que peut-on en conclure sur les ensembles D™ (R,R) et C"1(R,R) ?

Posons g(x) = ’fj 1&@ . g estde classe C® sur Dg = R*™* car constituée des fonctions u et v de classe C* sur leur propre domaine

u(x) v(x)
de définition et d’aprés Leibniz, vp € [0,n],Vx > 0,g®(x) = X7 _ 0( )u(k)(x)v(p‘k)(x)

9P (x) = ¥P_ 0( )u(")(x)v(p‘k)(x) +u® () v (x)

®)(x) = ¥P- npk CDPTE k1) n oy
9P (x) Zk: ( )(n k),x s +(n p)'x In (x)

Soit n un entier naturel non nul . Soit f: (x > ) . Montrer que f est de classe C"~! mais pas n-fois dérivable sur R*et

In(x)sim =0
car In™(x) = {(—1)’“ L(n=1)!

= sim>0

Comme p € [0,n], Vk € [0,p],n — k = 0,donc u® (x) = (ni!k)lx""‘.

9?6 =25 () )( DI — k= Dx"P 4 s x P In(x)

® p—k—1 Mp—k-1)! 1P

9P = 2 ot (-1 Lo i)«

gP(x) = [p!(—l)p k= 1Z£;(1)((;_11) = p)'ln(x)] x"P =[A, + B,In(x)]x"P ol 4, et B, sontréels.

gP(x) = Ap x™P + Bpx™ P In(x) ou Ay, et By, sontréels.
Si0 <p<mnalors lin(1) x™ P In(x) = 0etdonc, lil’% g(p)(x) = 0. Alors le critére de classe C™tassure que f est de classe C"! sur R**
X X
ot f®); (x o {Ap x™P + Byx™ P In(x) six > O>.
O0six=0
Par contre, g™ (x) = 4, + B, In(x) donc lit% g™ (x) = +o0. Alors le critere de dérivabilité assure que f ™1 n’est pas dérivable en 0
X

et Cf ™1 a une tangente verticale en 0.



