Méthodes pour obtenir le développement limité d’une fonction donnée

en un point donné a un ordre donné.
Les SAVOIR-FAIRE fondamentaux !

Prérequis :
e  Connaitre parfaitement les développements limités des fonctions usuels
e Connaitre parfaitement le théoreme de Taylor-Young
Connaitre parfaitement le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL
Connaitre parfaitement les régles de calcul sur les développements limités
e  Savoir choisir le bon ordre du DL pour obtenir le DL d’un produit, d’une combinaison linéaire, d’un quotient, d’une
composée
e  Savoir faire un bon changement de variable pour se ramener en 0
e Connaitre parfaitement les régles de calcul sur les fonctions négligeables ( les « petits 0 »)
e Bien connaitre les propriétés des fonctions usuelles ( In(ab) = In(|a]) + In(|b|) , e**? = e®e?, ab = '{/H'{/IT,
Arctan(x) + Arctan G) = ig, Arccos(x) + Arcsin(x) = g cos(a + b), sinp — sing; tan (a + g) )
Nota-bene
LORSQUE VOUS CHERCHEZ UN DEVELOPPEMENT LIMITE, LE PLUS IMPORTANT EST DE VERIFIER SYSTEMATIQUEMENT QUE VOUS
AVEZ LE DROIT DE COMPOSER :
f@w) = a+ bu+ cu? + dud + 0,13
{ l u(x)=0

= f(u(x)) = a + bu(x) + cu(x)? + du(x)® + 0xoq (U(x)?).

IL EST AUSSI TRES IMPORTANT DE BIEN CHOISIR L’ORDRE DES DIFFERENTS DL POUR NE PAS PERDRE DE TERME...
LES REGLES GENERALES :
Si f etg admettentun DL, (0) alors f + g, f X g admettent un DL, (0).

Si f etg admettentun DL, (0) et chir% gx)=L+#0 alorsiadmet un DL, (0).
Si f etg admettentun DL, (0) et li g(x) = 0alors f o g admetun DL, (0).

1. Enutilisant Taylor Young : cette méthode s’applique aux fonctions de classe C™ sur un intervalle contenant le point ou
Lon cherche le DL et lorsque Uordre de DL n’est pas trop élevé et les dérivées de f ne sont pas trop compliquées a
déterminer.
. 1 Si f estde classe C™ sur un intervalle contenant
f(x) = Arcsm(x) (ordre 2 en;)- a alors f admet le DL, (a) suivant:
1 _3 _3 f( ) f ( )
f estdeclasse C®sur] — 1;1[etf'(x) = (1 — x?) zetf”(x)=—§(—2x)(1—x2) i=x(1—x¥)7z2. [fO=f@+=F-G-a+—=5—

Done f (%) = % f! (l) = ie't f (%) = % . Alors Taylor-Young assure que : f(n)(a)
e =2+ 33 250 (=)

2. En utilisant les propriétés de la fonction racine n*™ réelle : cette méthode s’applique aux fonctions de la forme 1/ h(x).

f(x) =V4 + e* (ordre 3 en0).
f(x)=W=\/4+1+x+xz—2+§+oo(x3)=\/5<1+x+ XX +00(x3)> V5 |1+ +—+ +00(x3)

(x—a)®+

(x—a)" + Ou((x —am)

5 10 30 5 10 30
u(x)
. _ _ 1 _ 1 1/(1 u?z 1 Pour obtenirun DL;(0) de \/h(x), je
Comme llmu(x) =0etvl+u=_1+u)z= 1+Eu+5(5_1)7+5(__1) (-—2) +0o(u?), A ‘

JTFu@ = 1+ 3u(0) — 495+ 50 4 6 (x%) Hominant ol D an eciou, puisa se
Nab = ¥/a\/b de sorte de faire apparaitre

‘/Tu(x) avec l‘i’& u(x) = 0 et u admet un
DL;(0).

I( u(x)=—+—+—+00(x3)
5 10 30 (@a+b+c+d)?=a?+b*+c*+d*+2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

2 _x* %8 3
avec u(x) =E+E+0°(x )

u(x)3 = u(x) x u(x)® = x—3 + 09(x3)

2

AinSi,f(X)z\/§<1+ [+_+X_3 1[x o

3

3 A . s 3
30 25 25] T [125] + 0o (x )> \/_<1 toxt zoox i sooox P +oo(x )>

3. Enutilisant les propriétés de la fonction logarithme : En utilisant les propriétés de la fonction racine n*™° réelle : cette
méthode s’applique aux fonctions de la forme In(h(x)).
DL,(0) de f(x) = In (1 + Arctan(x) + cos(x))

f(x) = In(1 + Arctan(x) + cos(x)) = In (1 +x— x; +o0o(x*) +1— %2 + g + 00(x4)>

Pour obtenir un DL;(0) de In(h(x)) ,je

2 3 4 2 3 4 remplace h(x)par
X X X X X X X
f(x) =In <2 +x— ? — ? + Z + 00(X4)> = ln(2) +In| 1+ E - T — Z + E + 00(x4) . son DL;(0) puis je mets dans le logarithme le terme
dominant du DL en facteur, j’utilise ensuite In(ab) =
u(x) In(a) + In(b)de sorte de faire apparaitre

2 3 4 .
Comme lir% u(x) =0etln(1+u) =u— u? + u? - u: +u*e(u) et lil% e(w) =0, In(1 +u(x)) avec limu(x) = 0 et w admet un DL3(0).
xX— u—



ln(l + u(x)) = u(x) u(x) + % u(x) + u(x)”‘s(u(x)) et 11m s(u(x)) =0 et

x2

u(x) = __T_?+E+ 00(x4)
W) =2 -2 -5 g (%)
) =5 =2 4 o)

4 _xt 4
u*(x) = 16+00(x )
3x

- x_ 3% xt 4
Dong, f(x) = In(2) + ST % "1 T 0o(x*).

f(x) =In(1+¥8+x) (ordre3en0)
i/m=23/1+§=2(1+§)5.00mmem§=Oet(1+§) =1+2u+; (——1) ;(——1)(——2) + 0 (1),

() =1+ 300 E ) 6D o)) st

x? x?

Donc, f(x) =In (3 +t—= 3><22 - 32><252+ 34><28 +00(X3)) =In (3[1 + 32><22 T 38x25 + 35X28 +00(X3)]) .
1
f(x) =In(3) + In(1 + 32><22 - 33’;25 + 35><28 + 0o(x3)) . Comme }Clil’(l) u(x) =0etln(1+u) =u— Euz + u? + 0o(u®),
=u(x)
@ = 2 4 0p(x)
ulx) =3 ><22 33x25 35><28 OofX
1 ( )3
In(1+u()) =u(x) - ;u(x)2 B2+ 00(x®) avec u(x)? = 3:‘7 35><26 + 00(x3)

u(x)® = u(x) X u(x)® =
x x? + 5x3 _l[ x? _ x3] 1[x ]
3%x22  33x25  35x28  203%x2%  35x26 3 136x26

+ 0p(x3)
x x?
32x22  3%x23 37><2’3

’%5><26

+ 0o(x%) =1In(3) +

Dong, f(x) = In(3) + + 00 (x3).

f(x) = Arccos(x) A™i"®) ordre3ena = 0
f(x) = e Aresin()In (recos()  posons h(x) = Arcsin(x) In(Arccos(x)).

Aresin(x) = x + % + 05 (x?) et Arccos(x) = £ — Arcsin(x) = = - (x + 5 4+ 0, (a3 )
(|
In(4rccos(x)) = In (g - (x +Z4 00(x3)>> =l 2[1 - ( +25 4 0p(x?) f ) +1n (1 - u@).
=u()—0
In(Arccos()) = In (Z) = uCe) =42 — 2 4 5,3) = In (Z) = (2o +25) = Zx2 = Lox? 4 00(a)
In(Arccos(x)) = In (2) - %x - %xz - (% + )x3 + 05 (x3).
Alors, h(x) = <x + § + 00(x3)> <ln (g) - —x - %xz - (ﬁ + ) X3+ 00(x3))
he) =n(2)x 222+ <“‘( ) )x +0p(x?). Done, £(x) = e*® = 1+ v(x) + 22 + X0 4 o, (x3),
=v(x)—0
Foo=1+1n(Z)x—2x7 + (( o2 )t ()2 -2 ()0 2100 ()22 + one),

f(x)=1+1n (g)x + (%ln2 (g) —i) x? + (@—%—iln (g) +%ln3 (g)) x3 + 0o (x?).

4. En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle : En utilisant les propriétés de la fonction racine n*™ réelle :
cette méthode s’applique aux fonctions de la forme ™™,
f(x) = eAr¢cosX)  (ordre 6 en 0)

F(x) = eArecos(d) = g3~ AT Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et Arcsin’admet le DLS(O) suivant :

il 2y 2 (_1)(__1_1)( x*)? 5 5
Arcsin’(x) = (1 — x%) 2 = 1+ ( )( —x*%) +++ o(x*)=1 +1 x + - x* + 0(x®). Donc le théoréeme d’intégration
car

h(x)
lim —x2=0 Pour obtenir un DL;(0) de "™, je remplace h(x)par

x>0 son DL4(0) puis j’isole le terme constant de ce
N . . 1x DL comme suit: h(x) = A + u(x) avec limu(x) = 0 etu
terme aterm r : Ar = Ar === 6 S == 6 %=0
erme a terme assure que csin(x) csin(0) + x 33 + + o(x®)=x + + + o(x°®). @) e )
ux) exp(a) x exp(b)de sorte de faire apparaitre exp(u(x))
n m_ 1 %3 3x5 6 mo_ 123 3x5 6 avec limu(x) = 0 et u admet un DL;(0).
Donc, f(x) = eArccos(x) — —Arcsm(x) =2 % 3 s 10 x®) _ = eze ¥ 23 33 +o(x ) x=0

; - - 6
CommeLl_r}r(l)u(x)—Oete”—1+u+5u +§+Z+E+Z+0°(u ),



o, 1x3 38 6
ulx) = —x >3 235+o(x)
2_,2,.% 8 ¢ 6
u(x) X+ Tt + 0(x®)
5
) = 1 u(a) + Jue)? 4 12 4 K M 0 ,(2) avec {40 = () XU = =Tk o),
u(0)* = ulx) x u(x)? = x* + 2 +o(x6)
u(x)® = ulx) x u(x)* = —x° + o(x®)
u(x)® = ulx) x u(x)’ = x° + o(x%)
— o3 _y_1x 32 A2 4 28 L 1,5 6
DOﬂC,f(x)—ez<1+[ x 23 235]+ [x + +325 ]+2><3 ]+23><3[ + 3]+23><3><5[ x]+24><32><5x +o(x®)
Ainsi,f(x)=eE—eEx+%x2—?x3+%2x4 — 5+ x %+ o(x%).

5. Enseramenant en 0: cette méthode s’applique lorsqu’on cherche le DL d’une fonction en un point autre que 0 ou bien
le développement asymptotique (DA) en tco.

f(x) =3/9 — 2sin (x), ordre 4ena =§ t=x—aetg(t) =fla+t)

T fadmetle DL, (@ : f(x) = Thaod, (¥ — )F + 04 ((x = @)7)
Posonst = x — cet g@) = f(x). jetssi
gy =f (g + t) = 3\]9 —2sin (g + t) = 3\]9 -2 [sin (%) cos(t) + cos (%) sin(t)]

=3\/ [(1——+%+oo(t5)) +\/7§<t——+00(t4))] j —1—\/§t+;+\§t3—%+00(t4))
8

sietssi
gadmetle DL,(0): g(t) = f(a+t) = Tr_o A, tF + 0, (t™).

= 3\/8—x/§t+ +£t3—t—+00(t4)) 3\/ [1—E +lt2+£t3— e +0,(t*))]

6 24 16 ' 6x8  24x8
V31 V3 t4
= —_ — 12 3 4
=2°[1+¢ ATl vy R GY))
=u()
Comme ltirr(}u(t) =0et(1+ u)3 =1+4- U ——u + —ud — = 4+00(u4)
(A +u(®): = 1+5u() —Hu®)? + 3—4u(t)3 - 3—5u(t)4+00(t4) avec
[ ——( \/_t+ 2 + ‘/— —%+00(t4)>
u(®)? = [3t2 —V3t3 + Zt4+oo(t4)]
T w®?® = u(®)? xu(t) = £ [-3V3t> + 2t* + 0o (t)]
u(®)* = @®? = [9t* - 6V3t° + 0y (t%)]
L u(®)® =u(®)® x u(t)* = 0o (t*)
L 21 1 V3 t* 2 1 5 2 .
Ainsi, g(t) = 2 + 2o [—V3t + 57 + -t — ] ——;[3# V3t +2 t“] —4—3[ 3V3t3 + - t“] — v 2 [9t*]+0(t*) | puis

V3 1 1 2 NE V3 5 \/_ 3
fe) =2-g5(x _%)+(m_3x4x8)(x_%) +<6x4x3+4x8x32_§82x4>(x_%)
1 1 5 T4 4
+(_3><6x42_3x822x2_32x83)(x_8) :O%((x_g))4 \
ainsi, () =2 =2 (x =)+ (1) (x - 5) + ez 119 (x=0) + 5 (=0 +oz((x-5))
DLs(1) de f(x) = eX*~5x~%

Posonst = x — letg(t) = f(x).Alors g(t) = f(t + 1) = e(t+D?=5(E+1)—4 = ot*=3t-8 = o—85t*~3¢
Commehmt2 —3t=0ete¥ = 1+u+ + + +—+u Se(u) et llms(u) =0,

120
a2 2_a133 2_ 4 _
et? =3t = 1 442 = 3¢+ L2 L (507 , @0 (t 0% 4 (7 — 365 e(u(t? — 30)) et lime(t? —3t) = 0.Donc, et*~3t =1 +¢? —
6 24 120 —_— t—0
2 4_ 43 — 3 4_qg4+5 4_ 5 — 5
3t + 9t“+t*—6t + 27t°+27t*-9t + 81t*—-108t + 243t + tsoo(l)_
2 6 24 120
= e 8[1 — Voo (L3 )3 4 (L2420 a4 (232845 4 45
Alors g(t) = e ®[1 -3t + St +( 3 Z)t +(2+2+ 8)t +( S5 4o)t + t200(1)]

Ainsi, f(x) = e 1 =3 - D+ 2 - 12+ (- 2) ¢ - D>+ (L) - * + (-2 - D + 01(x - D).

f(x) = (x + 1)Arctan ( ) DA en +oo a 3 termes significatifs (i.e. non nuls) Onposet =%x etg(t) = f(x) = f(%)
f admetle DA, () : f(x) = i Akxik + 040 (,%n)
o
gadmetle DA,(0): g(t) = f () = Zp__ A, t* + 05(t™)

Posons g(t) = f (?) .Alors, tg(t) =t G + 1) Arctan( ?) = (1+ t)Arctan(2t + 1).
t

Cherchons un DL(0) (ordre 2 ou 3 : il faut un terme significatif aprés Uordre 1) de tg(t):
Soit p(t) = Arctan(2t + 1).
2 2 1

@ estdérivable sur Ret ¢'(t) = G anaE = Trana) 1— (2t + 2t%) + 4t? 4+ 04(t?) = 1 — 2t + 2t2 + 0o(t?).

Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que ¢(t) = ¢(0) +t — t? + §t3 +0,(t3) = % +t—t%+ §t3 + 04 (t3)



Donc, tg(t) = (1 +t) <g+ t—t2 +§t3 + 00(t3)> =2+ ( + 1) t+ (—%) £3 + 0o (t3).
Donc%f(x) = % + (%+ 1) G) + (— i) (l) + o+m( i 3 .Etfinalement, f(x) = %x + (%+ 1) + (— %) G)Z + 0400 (G)Z)

6. Enutilisantle DL(0) de — : cette méthode s’applique aux fonctions définies par un quotient.
sin(x)
f(x) = m (ordre 6en 0)
_ sin(x) X2 o« 6 1 — _x o x 5]t
f) = 1-x24x3 (x s tet 00 (x )) 1-(x2-x3) x<1 FTRNFTIR 00(x*) ( >
1—( x2—x3
u(x)

x2—x3
o
u(x)

2 4
Le facteur x nous permet de gagner un rang dans le DL ; il suffit donc de trouver un DLs (0)de (1 - % + % + oo(x5)> —r pour
! ! 1_( >

1
1—<x2—x3>
X7 X2
u(x)

( u(x) = x? — x3~;x?
u(x)? = x* — 2x° + 0y(x5)
= 14 u() + u(0)? + u()? +u()* + 1S + 0p(x) avec i u(x)*~ox® donc u(x)* = 0o(x*)
I de méme, u(x)* = 0(x>)
u(x)® = 0p(x®)

obtenirun DLg (0) de f. Et dans cet objectif, il suffit de trouver un DL (0)de

Comme linéu(x) =0 etﬁ =1l4+u+u?+ud+ut +ud+o0o(ud),
x— -

1
1-u(x)

2 4
Donc, f(x) = x(l - %+’5€—+ 00(x5)> (1 +x% —x3 +x*—2x5+ 00(x5)) = x(l +§x2 —x3 18 e —%xs + oo(xs)).

120
s o 5 101 11
A|nS|,f(x)=x+gx —x* +5 S—Zx6+oo(x6).
In(1+x)
flx) = T (ordre3 en1l)
Posons g(t) = f(t + 1). Etcherchons le DL;(0) de g .
t
In(2 + t) In(2 + t) In (2 (1+ 7)) 1
t+1) = = = =-[1 2)+1 (1+-)]—.
9( ) t+1)2+(t+1)3 2+ 5t+4t% +¢3 5 n 2 n(2)+In 2/11 +u(t)
2 24 1.3
2 1+2t+2t +2t
—u(t)
b —y 3 n_t_¢
Commeltlg(}g—Oetln(1+u)—u S t3 + 0o(u?), 1n(1+2) =3 + +00(t ),

u(t) =2t +2t2 +2¢3
2 2

=1—u(t) +u)?®—u(t)® + oy(t3) avec{ u(t)? = %tz + 103 + 0o (t3).

u(t)? = %Sﬁ +0y(t3)

1 _ 3
Commehmu(t)—Oet —=1-u+u’ -’ +00(u)1+u(t)

125

4 (s 2,1.3 25 .2 3 3 3y 2,493 3
Donc, =1 (2t+2t +2t)+(4t +10t) t+o(t) 1- t+8t + 0o (t3).

2 3
Alors, g(t) = 5 [In(2) + 7 — =+ + 0t 1 =2t + 12 + 263 + 05(¢%)]

g(t) = ln(z) 41 ! E_ Slr;(z)] £ [_ n 171n(2)] £2 4 [1419 n 491;1(2)] £3 + 0y (£9).
1 1 1 1
Par consequent, fx) = ngz) + ; E — SHT(Z)] x—1+ [ . :(2)] (x—1)2+ [119 2 ;(2)] (x— 132 + 0, ((x — 1)3).
_ In(ch(x))
DL3(0) de f(x) " sin (x)sh(x)
u(x)mo

In (ch(x)) In (1+% d +00(X5)) _+_——+00(X5) X2<%—)1(_z+00(x3)> 1 1 x?

. = L = et o (1T 0y ) s = (224 00(?) ) (14 00(x) =
sin (x)sh(x) (x—?+00(x4))(x+?+00(x4)) x%2400(x>) x3(1+0¢(x3)) 2 1+oo(x ) 2 12

1 x? 3

S~ 51 % (x3).

_ xArctan(x) _
f(x) " In (cos (x)) a=0,n=4
6 _ u(x) u(x)
In(cos(x)) =In| 1— 7 -= + ﬁ + 0y(x°) = —ux) — —=— + 0,,0(x%) avec
car
—u(x) In(1-u)=—u-u2-ud-u*-u-ub+o,_,o(u®)
E_r}(l]u(x):O
U~ x2 In(cos(x)) ~o — %xz et xArctan(x)~ox? De plus, In(cos(x)) et xArctan(x)
etu x4 072 B admettent des DL(0) a tout ordre d’aprés Taylor-Young. Je peux donc anticiper le
2 " donc u(x)*=0,(x¢) calcul, le premier terme du DL(0) de In(cos(x)) est — ixz et celuide
u(x) = X _ x_ + A + 0o (X ) xArctan(x) est x*. Par conséquent, il faudra factorlser par x? numérateur et
2 720 dénominateur puis simplifier pour faire apparaitre——

1+u( )
avec lmﬂxu(x) = 0 etu admet un DL(0). Comme j’ai simplifié par x2, je dois prendre
X

un ordre 6 au tout début, pour finalement obtenir un ordre 4 a la fin.



X4 6

X
u(x)? = T 24 + 00 (x°)

u@? =5+ 05(x°)

x2 x*  x° 1/x*  «x° 1x° x?  x*  «x®
Donc, In(cos(x =——+—————(———)———+o x)=—-—=-=- = +0y(x®
»In(cos(x)) 2 24 720 2\4 24/ 38 o(x*) 2 12 45 0o(x®)
x3 Xs xz X4
x x—?—?+oo(x5) x 1_?_?+00(x4) 2 4 L’objectif est de faire apparaitre——
_ _ =—2(1 X X 4 1 1+u(x)
f(x) T T xZ x4 x6 o x2 2 axt - - - ?_ ? + Oo(x ) X X2 2x% - aveclingu(x) = 0 etuadmetun DL,(0).
_____ x° xZ 2xt o
7 1z a5t 00 ) —7< 1+?+E+00(X4)> 1+ T
=u(x)
1 x?  2x* x* x?  x*
De plus, ——7—— = 1—u(x) +u(x)? + oo(x*) = 1—(—+—)+—+ 0o(xt) =1 —-=—=+0o(x")
X7 2x7 4 — 6 45 36 6 60
1+—+=——+0o(x*) car
6 45 1
= —_— 2 3 4 4
u(x) T ltututrui+u +0y50(U*)
lim u(x)=0
x-0
2
et u(x)~ox?
donc u(x)3=0q(x*%)
x?  x* x?  x* x? 29

donc f(x) = -2 (1 -5-5t oo(x®) | x (1 —Z—5+00(x4) =-2(1 —7—Mx4 + 0o(xh)

Ainsi, f(x) = —2 + x? +§ x* + 0y (x?).

f() = (tan(x))"*0. DL, (%) de f ? Qu'en déduit-on sur f ?
Posonst =x — %et gt) =f(x).Alorsx =t +§ etglt) =f (t +%) etf(x)=g (x - E) Cherchonsun DL,(0) de g :

tan(2(e+5) tan(2(t+Z) )in( tan(e+2 tan(2t+%)in(BROLL
) D) _ anlleDnlanerD) g

gy =f (t + %) = (tan (t +3 —tan),
3 3
Posons A(t) = tan (Zt . E) " (tan(t)+1) _ n(stan@)-m0tan@] _ _ln(1+<t+%+00(t3)>)—1n<1+<—t—%+00(t3)))
2 1-tan(t) tan(2t) 2t+@+oo(t3)

ht) = — [<t+§)—§+§+00(t‘21;[—<t+§>+§—§+00(t3)] _ 2t+§t3+00(t3) _ 2t<1+§+00((;2))

26+ 40, (%) 2t+5t3+00(£%) 25(1_,_%,:2_,_00“2))
h(t) = - (1 + ZE;LZ + oo(tz))m =— (1 + 23ﬁ + 00(t2)> ( 1 —%tz + 00(t2)> =—-1+ %tz + 0(£2).

3

2 2
Done, g(t) = e—1+§t2+o(t2). - e—le§t2+o(f2) — i(l +§t2 + O(tZ))_

1, 2 7?2 T\,
Donc,f(x)—;+§(x—z) +o§((x—z) )
J’en déduis que :

1) limf(x) = 3 Donc f est prolongeable par continuité en% par la valeur 1/e. On note f son prolongement par continutié en
x——
4

T
"
2 \?2 m\?
feo-7(5) _r@—  s\*7y) tom((x—y 2 2
2) Vx#7o, n(4)=fxne=39( ) 2‘1(( 4))=i(x—z) +oz((x—£) )
4 xX=7 x=7 xX=7 3e 4 4
Feo-7(% = - .
Donc, lim 7,,(“) = 0. Ainsi, f est dérivable en = et f’(z) =0ety = Lest équation de la tangente & Cf en—.
x—flx) X 4 4 e 4
3 s l tf admetle DL, (%) suivant: f(x) =2+2( —f)2+ (@=2)?)d
) Son prolongement f admet le DL, (4) suivant: f(x) = st x—2 o% (x 4) onc,
1 2 7\? . 1 . 2 7?2 - - T
) — P (x - Z) . Par conséquent, f(x) — ~est du signe de % (x - Z) donc positif au voisinage de - Donc Cf est au-
dessus de sa tangente horizontale et f admet en % un minimum tocat. car si f (x)~,g(x) alors f et g ont le méme

signe au voisinage de a et la méme limite en a
dés que I’une de ces limites existe.
7. Parlntégration terme a terme: cette méthode s’applique aux fonctions dérivables au point a ot ’on cherche le DL et
pour lesquels la dérivée admet un DL(a) plus simple a déterminer que la DL(a) de f.

f(x) = Arcsin (tanz(x)

T
)0rdre59na=§.

.. T tan(x
Pourxauvmsmagede;, 2()

conséquent, f est dérivable au voisinage de % et

est au voisinage de ‘/2—5 Or, Arcsin est dérivable sur ] — 1,1 donc au voisinage de ? Et par

1
5(1 + tan?(x) 1 2 ¥ 1
') =M = | T4+ x% +zx*+oo(x*) || 1—| — +=x*+0(x*)
tan?(x) -, 2 3 4 6
1- — tan(x):x+%+og(x4)
=u(x)mo

- %( 1+x2+ §x4+00(x4)) <1 - %u(x) + %u(x)2+00("4)>

Si fest dérivable sur un intervalle contenant a et f” admet le

2 DL,(a) suivant : f'(x) = Yi_o A (x — @)* + 0,((x — a)™)
_ l( 1424 3x4+00(x4)) <1 _ (x_ n lx4> + § % ix4 + 00(x4)> alors f admet le DL,M(a)iuivant:
2 3 8 12 8 16 F0 = F@+ Y 22 = 0, (G — ™)
k=0

On cherche donc le DL,_,(a) de f’ pour obtenir le DL, (a ) de f.



1 7x2 _lZ____4 4 T2 4 185 a4 4
—2(1+8x +(=5+3 + =) x*+o4(x )) ERA tog X + 0y (x*).

816 16
A S X 5
Donc le théoréme d’intégration terme a terme d’un DL assure que : f(x) = f(0) +1 5X +——+£ J(—+ 0o(x>)
S 163 ' 768 5
=Arcsin(§)=§

Ainsi, f(x) =g+§x +£x3 +% x° + 0y(x%).

DL,(0) de f(x) = Arcsin (x + %)
Arcsin étant dérivable sur] — 1; 1], f est dérivable est | —% ;%[et Vx €] —% ;%[,f’(x) = L =

Sl
L
2

Cherchons un DL;(0) de f'(x) : f'(x) =

_i, %2

3x 3.X

——x —x? f 1——x x2 _—
u(x)

Orlimu(x) = 0et (1 + =1 ;t + (—%)(2—3) 4 () Z)(_E)t +t%e(t) tq lim e(¢) = 0. Done,

( u(x) ——x —2y2
u?(x) = xz +5 32 x3 + 00(x3)
lu3(x) = ;x + 00(x3)~0 ;x
u(x)3e(u(x)) = 00(x3)

1+ u(x))_§ =1- %u(x) + %u(x)2 + %u(x)3 + u(x)3e(u(x)) et

1
- 4 4 3 /16 32 20
Alors, (1+u(x)) 2= 1——(—§x——x2)+8( x? +5 3)+E 55X 3400(x3)=1+% x+ +;x3 + 0o(x3).
2,4 .8 2, 40 3
Dong, f'(x) = + 3\/_x+ 3\/_x +27\/;x +00(x3) Alors le TITT assure que :
4 x 8 «x 40 x* 2 2 8
fx)=f0)+— —4o0(xN ==F—=x+—x*+—— x>+ x* + 0y (x).
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