Méthodes d’un équivalent d’une fonction donnée en un point donné
Les SAVOIR-FAIRE fondamentaux !

Prérequis :

e Connaitre parfaitement les équivalents usuels

e Connaitre les comparaisons entre fonctions usuelles ( croissances comparées, fonctions exponentielles, fonctions
puissances)

e Connaitre parfaitement les régles de calcul sur les équivalents

e Connaitre parfaitement les interdits sur les équivalents

e Savoir comparer deux fonctions en étudiant la limite du quotient

e Connaitre parfaitement les régles de calcul sur les fonctions négligeables ( les « petits o »)

e Connaitre les développements limités des fonctions usuels ( ordre 3 ou 4)

e Bien connaitre les propriétés des fonctions usuelles ( In(ab) = In(|a|) + In(|b|) , e®+? = e®e?, Vab = 3/|a|3/|b|,
Arctan(x) + Arctan G) =ar g, Arccos(x) + Arcsin(x) = g cos(a + b), sinp — sing; tan (a + g) )

1. PARPRODUIT OU QUOTIENT
(In (x))2026 — 201262026\/— 2026Xsin (x)
2026%—e2026¥-2026x201n (x)2°®
Notons N(x) le numérateur et D(x) le dénominateur de ¢(x).
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D’aprés les croissances comparées, (In (x))zo26 0400 (**¥x). Alors comme — Sozc estconstant, (In (x))?%%° = 0, ( Ty mi/}).

Equivalent simple en +o de ¢(x) = . En déduire la limite de ¢ en +oo

De plus (x = 20265in(x)) est bornée car sin Uest mais lir_{l 2%/x = +o0. Par conséquent,
X—+00

20265in(x) = 040o(*¥x) = 04 (- 7=z "R, Attention : 0,(g) + 0q(g) = 04(g)
car si A cste non nulle, 0, 20,(g) = 0,(1g) = 0,(9)-
_M cste
non nulle.
_ 2026 _ 1 202 _ _ 1 202 _ 2026 _ 1 202
Alors, N (x) = 2026 Ve + 0+°°1( 2026 \/;) 0"'°°( 2026 \/;) T 2026 Vx+ 0+°°( 2026 ﬁ)
Cela signifie que : N(X)~4o0 = 5o— 2% x. Fag sietssi f = g + 0a(g)
herchons un égquivalent simpl D voisin 0,

2026 < 2926 donc 2026* = 0, (e2925%) = 0, (—e2026%),
De plus, In (x)?® <, x donc x20 In (x)2%° <,e x2L;0r, x21 K, o €2026%, Ainsi, par transitivité des « petits 0 », 29 In (x)2® = 0,4, (€2%%%%). Et par
conséquent, —2026 X x201In (x)26 = 0,4, (—e2926%)

Alors, D(x) = —e2026% | ¢, (Zg2026%) o (_2026%) = _g2026% | o (_ o2026%) . _ p2026x

1 zoz(v— 1 202 soze cc 1 zozs\/—

2026 S “ 2026x -
_e2026x_ 2026 g2026x" Comme x= 0+°°(e ) xl_l,Too 2026 ¢2026%

Jen déduis que @ (X))~ = 0.Jen conclus que lirP p(x) =0.
X—=+00

2. PAR COMPOSITION A DROITE : cette méthode s’applique a une fonction composée
Equivalent simple en 0 de ¢ (x) = In (cos(x)) .
{ m% cos (x) =1 f~ag etg~ah = f~qh
X

donc par composition a droite, In (cos (x))~,_o(cos (x) — 1).
e e — yone par comp (cos (1)) ~z-o(cos (x) = 1)

" 2
De plus, cos(x) — 1~,_,, — = Donc, par transitivité de ’'équivalence, In (cos (x))~x_o — z
e-1 { SO = Futo)-phuo)
i i — PR — 7 = u(x))~ph(ulx
Equivalent simple en —oo de ¢(x) ArctanGot LI_I;IE u(x)=a b
lim - =0 L . 1 1
x—>-0X donc par composition a droite, exp (—) 1~ 0=
exp()—1~¢50t * *
1
lim -==0
Pourx < 0, Arctan(x) + 2 = _Arctan (1) Or, { x—>—00 X donc par composition a droite, Arctan (1) ~x— -0 £} et par
z x Arctan(t)~¢_ot x x

. T 1
conséquent, Arctan(x) + 3 x> -0 T 3

Ainsi, (X))~ _o — 1.

Soit f(x) = (In (x))? (sin (ﬁ) — sin (ln (;+1))) . Déterminer un équivalent simple de f(x) pour x au voisinage de + oco.

(ﬁ) —sin (ln(x1+1)) = 2Zsin (Zlnl(x) - 21n(jc+1)) cos (Zlnl(x) + 21n(jc+1)) -Alors,

sin (1 = )) sin (ﬁ) ~1002Sin (#(x) — m) puisque xl_i)rpQQ cos (Tl(x) + m) =1;

1 1 1 1 . 1
Or, sin (zln(x) - 21n(x+1)) THO G | 2in(erD) car sin(u) ~ot et u(x) = 2In(x)  2In(x+1) xo+oo 0

. 1 1 1

Par conséquent, sin (m) —sin (—ln(x+1)) THohto | It

or 11 _ In(x+1)-In(x) _ 1“(1"',1_() - 1
‘In(x) In(x+1)  In(x)In(x+1) 1n(x)(1n(x)+ln(1+l)) +9 x (n(x))?

Au numérateur, In(1 + u) ~qu et u(x) = 1 P 0 et par conséquent, N(x)~Jroo L

Au dénominateur, In(x) >, In (1 + ;) puisque In (1 + ) o Oet In (x) e +o0 et par conséquent, D (x)~ ;0 TLor
1

1
ln(x) T In(x+D T+ x (In(x))?

Ainsi, — J’en déduis que f(xX)~ 10 ;et ensuite que hrP f(x) =0
X—>+00



3. PARDERIVATION : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en a d’ une fonction f dérivable en a telle
que f(a) =0et f'(a) # 0.
Soit f(x) = x* — 2x ,a = 2. Déterminer un équivalent simple au voisinage de a de 2
f(x) = &X' — 2x . Donc f est dérivable en 2 et f'(2) = 2 + 4In (2) € R*.

Donc, w f(x) ~,2 4 41In (2). en déduis que f(x)~,2(1 + 2In (2))(x — 2).

4. PAR LIMITE : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en a d’ une fonction f qui a une limite finie et non
nulleen a

bx
Soit a et b deux réels non nuls et f(x) = (1 + %) . Equivalenten +o de f ?
bxln(1+%)a b ln(1+—)

bx b bx
(1 + %) = e‘mn(“?) =e * “=e¢ F - e € R*.)’en déduis que (1 + %) -l
xX—+00

5. PAR DEVELOPPEMENT LIMITE : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en a d’ une fonction f qui est
soit une somme de fonctions dont aucune ne prédomine les autres soit une composée pour laquelle on ne peut pas
appliquer la méthode « par composition ».

fl) =

Equivalentde fen0?

x ln(1+ )’
1n(1+x) ~0 i . Donc aucun des deux termes de cette somme n’est négligeable devant Uautre. Utilisons les développements limités pour
2 1 1 1 1
réciser: In(1 + x) = x — = + 0y (x2 =x<1—f+o x).Donc, X =———=—(1—x—)
p (1+x) ~+ 0p(x?) =+ 0p(x) fO =~ o) =\~

DL4(0) ﬁ =1+u+o0y(u) avec
u(x) = §+ 0o(x) = 0

flx) = l<1 - (1 +f aF oo(x))) = —l+ 00(1).Ainsi,limf x) = —% € R*et f(x)~p —i.

flx) = ,/1+px—,/1+qx+(p q)x Equivalentde fen0?
T ey : () G- 1) 2 () G- 1) E-2) 2 e

1
car avec a=;

1+u)%= 1+au+a(a 1) 2+7a(a D@=2)344 (u?)
0

et u(x) px—>0

ﬁ/Tpx—l-F (px)+1 pxz+7(1 p)(1-2p) 34 0p(x3)

f(x)—,/1+px—,/1+qx+(u)

() =1+x+=2x 24 @0729) y5 (1 4 x4 120,z 0000020) 5 ﬂ x2 +0y(x3)
6 6

Fo) = ((1 p)(1- Zp) (1—q)21—2q)) 3+o (3 = (2p —2q6+3q 3p)x +00(x3) Donc, £(x)~o (p— q)(2§+2q 3)x3

f(x) =sh (x)ln(x) Equwalent enOdef?
f(x) =sh (x)“‘m = ™) pogons h(x) = )ln(Sh(x))

2 In(x)
ln(x)ln(sh(x)) 1n<x+ +x 00(1)> ln(x)ln (x <1+ +x 00(1)>> vy In(x) + In (1+%+x200(1)> olz(z) 1.

x-0 0
x—0

Donc lil’% h(x) =1et lin(l)f(x) = e € R*. Jenconclus que f(x)~ge.
X— P and

2
In (1 + % + xzoo(l)) est négligeable devant In(x) en 0




