
Méthodes d’un équivalent d’une fonction donnée en un point donné  
Les SAVOIR-FAIRE fondamentaux !  

 
Prérequis :  

• Connaitre parfaitement les équivalents usuels 
• Connaitre les comparaisons entre fonctions usuelles ( croissances comparées, fonctions exponentielles, fonctions 

puissances) 
• Connaitre parfaitement les règles de calcul sur les équivalents 
• Connaitre parfaitement les interdits sur les équivalents 
• Savoir comparer deux fonctions en étudiant la limite du quotient 
• Connaitre parfaitement les règles de calcul sur les fonctions négligeables ( les « petits o ») 
• Connaitre les développements limités des fonctions usuels ( ordre 3 ou 4)  
• Bien connaitre les propriétés des fonctions usuelles ( 𝒍𝒏(𝒂𝒃) = 𝒍𝒏(|𝒂|) + 𝒍𝒏(|𝒃|) , 𝒆𝒂+𝒃 = 𝒆𝒂𝒆𝒃, √𝒂𝒃𝒏

= √|𝒂|
𝒏

√|𝒃|
𝒏 , 

𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒙) +  𝑨𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(
𝟏

𝒙
) = ±

𝝅

𝟐
, 𝑨𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔(𝒙) + 𝑨𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏(𝒙) =  𝝅

𝟐
, 𝒄𝒐𝒔(𝒂 + 𝒃), 𝒔𝒊𝒏𝒑 − 𝒔𝒊𝒏𝒒; 𝒕𝒂𝒏 (𝒂 +

𝝅

𝟐
)… )  

 
1. PAR PRODUIT OU QUOTIENT 

Equivalent simple en +∞ de 𝜑(𝑥) =
(ln (𝑥))2026 − 

1

2026
√𝑥

2026
−2026×sin (𝑥)

2026𝑥−𝑒2026𝑥−2026𝑥20ln (𝑥)26
. En déduire la limite de 𝜑 en +∞   

Notons 𝑁(𝑥) le numérateur et 𝐷(𝑥) le dénominateur de 𝜑(𝑥). 
Cherchons un équivalent simple de 𝑁(𝑥) au voisinage de +∞.  

D’après les croissances comparées, (ln (𝑥))2026=⏞
𝑐𝑐

𝑜+∞( √𝑥
2026

). Alors comme − 1

2026
 est constant, (ln (𝑥))2026 = 𝑜+∞ ( − 

1

2026
√𝑥

2026 ). 

De plus (𝑥 ↦ 2026 sin(𝑥)) est bornée car sin l’est mais lim
𝑥→+∞

√𝑥
2026  = +∞. Par conséquent,  

 2026 sin(𝑥) = 𝑜+∞( √𝑥
2026

) =⏟
𝑐𝑎𝑟 

− 
1

2026
  cste

𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑒.

𝑜+∞ ( − 
1

2026
√𝑥

2026 ).  

Alors, 𝑁(𝑥) = − 1

2026
√𝑥

2026
+ 𝑜+∞ ( − 

1

2026
√𝑥

2026 ) − 𝑜+∞ ( − 
1

2026
√𝑥

2026 ) = − 
1

2026
√𝑥

2026
+ 𝑜+∞ ( − 

1

2026
√𝑥

2026 ).  

Cela signifie que :  𝑁(𝑥)~+∞ − 
1

2026
√𝑥

2026 .  
 Cherchons un équivalent simple de 𝐷(𝑥) au voisinage de +∞.  
2026 < 𝑒2026  donc 2026𝑥 = 𝑜+∞(𝑒2026𝑥) = 𝑜+∞(−𝑒2026𝑥).  
De plus, ln (𝑥)26 ≪+∞ 𝑥 donc 𝑥20 ln (𝑥)26 ≪+∞ 𝑥21;or,  𝑥21 ≪+∞ 𝑒2026𝑥 . Ainsi, par transitivité des « petits o », 𝑥20 ln (𝑥)26 = 𝑜+∞(𝑒2026𝑥). Et par 
conséquent, −2026 × 𝑥20 ln (𝑥)26 = 𝑜+∞(−𝑒2026𝑥) 
Alors, 𝐷(𝑥) =  −𝑒2026𝑥 + 𝑜+∞(−𝑒2026𝑥) + 𝑜+∞(−𝑒

2026𝑥) =  −𝑒2026𝑥 + 𝑜+∞(−𝑒
2026𝑥) ~+∞−𝑒

2026𝑥 .  

 J’en déduis que 𝜑(𝑥)~+∞  
−

1

2026
√𝑥

2026

−𝑒2026𝑥.
=

1

2026

√𝑥
2026

𝑒2026𝑥
. Comme √𝑥

2026
=⏞
𝑐𝑐

𝑜+∞(𝑒
2026𝑥), lim

𝑥→+∞

1

2026

√𝑥
2026

𝑒2026𝑥
 = 0 . J’en conclus que lim

𝑥→+∞
𝜑(𝑥)  = 0. 

 
2. PAR COMPOSITION A DROITE : cette méthode s’applique à une fonction composée 

Equivalent simple en 0 de 𝜑(𝑥) = ln (cos(𝑥))  .  

{
lim
𝑥→0

cos (𝑥) = 1

ln (𝑡)~𝑡→1(𝑡 − 1)
donc par composition à droite, ln (cos (𝑥))~𝑥→0(cos (𝑥) − 1).  

De plus, cos(𝑥) − 1~𝑥→0 −
𝑥2

2
. Donc, par transitivité de l’équivalence,  ln (cos (𝑥))~𝑥→0 −

𝑥2

2
.  

 

Equivalent simple en −∞ de 𝜑(𝑥) = 𝑒
1
𝑥−1

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)+
𝜋

2

 

   {
lim
𝑥→−∞

1

x
= 0

exp(𝑡)−1~𝑡→0𝑡
donc par composition à droite, exp (1

𝑥
)−1~𝑥→ −∞

1

𝑥
 .  

Pour 𝑥 <  0,  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝜋

2
= −𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

1

𝑥
). 𝑂𝑟,    {

lim
𝑥→−∞

1

x
= 0

Arctan(𝑡)~𝑡→0𝑡
donc par composition à droite, Arctan (1

x
)~𝑥→ −∞

1

𝑥
  et par 

conséquent, 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝜋

2
~𝑥→ −∞ −

1

𝑥
.  

Ainsi, 𝜑(𝑥)~ −∞ − 1. 

Soit 𝑓(𝑥) = (ln (𝑥))² (sin ( 1

ln (𝑥)
) − sin (

1

ln (𝑥+1)
)) . Déterminer un équivalent simple de 𝑓(𝑥) pour 𝑥  au voisinage de + ∞. 

sin (
1

ln(𝑥)
) − sin (

1

ln(𝑥+1)
) = 2 sin (

1

2ln(𝑥)
−

1

2ln(𝑥+1)
) cos (

1

2ln(𝑥)
+

1

2ln(𝑥+1)
) . Alors,  

sin (
1

ln(𝑥)
) − sin (

1

ln(𝑥+1)
)~+∞2 sin (

1

2ln(𝑥)
−

1

2ln(𝑥+1)
)  𝑝𝑢𝑖𝑠𝑞𝑢𝑒 lim

𝑥→+∞
cos (

1

2ln(𝑥)
+

1

2ln(𝑥+1)
) = 1; 

Or, sin ( 1

2ln(𝑥)
−

1

2ln(𝑥+1)
)~+∞

1

2 ln(𝑥)
−

1

2ln(𝑥+1)
  𝑐𝑎𝑟 sin(𝑢)~0𝑢 𝑒𝑡 𝑢(𝑥) =

1

2 ln(𝑥)
−

1

2ln(𝑥+1) 𝑥→+∞
→    0. 

Par conséquent, sin ( 1

ln(𝑥)
) − sin (

1

ln(𝑥+1)
)~+∞

1

ln(𝑥)
−

1

ln(𝑥+1)
.  

𝑂𝑟,
1

ln(𝑥)
−

1

ln(𝑥+1)
 =

ln(𝑥+1)−ln(𝑥)

ln(𝑥) ln(𝑥+1)
=

ln(1+
1

𝑥
)

ln(𝑥)(ln(𝑥)+ln(1+
1

𝑥
))
 ~+∞

1

𝑥 (ln(𝑥))²
  

Au numérateur,  ln(1 + u)~0𝑢 et 𝑢(𝑥) = 1

𝑥 𝑥→+∞
→    0 et par conséquent, 𝑁(𝑥)~+∞

1

𝑥
  

Au dénominateur , ln(𝑥) ≫+∞ ln (1 +
1

𝑥
) puisque ln (1 + 1

𝑥
)
𝑥→+∞
→    0 𝑒𝑡 ln (𝑥)

𝑥→+∞
→    +∞ et par conséquent, 𝐷(𝑥)~+∞

1

(ln (𝑥))²
.  

Ainsi, 1

ln(𝑥)
−

1

ln(𝑥+1)
 ~+∞

1

𝑥 (ln(𝑥))²
J’en déduis que 𝑓(𝑥)~+∞

1

𝑥
 et ensuite que lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 0

Attention : 𝑜𝑎(𝑔) ± 𝑜𝑎(𝑔) = 𝑜𝑎(𝑔) 
𝑠𝑖 𝜆 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑛𝑜𝑛 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑒, 0, 𝜆𝑜𝑎(𝑔) = 𝑜𝑎(𝜆𝑔) = 𝑜𝑎(𝑔). 

𝑓~𝑎𝑔 sietssi 𝑓 = 𝑔 + 𝑜𝑎(𝑔) 

𝑓~𝑎𝑔  et 𝑔~𝑎ℎ  ⟹ 𝑓~𝑎ℎ   

{
𝑓(𝑡)~𝑎𝑔(𝑡)

lim
𝑥→𝑏
𝑢(𝑥) = 𝑎    ⟹ 𝑓(𝑢(𝑥))~𝑏ℎ(𝑢(𝑥))   



3. PAR DERIVATION : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en 𝒂 d’ une fonction 𝒇 dérivable en 𝒂  telle 
que 𝒇(𝒂) = 𝟎 𝒆𝒕 𝒇′(𝒂) ≠ 𝟎.  

Soit 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑥 − 2𝑥  , 𝑎 = 2. Déterminer un équivalent simple au voisinage de 𝑎 de 2  
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥𝑙𝑛(𝑥) − 2𝑥 . Donc 𝑓 est dérivable en 2 et 𝑓′(2) = 2 + 4ln (2) ∈ ℝ∗.  

Donc, 𝑓
(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
=⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑓(2)=0

𝑓(𝑥)

𝑥−2
~22 + 4ln (2). J’en déduis que 𝑓(𝑥)~22(1 + 2ln (2))(𝑥 − 2). 

 
4. PAR  LIMITE : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en 𝒂 d’ une fonction 𝒇 qui a une limite finie et non 

nulle en  𝒂   

Soit 𝑎 et 𝑏 deux réels non nuls 𝑒𝑡 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑎

𝑥
)
𝑏𝑥

 . Equivalent en +∞ de 𝑓 ?  

(1 +
𝑎

𝑥
)
𝑏𝑥
= 𝑒

𝑎𝑥𝑙𝑛(1+
𝑏

𝑥
)
= 𝑒

𝑏𝑥𝑙𝑛(1+
𝑎
𝑥)

𝑎
𝑥

𝑎

𝑥
 
= 𝑒

𝑎𝑏
𝑙𝑛(1+

𝑎
𝑥)

𝑎
𝑥

 

𝑥→+∞
→    𝑒𝑎𝑏 ∈ ℝ∗. J’en déduis que (1 + 𝑎

𝑥
)
𝑏𝑥
~+∞𝑒

𝑎𝑏  
 

 
5. PAR DEVELOPPEMENT LIMITE : cette méthode s’applique pour déterminer un équivalent en 𝒂 d’ une fonction 𝒇 qui est 

soit une somme de fonctions  dont aucune ne prédomine les autres soit une composée pour laquelle on ne peut pas 
appliquer la méthode «  par composition ».  

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
−

1

ln(1+𝑥)
. Equivalent de 𝑓 en 0 ?  

1

ln(1+𝑥)
~0

1

𝑥
 . Donc aucun des deux termes de cette somme n’est négligeable devant l’autre. Utilisons les développements limités pour 

préciser : ln(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2

2
+ 𝑜0(𝑥

2) = 𝑥 (1 −
𝑥

2
+ 𝑜0(𝑥)). Donc,  𝑓(𝑥) = 1

𝑥
−

1

𝑥(1−
𝑥

2
+𝑜0(𝑥))

=
1

𝑥
(1 −

1

1−
𝑥

2
+𝑜0(𝑥)

) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
(1 − (1 +

𝑥

2
+ 𝑜0(𝑥))) = −

1

2
+ 𝑜0(1). Ainsi , lim

𝑥→0
𝑓 (𝑥) = −

1

2
∈ ℝ∗ et  𝑓(𝑥)~0 −

1

2
. 

𝑓(𝑥) = √1 + 𝑝𝑥
𝑝

− √1 + 𝑞𝑥
𝑞

+ (
𝑝−𝑞

2
) 𝑥² . Equivalent de 𝑓 en 0 ?  

√1 + 𝑝𝑥
𝑝

= (1 + 𝑝𝑥)
1

𝑝 =⏟

𝑐𝑎𝑟 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝛼=
1

𝑝
 

(1+𝑢)𝛼=1+𝛼𝑢+
𝛼(𝛼−1)

2
𝑢2+

𝛼(𝛼−1)(𝛼−2)

6
𝑢3+𝑜0(𝑢

3)

𝑒𝑡 𝑢(𝑥)=𝑝𝑥
𝑥→0
→  0

1 +
1

𝑝
(𝑝𝑥) + (

1

𝑝
) (

1

𝑝
− 1)

(𝑝𝑥)2

2
+ (

1

𝑝
) (

1

𝑝
− 1)(

1

𝑝
− 2)

(𝑝𝑥)3

6
+ 𝑜0(𝑥

3)  

√1 + 𝑝𝑥
𝑝

= 1 +
1

𝑝
(𝑝𝑥) +

1−𝑝

2
𝑥² +

(1−𝑝)(1−2𝑝)

6
𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3)  

𝑓(𝑥) = √1 + 𝑝𝑥
𝑝

− √1 + 𝑞𝑥
𝑞

+ (
𝑝−𝑞

2
) 𝑥2  

𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 +
1−𝑝

2
𝑥2 +

(1−𝑝)(1−2𝑝)

6
𝑥3 − (1 + 𝑥 +

1−𝑞

2
𝑥2 +

(1−𝑞)(1−2𝑞)

6
𝑥3) + (

𝑝−𝑞

2
) 𝑥2 +𝑜0(𝑥3) 

𝑓(𝑥) = (
(1−𝑝)(1−2𝑝)

6
− 

(1−𝑞)(1−2𝑞)

6
) 𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3) =
(2𝑝2−2𝑞2+3𝑞−3𝑝)

6
𝑥3 + 𝑜0(𝑥

3). Donc, 𝑓(𝑥)~0
(𝑝−𝑞)(2𝑝+2𝑞−3)

6
𝑥3. 

 

𝑓(𝑥) = sh (𝑥)
1

ln(𝑥) . Equivalent en 0 de 𝑓 ?  

𝑓(𝑥) = sh (𝑥)
1

ln(𝑥) = 𝑒
1

ln(𝑥)
ln(𝑠ℎ(𝑥)). Posons ℎ(𝑥) = 1

ln(𝑥)
ln(𝑠ℎ(𝑥)).  

1

ln(𝑥)
ln(𝑠ℎ(𝑥)) =

1

ln(𝑥)
ln (𝑥 +

𝑥3

6
+ 𝑥3𝑜0(1)) =

1

ln(𝑥)
ln (𝑥 (1 +

𝑥2

6
+ 𝑥2𝑜0(1))) =

1

ln(𝑥)

[
 
 
 
 

ln(𝑥)⏟  

𝑥→0
→  −∞

+ ln (1 +
𝑥2

6
+ 𝑥2𝑜0(1))

⏟              

𝑥→0
→  0 ]

 
 
 
 

~0
ln(𝑥)

ln(𝑥)
= 1 .  

Donc  lim
𝑥→0

ℎ(𝑥) = 1 et  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑒 ∈ ℝ∗.  J’en conclus que  𝑓(𝑥)~0𝑒. 

 

𝐷𝐿1(0) 
1

1−𝑢
= 1 + 𝑢 + 𝑜0(𝑢)  avec 

𝑢(𝑥) =
𝑥

2
+ 𝑜0(𝑥)

𝑥→0
→  0 

ln (1 +
𝑥2

6
+ 𝑥2𝑜0(1)) est négligeable devant ln(𝑥) en 0 

 


