Corrigé du TD Suites
Généralités sur les suites
Ex 0 Soit L et L' réels ou infinis.

1. Compléter par un lien logique le plus précis possible :
a lim u, =L = lim |u | =1LI. f. lim u, =L & lim u,% =13 si uestréelle
n—+oo n—-+oco
b. llmu =0 <:> 11m |u |=0. lim u, =L= lim u,® = L3 siuestcpxe
n-+oo n-+oo n-+oo
c. lciLréel. lim u, = L < lim |u, —L| =0. g. lim Uspzy = L& lim u, = L.
n—-+oo n-+co n-+co
d. lim u, =L = lim u,* = L% h. llm Uy, = Let llm Uppyr =L © lim u, =L.
n-+o n-+co n-+oo n- n-+oo
e.
2. VRAI ou FAUX :
1 o .
— sin pair

a.  Une suite positive de limite nulle est décroissante a partir d’un certain rang. FAUX €ex: u, =1 ;
oz si nimpair

b.  Une suite réelle croissante a toujours une limite. VRAI
c.  Deuxsuites bornées u et v telles que lim u, —v, = 0 convergent vers la méme limite. FAUX ¢ex: u, = (—1)" et u, = (-1)* +$
n-+oo
d.  Si(Ju,)) converge alors u converge. FAUX Cex: u, = (=1)"
e.  Siu et v sontdeux suites convergentes de limites respectives L et L’ telles que : L < L' alors a partir d’un certain rang, u,, < v,. VRAI
f.  Siu et v sontdeux suites de limites respectives L et L’ alors lim u, + v, = L + L. FAUX :siL + L’ est une FI
n-+oo
g. Siuetvsontdeux suites telles que a partir d'un certain rang u,, < v, alors lim u, < lim v, .FAUX:u et v n’ont pas forcément de limite
n—-+oo n—-+oo
h.  Siu et v sont deux suites admettant des limites et telles que a partir d’un certain rang u,, < v, alors lim u, < lim v, . FAUX les limites peuvent étre égales
. o 1 n-+co n—+oo
Cex: Up =—1 et Up =
i. Si lim u, =+ = lim v, etu,~v,alors In(u,) ~In(v,). VRAl carsi lim u, =+ = lim v, etu,~v, alorsu, =v, +o0(¥,) = v,(1 + o(1))
Nn—+00 n—+o0o n-+oo n-+oo
doncIn (u,) = In () + In(1 + 0(1)) ~ 040 In(w2,)

—— ~——————

———+00 — 0

n-+00 n-+00
j. Si lim u, =1= lim v, etu,~v, alors In(u,) ~In(v,). FAUX ¢ ex:u, = 1 + etv, =1, In(u,) ~ oo 2 20~ 100 In(w)

n-+oo n—-+oo

k. U~ IHP u, — v, = 0. FAUX pour les deux implications: ex=>: u, = n + Vnetv, =n
n—+o0o

1
et Cex=:u, =;etvn =

ﬁ.
l. Siu,~v, alors 1 + u,~1+ v, . FAUX on ne somme pas les équivalents ¢ex:u, = —letv, = -1 + l
u
m. Si lim u, =40 = lim v, etu,~v, alors e*n~e”n. FAUX on ne compose pas a gauche les equwalents tex :u, =n++netv, =n, alors—n =e/m
n—-+oo n—-+oo
— +oo,
n-+oo
n. Si 11r11 u, =0= 11m v, etu,~v, alors e*n~e", VRAI car si llm u, =0= llm v, etu,~v, alorsu, =v, +o0(v,) = doncexp(u,) = exp(v,) X
n—+co
exp (O(un)) ~n-+oo eXP(Vn)
—1
n—-+0o

i Si (X0 Ui )nen st divergente alors (u,,) ne tend pas vers 0. FAUX Cex : u;, = i

jo Si lim w, =0 alors (CF-o Uy )ney €St convergente FAUX Cex : u, = %
n-+oo
2. ; ; ;

- . . n°sin pair —3 sin pair

o. Si lim u, +v, = t+oalors lim u, = +o0ou lim v,,=+c>0.FAUX¢ex:un={ Stnpar o n={ e ]
n-+oo n-+oo n-+oo 1 sin impair nsinimpair

p. Si lim u, =1alors lim w," = 1. FAUX Cex:u, =1 +i= lim u," =e.
n-+oo n-+oo n n-+oo

n?si n pair

n si n impair’

r.  Si lim u, =LetL € R"alors u,~,oUpsq- VRAICar lim u, = LetLER" = lim u,,, =LetL ER" et u,~, L~ 0nlUpsq-
n—-+oo n—+oo n—-+oo

g. Si lim u, = Lalors u,~,,U,,. FAUX Cex:u, = {
n—-+oo

3. Pour réfléchir :

Trouver une suite convergente non monotone. U, = (_11[)"

Trouver une suite bornée non convergente. u, = (=1)"

Trouver deux suites équivalentes dont la différence tend vers +o0. u, =n+Vnetv, =n
Existe-t-il une suite convergente et non bornée ? NON

g = c T

Trouver une suite u décroissante minorée par 0 et de limite 2. u,, = 2 +%
x.  Trouver une suite u divergente telle que : (u,,) et (Uy,41) CONvergent. u, = { SRS
’ uverune su g que - {tizn n+l 8eNt-Un =1_4 si n impair
1. ;
= sinpair
y.  Trouver une suite u convergente telle que : (1) et (u,4,) ne sont pas équivalentes. u,, = {,"
. si nimpair
z.  Existe-t-il une suite u telle que : lim u, =1 et lim u,,; = —1 ? NON car (u,,,) est extraite de (u,).
n-+oo n-+o
. . . 1
aa. Trouver une suite u telle que : lim u, =0 et lim Y} ;u, =+ c0.u, = B
n-+oo n-+oo
bb. Trouver une suite u telle que : lim u, =0 et lim »}_,u, € Ru, = iz
n—+0o n—+oo i
. ) , - 1
cc. Trouver deux suites u et v telles que Vn € N,u,, < v, et mais v n’a pas de limite. u,, = " etv, =2+ (-1)"
Compléter alors cette affirmation pour la rendre correcte : ( Vn € N ,u, < v, et les limites lim un et lim v, existent) = (lim u, £ lim v,)
n—+0o n—+o
dd. Trouver une suite donnant la FI 17 quand n — + et dont la limite (aprés calcul) est 3. u, = 1 + = llm U, e® ...donc il suffit de prendre a = In(3).
n-+oo
Définition de la limite d’une suite :
Soit u une suite réelle telle que : V(k,n) € N* ,0< u, < + . Montrer que : lim u, = 0.
n-+oo
Soit £ € R**.
1

! Lo 1 " k k
Comme llm —=0,|IeX|stek0ENtquue—<5.AIorsVnEN ,Osunsf+k—s7°+§.
0

Comme 11m % = 0 ( k, étant fixé), il existe ny € N tel que : VYn > no, < = .Alors,Vn>n,0<u, <- +— = &.J'en conclus, grace a la définition 4 de cours,

que llm un =0.
n-+oo



Démontrer que lirzl JZsin™(x)dx = 0.
n—-+oo
Soit € €]0, 7t[.
vneN,0 < fozsin"(x)dx = fOTE sin™(x)dx + fg_fsin"(x)dx.
2 2

D’une part, Vx € E - g,g] ,(sin (x))" < 1,donc 0 < fLE(sm(x))" dx < f,, de ==

D’autre part Vx € [0 I_ 5] 0 < sin(x) < sin (E - —). Posons a = sin (— — —). Alors 0 < sin™(x) < a™ .J'en déduis que :

0< fz Zsm"(x)dx < fz Za”dx = (g— E) n<l a .Comme a = sin (— - —) a €]0,1[ et par conséquent, llm —a = 0. Alors, il existe ny € N tel que:Vn =
no,;a" < ;. Par suite, Yn = n,,0 < fOTESin"(x)dx < ; et finalement,

vn =ny,0< fogsin"(x)dx < §+§ =e.

Par conséquent, si € = m, il existe ny € Ntel que: Vn > ny, 0 < fogsin"(x)dx < g <e

Ainsi Ve > 0, il existe ny € N tel que : Vn = n,, 0 < fogsin"(x)dx < & Cela signiﬁe que lim fog sin”(x)dx = 0

Césaro revisité : Soit u une suite réelle , L un réel et v la suite définie par v, = (Z Zkuk)

Montrer que: lim u, = 0= lim v, = 0.En déduire que: llm u, =L= lim v, =L.
n-+oo n-+oo

n—-+oo
a. eJesuppose que lim u, = 0.Soit e € R,
n-+oo
1lére I.T

1 — 1 — ~ 1 — 1 —
lval = |2 i 2ku)| = ZIE 24Ul = 2 5 (TR 2ul) = & (Th2 2¢ ). (=)

Comme lim u, = 0,3n, € Ntelque:Vn > ng, |u,| < 5.

n-ng_
Donc ¥n > no + 1, X4k, 2w, | < ¥pzh 245 =Syt 2 S%z"o = 5(2"-"0 —1)2% =2 (2" - 2M) < 2n2,
1 1 1
Alors, — (En 2K ) = —(Z"" X | + Ry, 2% lwl) = (Z"" 26uyl) + 5 (Ek no 26 Iwel) < — (E"“ Zklukl) +=.
a= ni 12"|uk| est indépendant de n, est donc une constante. Par conséquent, llm —a = 0. Donc, Eln1 € Ntelque:Vn > ny, |la| = ia < g

Posons N = max(ngy, n,).Alors Vn > N (Zﬁ 1ok, <£ + - = &.Donc d’apres I’|nega||te (**),je peux affirmer que Vn = N, |v,| < € Jen conclus que la suite

(v,) converge vers 0.

e e Je suppose ici que lirP u, =L.€e R(ouC).Posonsa, =u, —Leth, = ziﬂ Tzl 2ka,). D’apres ce ui précéde comme lirP a, =0,
n-+o n-+co
Jim b =
1 _ 1 _ 1 _ 1 2"-1[ 1 2m—1
De plus, by = 57 (3423 2ay) = 55 (S4=3 2% (e — 1) = 55 (Uh=3 2 — 5 (RS 2L = v, = 0 [ (S 290L] = w ~ 570 L.

Donc,v, = b, + (1 - i)L. Jen conclus que lim v, = L.
2n n-+co
A) Soit u une suite réelle telle que lim u,,,; —u, = L € R*. Démontrer que u,,~,Ln.
n-+oo

1 — 1 — 1 N PR . .
POSONS U = Upyq — Uy €LV, =~ Rt vg. Alors, V, = ;Z',}zé(uk+1 —uy) = ;(un — Ug). Or, d’aprés le théoréme de Césaro, comme nl—l>r-fl—100 v,=LeER, lim V, =L

n—-+oo
ie lim 2 (u, —ug) = L.Alors, l(un —uy) =L+ 0y(1) etensuite, u,, — uy = nL + no, (1) et finalement, u, = u; +nL+nXo0;,(1)~i0ln.
n—+oo N n . WflnL) T,(nL_)/
+o0 +00

Propriétés : caractére borné, opérations sur les limites, encadrement :
on note B = {~/a — Vb/(a; b) € N?}.Soit u et v deux réels fixés tels que 0 < u < v .

a) Justifier qu’il existe ny € Ntelque: 0 < /nyg+1—.,/ny <v—u.Onposez = ny+1—./nyetk = EJ +1.
b) Montrerque:u < kz < v.

c) Endéduire qu'il existe deux entiers naturels a et b tels que : u < va —vVb < v .
d) Montrer que B est dense dans R i.e. qu’entre deux réels distincts , il y a toujours un élément de B.

— i _ -0t
a Vvn+l-+n= \/Th/_ Donc, nl_l)er\/n +1—+yn=0"
Posons ¢ = v —u € R**. Alorsil existe ny € Ntelque: 0 < Jno+1—,/ny<e=v—u.

b) Onposez=1/n0+1—,/noetk=I§J+1.Donc,0<z<v—uet k—153<k.
Alors,commek >0, zk —z<u <kzpuiskz<u+z<u+v—u=v.Ainsi,u<kz<v.

o kz=kJnyg+1-kn, = VA (ny + 1) — \/k?(n,). Donc, a = k?(ny + 1) et b = k?n, sont deux entiers naturels qui conviennent.
car k=0
d)  Soit x et y deux réels tels que x < y.
Si0 < x <y alors d’aprés b) ,en prenant u = x et v = y, il existe deux entiers naturels a et b tels que : x < va —vb < y. Donc va — /b est un élément de
€EB
B coincé entre x et y.

Six <0 < yalors0 € B et0 estcoincé entre x et y.

Six <y <O0alors 0 < —y < —x et d’aprés b) ,en prenant u = —y et v = —x et il existe deux entiers naturels a et b tels que : —y < ya —v/b < —x . Donc
€EB
y > b —+a > x et Vb — a est un élément de B coincé entre x et y.
€EB
Ainsi, entre deux réels, il y a toujours un élément de B. Donc B est dense dans R.

Soit u et v deux suites réelles telles que u,,> + u,v, + 1,2 —0

n-+oo

1. Déterminer un réel a tel que Vn € N, v2 < a(u2 + u,v, + v2)

2. Montrer 11m u, =0= lim v,.
n-+oo



2 2 2
1. Notons 4, = uZ + u,v, + v2.vn € N A, = u + u,v, + v2 = (un +§v,,) - %vf +v2 = (u,l + %vn) + %vf. Donc, ;—}An = ;—}(un +§vn) + v2. Par
=0
conséquent, ¥n € N, vZ < 4, De méme, Vn € N,uZ < -4,.
2. ,VneN0<vi< gA,,. Comme lim A, = 0, le théoreme de limite par encadrement permet de conclure que lim v, = 0. De méme lim u, = 0.
n—+oo n-+o n-+oo

Soit u une suite réelle ou cpxe. Montrer que : (37—, Ui )nen €5t convergente= lim u, = 0 et que la réciproque est fausse. Que peut-on en déduire sur les
)

suites (Xf=o sin (k))new et (Ti=o Vk) _, ?etsur: (Z}j:z #(k)),pz ?

Posons S, = M i_oUr.Vn € N, u, =85, —S,_;.

Donc, (Sp)nen convergentevers L= lim S, = lim S,_; =L = lim u, = lim S, —S,,_; =0.Parcontre, ( lim u, = 0 = (S,) ey cOnveriente)
n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo n—+0o

comme le prouve la suite u telle que u,, = %qui tend vers 0 alors que S telle que S,, = Zﬁzli tend vers +oo ( Cf cours exemple33 ou TD 11 ex 7). Comme les

suites (sin (1)) nen et (V) ney SOnt divergentes, les suites (XR_,sin (k) pen €t (Zﬁ:o \/F)HEN sont aussi divergentes.

Par contre, la suite ( ) tend vers 0, donc je ne peux rien conclure immédiatement sur § = (ZLZ ;) . Il faut faire une etude supplémentaire. Soit
kin(k)/ sy

nin(n)
n € N\{0,1} etk € IIZ n]
1 1 k+1 k+1 1 k+1 1 .
v € ok + 1] ps < o ) ) d°"°fk e = L Sf wngoy X e

1
(k+1)In(k+1) — [ln (ln(u))

—In (In(k)) < km(k)

Par conséquent,Y.i_, In(In(k + 1)) — In (In(k) < Y}-, prm (k) . Ainsi, Vn € N\{0,1}, In(In(n + 1)) — Inin(2)) < Y- Zkl—(k) Le théoréme de limite par

somme
télescopique

. 1
encadrement permet alors de conclure que lim }}_,——=
n-+oo kin(k)

Des suites définies par des sommes
1
1)Vn € N*, on pose u,, = ZL‘=1—2 Montrer que u converge.
2) Vn € N*, on pose u,, = Y- 1% L Montrer que Uy, — U, = Montrer I’existence puis la valeur de la limite de u.

3) Vn € N*, on pose u, = )i, Montrer que u,, = OJroo (l)

k2+ 2°
4) On pose Vn € N,u,, = Y7_ 0( ) Déterminer la limite de u.
k

5) Soit n € N*. Calculer S, . En déduire la limite de (S,,).

= k=i
6) Vn € N*, on pose u,, = Yr_, ln( — F) . Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.

1) Soit n € N\{0,1}. up; —u, = Ypt1 k12 ﬁ_lkiz = (n+1)2 > 0.Donc u est croissante.
1

De plus, Vke[[Zn]]0<kz<k(k 1)—ﬁ——D0nc,0<Zk 2 Z_Zk 2;—— 1——<1 Donc, 0 < Y-, 252

Jen déduis que la suite u est majorée. Et ainsi u est convergente.

. 2n 1 1 2n 1 1
2) Soitn € N\{0}. upp =ty = Xjls 7. = Xko1 - = Zilnaa g 2 Lipng =5 =3
car Vk€[n+1,2n],
1 1

k 2n
1
Upyp — Uy = ZQQ; Py 1 Pl 0.Donc u est croissante. Et par conséquent, u admet une limite notée L telle que réel ou L = +oo.
Si on imagine un instant que L est un réel alors
. lim u,, = L (car (u,,) est extraite de u).
n-+oo

. parsuite lim u,, —u, = L—L=0.
n—+co o
pasde Fi
car Lréel
. Enfin, en passant a la limite dans I’inégalité: u,, —u, = 7 aboutis a 0 > Zcequi est absurde.

J’en déduis que la suite u ne tend pas vers une limite finie et ainsi lim w,, = L = +oco.
n—-+oo

1 . n
2+2Sk2n2_ dOnC Zk12+2—2k1k2+2—2k 11+z“ﬁ5unsl+nz‘

3)Soitn € N*.Vk € [1,n],

) - . 1 1 . .
J’en déduis que Vn € N, S SNy < ( T ) est donc bornée, je peux en conclure que u, = 0, ( ) et par suite la suite u converge vers 0.
n

4) On pose Vn € N,u,, = Y3_, 7. Déterminer la limite de u.

/\
|
R“S»—‘u
N>/

—éﬁjﬁ+

|~

1 1 1 1 1 _ l 2 6 6 2 l
+ @ Tt (nﬁ3) + (nr—lz) + (nfl) + ﬁ =1+ n * nn-1) * nn-1)n-2) """ +n(n—1)(n—2) + n(n-1) + n +1

Soitn ENtgn = 4,u, = Y-

<
|
NS
N
e

o)
or,Vk € [2,n — 2]]() (2)>0d0n60<()S@etparconséquent,OSZLL ﬁsz;ﬁéz( -2- 2+1)()

Cet encadrement permet d’affirmer que llm ynz (—n) = 0. Et par suite, lill'lw U, = 2.
k

En déduire la limite de (S,,).

n=2+= +2”2

2(n-3) <3.
nn-1) ~— n

5) Soit n € N*. Calculer S,, = Y7 1m

1 1 1 1 o
Sn = Xk=1 70D = 2 Xk=1 P 2 ’,§=1; o T2 [1 - —] Et par suite, llToo S, =
2 somme télescopique
1 (k—1)(k+1)
6)u, =Y., ln(l - k—) =¥, n (k;*) " ln(k — 1) + In(k + 1) — 2In (k)]

=31, In(k — 1) —In(k) + 2", In(k + 1) —In(k) = In(1) — In(n) + In(n + 1) — In(2) = —In(2) + In (1 + ) — —In (2).



A. Cas particulier : Soit p € N\{0,1}. Pour tout entier naturel k, on pose u;, = ﬁ et vne N, S, = Z}C‘ﬂﬁ.
K k

1. Montrerque: Vk €N, (k +p + Dugyq = (k+ Duy.

2. Endéduire que:Vn € N*,S, = ﬁ ((n+ Du, — 1).

3. MontrerqueVn € N,0 <u, < —2__
(n+1

pr— En déduire la limite de la suite (S,) quand n — +oo.

B. Cas général . Soit (u,,) une suite telle qu’il existe a et b réels telsque b — 1 — a # 0 et pour toutn € N,% =

n+b

Montrons que : pour toutn € N, Y7_ouy, = [(n + b)uyq — (b — D).
A. Cas particulier
1. Soitk eN.
(k+p + Dugyr — (e + Dy = (k+p+1)ﬁ—(k+1)(k—ip)= (k+p+1)(k+1+p) (k+1)( T o)

S k4p+ D — (k1) = (;;:1_ +1) p!(k+1)!k (k +1) -2 p’f(ml)z PG+ ko

- p ‘p"“("::f))" "‘p‘!'lz)! - p (k+1+p)! (k+p)! — (eEp)! (k+p)!

Donc, (k +p + Duyyq = (k+ Duy.
2. (k+p+Dupy — k+puy = (k+ Dy — (k+p)u, = (1 — p)uy.Donc,

1 (k+1+pu (k + p)uy
we = ——[(k+ 1+ plugyy — (k+p)uy] = 2 = Vi1 — Ve
1-p 1-p 1-p w
enposant vi= _GeApuy
T1-p
3. Soitn € N*.
Vk € [0,n — 1], uy = Vgyq — Vg-
D s —ymn _n _ _ _ _ (n+14p)upnys  (L4p)ug enutlgant t +Dun  uo _ (tDup 1 _ 1 _1
OnC Sy = Xkea U = Lkt Vkrs “ Vg = Vppn —1=— - = = > i i o )

somme
télescopique

OU BIEN si on n’a pas réussi a traité la question 2.

Ona: (k+p+ Dugy, = (k+ Duy donc (k + 2)upyq — (K + Duy = (1 — ptgeyq-

Par conséquent, TRZ5[(k + 2)uprq — (k + D] = XRZ5® + Ditger = (1= p) TFZ5 Uerr-
somme télescopique

Jen déduis que: (n + Du, —uy = (1 —p) Xhoq Ug-

Sn
. 1 1 1
Ainsi, S, = s ((n+Duy —up) = ((n + Du, — 1) carug = ? =;=1
. un(n+1)(n+2) __ 1 m+1)(m+2) _ nip! (i+1)(n+2) _ (n+2)! | |
4. Soitn € N.u,, >0et = —(n:p) o = (mp)y " = o = <1lcarp =2donc0 < (n+2)! < (n+ p)!. Par conséquent, en

(n+1)p!
n = (n+1)(n+2) (n+2)

multipliant I’inégalité par u,,, j’obtiens : 0 < u Par suite, 0 < (n + Du, < .Comme hm K =0= llm 0, le théoreme

m = (n+1)(n+2
des gendarmes assure que nliTm(n + Du, =0. Alor(s en) (pass)ant a la limite dans 1’¢égalité obtenue & la question 2., je peux conclure que nllrfm Sp = ﬁ.

B. Cas général

Notons pour toutn € N, S, > 7_o .

Soitn € N.Vk € N,uz—:l = e g donc, (k + b)uyy, — (k + a)uy = 0 et par conséquent Y p_,[(k + bD)uyy, — (kK +a)w] =0.

D'autre part, Xi—o[(k + b)um = (k+ adw] = Xi=o[(k + D)ugyy — (k+ b — Dy + (b — 1 — a)uy]

Vk

= [Xk=0Wrs1 — )] + [(b — 1 — &) (TR0 wi)]
=V — v+ (b —1-a)S,
=m+buy + b —Dug+ (b—-1-a)s,.
Par conséquent, (n + b)u,y — (b — Dug+ (b —-1-a)s, =0.
Ainsi,commeb—-1—-a #0,S, = MlTb [(n+ b)upyq — (b — Dugl.
Des suites produits
1) Vn € N* onpose u, = [[r=1 (1 + %) et v, = In(u,).
a.  Démontrer I'inégalité Vx € R*,x — XZ—Z <In(1+x)<x.
b.  Endéduire la limite de v puis celle de u.
c.  Calculer u,,. Peut-on facilement conclure a la monotonie de u ?

a.Soitg:(x-—>ln(1+x)—x)eth:(xr—>ln(l+x)—x+xz—2).gethsontdérivablesur]R*ethZO,g’(x)=$—1=—$S09th’(x)=l—ix—1+x=

—_ — 2
W = 1": > 0. Par conséquent g est décroissante et h est croissante sur l'intervalle R*. Et par suite, Vx > 0,g(x) < g(0) = 0 et h(x) = h(0) =

2
0.Jen conclus que Vx € R*,x — x? <In(1+x)<x.

b. Vnzl,vn:ln(un)zln( £=1(1+%)): ﬁ=11n(1+%).0r,vkeN,%—(’Tkz)zsln(l+%)S

Donc, Vn = 1,37, (nL (Z 1k ) <wv, < (Z _, k) et finalement,

2 Zn4

) < ziain(145) < i, % Done, 2 (B, k) —

2n*

n(n+1) n(n+1) < v, <

n(n+1) nn+1) 1 nn+1)
—. Or, ~
2n* 2n 2n*

1 n(n+1) n(n+1) . .
+o0 57 t ~he Comme — Tz = Ot ( ) Donc T = 0400 ( Py . Alors les suites qui encadrent

vn=>1,

2n?

. 1, . 1 .
v, sont equwalentes a EEt tendent donc vers > Ainsi, la suite v converge vers: et la suite u converge vers ez = e.

vn € N*, on pose . = [[34] (1 + (n+1)2) >1.
k (n+1)2+k
Un+1 _ n;‘l+}(1+(n+1)2) _ n%:1(1+(n+1)2) _ Hr‘lzl( 7;11); ) _ H2=1((n+1)2+k) n n z iFfici |
Alors, = = m =2 I = 27— k=1 ..difficile de conclure !
up My (1+%) Moy (1475) m‘q(n—z) T, (n2+K) n+1

2) Soit a un réel positif. ¥n € N*, on pose u,, = [[f=,(1 + a*) et v, = In(u,).
a. Etudier la monotonie et le signe de chaque suite u et v.
b. Montrer que si a €]0,1[ alors v converge . Qu’en est-il de u ?

2
c.  Monter que sia €]1, 4+oo[ alors il existe un réel L tel que : v, = %ln(a) I gln(a) +L+0,,(1).Quenest-ildeu?



d. Que se passe-t-ilquand a = 1 ? quand a = 0?

u M+ (1+ak)
> n+1 — k=1
a.vn=1u, >0et v 71_[7::1(1”,{)

strictement croissantes.

=14 a™?! > 1; par conséquent,Vn = 1,u,,, > u, et par suite v,,; = In(u,y1) > In(u,) = v,. Ainsi, u et v sont

_an

b. On suppose que a €]0,1[. Alors, Vn > 0,v,, = In([[¢-1(1+ a¥)) = ¥, In(1 +a*) < ¥2_, ak = %a < ﬁ Donc v est majorée et ainsi v converge.
a

vn > 0,u, = e’ < ei-a. Donc u est aussi majorée puis convergente.

c. On suppose que a €]1,4+oo[.

n

+ Z In(1+ a™*).

k=1
«e=
COTlVETgETltE car
a~1lelo1]

v, = ) mn(1+a) =) In(a*(1+a™) = ) In@@) +In(1+a*) = ) [kin(a) + In(1 + a )] = In(a) [ k

k=1

Posons w,, = Y%_;In(1 + a™*) .Comme a! €]0,1[, w est convergente d*' aprés b. Notons L la limite de w.
2
Alors, wy, =L+ 0,,(1) et v, = ln(a)@ +L+0,,(1)= %ln(a) + %ln(a) +L+0,,(1).

d.Sia =1 alors Vn € N, u,, = [[§-,(1 + 1) = 2" et v, = nIn(2). Donc u et v tendent vers +oo,
Sia = 0alors Vn € N*,u,, = [[}-;(1) = 1 et v, = 0. Donc u et v sont constantes et donc convergentes.

Ex 9 3) vn € N*, on pose u,, = [, (1 + k1_2) . Montrer que u est convergente.
vn € N*,u, > 1. Posons v, = In(u,,).

1 1 1 L
Alors v, =ln(Hﬂ:1(1+§))=Zﬂ:11n(1+k—z)SZk 1 231+Zk Zm =14+Xk Zk . —=2—;SZ.DoncvestmaJoree. De plus, Vg — Uy =

In (1 + it 1)2) > 0. Donc v est strictement croissante. J’en déduis que v est convergente. Notons L sa limite finie. Alors la suite u qui vérifie Vn,u,, = e’rest
convergente de limite e.

x

Ex 9 4) Soit x un réel. Vn € N, on pose p, (x) = [[}-,ch (z_k) Simplifier p,, (x)sh (2%) En déduire nl_iglm pn ().
pash (35T ch (52)] s (57) = [Tz eh () en (5) h (55) = [Mizsen (32)] ) s ()
=3[ en ()] o () sh () = 3 [Misb en ()] ) sk () = e[z en (5] sk () =

pn(x)sh(2 ) —ch( )sh( ) ZMish(Zx)

£ X

sh(2x) Sh(Zx) on x _ 21 — .. [ — sh(2x)
Donc si x # 0 alors sh( ) #0etp,(x) = () ENY Comme 11m h(t) =1let nllmm ==0, nlle ) =1let a|n5|,nli111mpn(x) —
Deux suites d’intégrales
A)Vn € N, on pose u,, = fo o dt. Montrer que la suite u est convergente .
Soit & = foll%tdt. Montrer que Vn € N,0 <{¢—u,, < E' En déduire la limite de la suite u.
vt €[0,1],t" > t"1donc0 < —— T < ﬁ < 1etparsuite 0 < u, <u,,; < 1. Ainsila suite u est croissante et majorée donc convergente.
b= _dr='— " __qt

n 0 14t 14t+en 0 (1+t)(1+t+tn)
n

Comme vVt € [0,1], (1 +t)(1+ ¢t +t™) = 1donc0 < m t™. Par conséquent, 0 <¢ -u, < f thdt = —. Alors comme les deux suites qui

encadrent (¢ -u,) tendent vers 0, (¢ -u,) converge aussi vers 0 et ainsi, (u,) converge vers 6=f0 T dt =1n (2).cco

B) Pour tout n € N, on pose W, = fog(cos (t))"dt . appelée INTEGRALE DE WALLIS (il en existe plusieurs formes).
a. Montrer que la suite (I#,) est convergente. On ne demande pas de calculer la limite pour le moment.

b. Etablir une relation de récurrence entre W,et W, _,.
c.  Endéduire une expression de W,,, et de W, avec de factorielles puis de coefficients binomiaux.
d. Montrer que (nW,W,,_,) est constante et préciser sa valeur.
e. Déterminer la limite de .
f. Démontrer par encadrement que : W"~+°°\/E' En déduire que (ZP) ~ i.
2n D P+

g. Vn € N, (t » (cos(t))™) est continue sur [0,%] donc W, existe.
Soitn € N.Vt € [0,%],cos(t) €[0,1] donc, 0 < (cos(t))7l+1 < (cos(t))n <1

s 1 s s
Par conséquent, 0 < foz(cos(t))wr dt < foz(cos(t))ndt < JZldtie 0 S Wp, <W, < g
Jen déduis que la suite W est décroissante et bornée donc convergente.
h. Soit € €]0, [ . Je cherche ny € N tel que : Vn = n, |W,| < e.
T

Soitn € N. |W,| = W, = [2(cos(t))"dt + [Z(cos(t))"dt.
2

D' une part, Vt € [0,%],0 < (cos(t))n <1donc, 0 < fog(cos(t))ndt < fog 1dt = 2

n n n
D'autre part,Vt € |[=,=|,0 < cos(t) < cos < 1donc,0 < (cos(®))" <(cos(£)) .0r,0< cos(2) < 1donc lim (cos(£)) = 07.Parconséquent, il
2 2 n—+oo 2

(co (2))" =(eos(9) =5

g T T
en n_ ¢ . s 2 n 2 € =€ _ ¢
Alors, Vn > n,, Vt € [E’E] ,0 < (cos(t)) < —et par croissance de l'intégrale, 0 < fg(cos(t)) dt < fg;dt < foz ;dt =

existe ny € N tel que : Vn = n,,

J’en déduis que Vn = n, |W,| < §+§ = ¢&. Je peux ainsi conclure que lim W, = 0.
n—+oo



i. Soitn€N.

Wiz = [3(cos ()

n+2

dt = fog(cos(t))n(cos(t))zdt = fog cos™(¢) (1 — sin?(t))dt

n
n+1 2z T cosn+1
Whir = fl cos™(t) dt +f —sin(t) cos"(t)} sin(t) dt = W, + [COS © 'n(t)]2 -z O™ Los(t) dt = w, — Lnez
P VA 0 n+1 n+1
u'(t) v(t)
Donc, (1 + ﬁ) Wyt = W, et ainsi, Wy, = :—2 -
j. Soitn € N.
1 cas:npairien=2p
2p—1 2p—1\/2p-—3 2p—1\/2p—3\/2p—5 2p—1\/2p—3\ 31
Wap = =5 War-s = () =) Yo = () (5 =2) =) Wore = = () (3 =2) -3 2%
2p 2p 2p—2 2p 2p—2/\2p—-4 2p 2p—=2/) 42
_ @p-1)(@p-3)..37 (3 a4s _T
W,y = v a2z €9 W, = [z 1dt = >
_ (@2p-1)(@2p-3)..37w _ (2p)(2p-1)(2p—-2)(2p—3)..4X3X2 7w _ (2p)! T _ Gp)! « 1 2p n
Wap = 2p)(2p-2)..42 2 (2p)2@p-2)2_42x22 2 4P[p(p-1).2x1)22  4P(p)? 2 - Ainsi, Wy = 4p ( P ) 7
2™ cas:nimpairien=2p+1
_2p [ 2p \(2p-2 _ (2 (2p=2) (2p—4 (22 \(w2) 42
Wap+1 = 2p+1 Wap-1 = (2p+1) (Zp—l) Wap-s (2p+1) (Zp—l) (Zp—S) Wap-s (2p+1) (Zp—l) 53 Wy
—(2p ) (22 £ 2 - = sin(®) — sin(0) =
Wapir = (2p+1) (Zp—l) w5 car Wy Jiz cos (t)dt = sin (2) sin(0) = 1
_( 2p 2p-2 42 _ (2p)?(2p-2)*..4*x222 _ 4Plp(p-1)..2x1]? _ 4P(pH* . . _ 4P
Wapa (Zp+1) (Zp—l) 53T 2p+)(Ep)(@p-1)(2p-2)(2p-3)..4x3x2 (2p+1)! T ept Ainsi, Wap = @r+n(??)
P
k. Posons Vn € N*, t, = nW,W,,_; et montrons que la suite t est constante.

Soitn € N*.t,41 —(n+1)Wn+1W —(n+1) Wy Wy, = nW,,_ W, =t,.
La suite t est donc constante égalea t; = W1W0 = —. Ainsi, Vn € N*, nW,,_, W, = g

|. D’apres a., on sait que W est convergente. Notons L sa limite.
Alors en passant a la limite dans I'égalité W,,_; W, = % , on obtient L2 = 0 soit L = 0.

m.W est décroissante donc Vn € N*, W, < W, < W,,_, et nW, Wy, < nW;2 < nW,W,,_, = g
or, nW,W,_; =

el

[ ] [+ DWW, 4] = [ ]"~+m Z. Donc, lim nW,W,.q1 = I Alors, 'encadrement ci-dessus, permet de conclure que lim nW,? =
n+1. n+1l 2 2 n-+o 2 n-+o

; T K . m
Par conséquent , nW, %~ ., 7 Alors, W, %~ , o et par conséquent, Wy~ o, |—.

2n
1 (2p m_ n _ 1 |n 2p 4P
n. Alors, Tp(p)E_WZHNW E—;\/% .Donc,(p)mrwﬁ.

Limite, un équivalent ou un développement asymptotique de suite
Déterminer les limites quand n — +oo suivantes :

;. In(m) VA i+l
1. lim — i n
notoo n? <5 nl—lgloo (n+1)Vn 6 nl—1>r+r-loo . (\/— 1)

2. lirP e“/ﬁln(l —n+e")
n—+oo
n
. nm . nm
3. nl-lHlm (COS (3n+1) S0 (6n+1))

n
1.0< @ < w = "“‘—E") ™ comme 11m M: 0, nous pouvons conclure que llm w
n n n n n

5. nliTm(ch(n))”

=0.

2.emIn(1—n+e”) =e V" In(e" (e —ne "+ 1)) =eVn+eVIn (e‘" - ein+ 1) =g VnHn(m) 4 o~V (e‘" - eln + 1).

cc

Comme_lim :—ng 0, lim In (e‘" - el" + 1) = 0 puis_lim eViin (e‘" - eln + 1) = 0. De plus, In(n) = 0,4, (vn) donc —vn + In (n)~ ., — V7 et par suite
n-+oo n—-+o

n—+oo

11111 —n +1n (n) = —o0. Ainsi, 11111 e~V = 0. J'en déduis que lirP e VIn(1—n+e") =0.
n-+oo n-+oo n-+oo

3. (cos (3:%) + sin (6:%))71 = eninleos(smn)+sin(ein)], posons h, = nin [cos (3:%) + sin ("—")]

1_

Comme nliTw cos (3:%) + sin (6:%) = cos (g) + sin (g) = % -=1 etln(t) ~(t—1),In [cos (3"” ) + sin (6 "y )] ~ +0COS (%) + sin (GZL) -1

De plus, cos est dérivable en = et cos’ (E) = —sin (E) =_5 # 0; dong, cos(t) — cos (E) ~r — E (t - E). Alors, cos(t) — 1__% (t - —) + on (t - E).
3 3 3 2 3 3 3 2 3

2

De méme, sin est dérivable en %et sin’ (g) = cos (%) = # 0; dong, sin(t) — sin (%) ~ B (t - %) Alors, sin(t) — 1 = (t - —) + on (t - %)

Comme lim —— E,cos(n”)—l=—§(n—”—z)+o+w(n—” g)donccos(n—”)=l—£( = )+o+w( — )=§+ /3 +o+oo(l).

n-+oo 3n+1 3 3n+1 3n+1 3n+1 2 2 \3(3n+1) 3(3n+1) 6(3n+1)

W]

nm T, nm 1 3( nn T nm T . nm 1 - - 1 -m/3 1
Et Comme lim = sm(—)——=—(———)+o+w (———) donc, sm(—)=—+—( )+o+w( )=—+ + 0400 (—)
noteo6ntl 6 en+1/ 2 2 \6n+l 6 6n+l 6 6n+1 2 ' 2 \6(6n+1) 6(6n+1) 2 | 12(6n+1) n



“1=itan )+ + (3) =2 (oo ) () == (emiamm) + o= (3)
Alors, COS( )+ sin (6 +1) 1= 2 6(3n+1)+ Oto (n +3 +12(6n+1) 040 o) = 05 Gorn “onan) T 0+ () T (3n+1)(6n+1) t 0 ()
9n+1 on n'\/— _m3 1 . _m3
,m~+mm— Py . Dong, cos( )+ sin (5 +1) 1~ +°0 >< A|n5| Ry~ oot X — 2 X1 X Donc, nl-l»Tooh” =
n 3
Aet ainsi  lim (cos (i) + sin (i)) = e,
n-+oo 3n+1 6n+1,

Vn+1 N N
'(::+1)ﬁ = (n™)-In((n+1) ).Posons, h, = ln(n‘/m) —In((n+ 1)ﬁ).

= ln(n\/m) —In((n+ 1)“/5) =vn+1ln(n) —vnln(n+1) = |n (1 + %) In(n) —vnln (n (1 + %)) = (1 + %)7 vnln(n) — vnin(n) — vn[ln (1 + %)]

oI

1

=1+—-—

2n 8n?

Comme nlim 1 0_(1+%) +o+w(12) etln(l +%)=

+oon n

1 1 1 1 vnln(n)  Vnln(n) Vnln(n) \/— vn n
b = [14 5= 55+ 01 () | Vil () = Vain(w) ‘ﬁ[;‘ﬁ’”’w(ﬁ)] = T = T 0w (T = 4 2+ 0w (5F)
_ In(m) _ In(n) In(n) 1 _ In(n) In(n) - In(n) ln(n) ,-1
= snﬁ“’m( ) Vn 2nr+ +oo (n\/—) = o T +°°(zvz) +0 - COmme lim i R
znf<<+°° n«/7)<<+°°«/7<<+°°ln\(ﬁ)
. nVnFl D _
AInSI n]_l)l}:lww e’ =1.
1 1 n,,-n —2n —2n —-2n
- _ 4 1 1 1 + 1 1+ 1+ _ 1, (1+
5/(ch(n))" = en n(eh() posons h, = ;ln(ch(n)).Alors, h, = ;ln(ch(n)) =-In (e Ze ) =-In (e" (QT)) = —ln(e") += ln( ¢ ) =1+ ;ln( ¢
1
Donc, lim h, = 1. Ainsi, lim (ch(n))" =e.
n-+oo
Va+l N Va+l Vn+1 Vn+1 _ Vn+1 2 _ B
6.— Nt - 1. Dong, llm Nt = 1etln(t) ~,t — 1. Alors, ln( ) to g T 1 v—ried Donc \/_ln( ) +oo\/ﬁﬁ— 2. Ainsi,
llm Vnln (‘/—ﬂ) =2
Trouver un équivalent simple puis la limite quand n —» +o de:
Lo, o . (1
1 = mis2Arctan(me = —on 5. = (In(n) —n)"In (sm (—))
: o ——~ -100In%(n)
55‘“(%2) L - 6. =In (—) +a Mou a€R
2. = si +1) - (-
Un = SI0 gntan(1§ D 7. = (ch(n))* — (sh(n))“ oua€R
Tz
s w=in(S)
4. v, =./In(n+1) —/In ().
1. lim Arctan(n) = E eER* donc,Arctan(n)~+m§ et 2Arctan(n)ez ~, ,me?
n—-+oo
2 2 2
z 2 n 20 2In(n) e n?
2o = e n () _ 67_”1"(") = e2(1_ n ) Comme lim Inr) = 20, lim — = 4o et par suite n" K, €2 .De plus, n! K, o n"
o eln(n®) nodow 1 ntoo 1 + +
TL2 1'7.2
Donc, n! <, n™ K, €72 et par suite, n! — 2Arctan(n)67 —9n"~,,—mez.

1 1 1 1 n
Comme lim — = 0 et sin(t)~,t, sin (—)~ =donc, — = ~ 40 =
Notoo N (O~ot, n) T®n ! Ssin(%) tog

De plus, In?(n) <, n.Donc, 100In?(n) <, e _1(1) et par suite,
sin| —
n.

2 2

—_—— 2 ~
Ssin(n) 100In*(n)~ 40

7zt 040 ( ) Alors,

1 n
Ssm( ) *og

-D™n = (-1 n.

iNsi, Up~400 —

2—tan(25)-2 cos(3)

—1=

Ven déduis que Uy~ o — S = —5n§_
5

sin(n+1) _ sin(n?+)) 1 - e

2. Comm — ot X n nore 0.Dong, sin(n? + 1) K, (1)™n. A
suite bornée mo
2—tan(— 2—tan(L o—tan(L

3. lim a—n(?z) =Z=1.Et, In(t) ~,t — 1. Dong, In (7112) ~ e an( 2)

n-+oo ZCOS(H) H) Zcos(

1 1 1

4 Deplus 1-;tan (E) —cos (1) = 1= 3 +0u () = (1 5
5  u,=(n(m-n)"In (Sin (%)) = (—1)"(71 - ln(n))” In (sm ) =(-

In(n)
n

_ (_ 1)nenln(n( -

In(n)

_( 1)n nln(n)+nln(1—

= (=1 nin(n) "l"(
2n?

_( 1)n nln(n) nf=

_( 1)n nin(n) e[ In(n)—

In(n)*
2n

In(n)*

n

un~+w(_1)nenln(n) e[—l
Comme lim 0*""( )— 1. Donc,
n—) {ee]

Up~ 400 (—1)"e ’””(”)e 1“(”)][ 21n(n)] = 2(—1)"n"*In(n). Ainsi, U, ~

2CC
Inm)* 20, llm e

)

+ 040 (ﬁ)) -
),
o

ln(n) ln(n)2+0

LI

1 1 1
—-tan (—2) — Cos (—)
2 n n

1
24n%’

~ ol

2 Cos(l)
= (). Ainsi, 2y~ o0 —
)

_ 1
) — (_l)nenln(n In(n)) In (F _

24n4 t 040

1 1
~ +o 1
6né t 04 (n

6

)

1)"(n —In(n))"In (sin (%
( ; (
n\ =
n

) [ 2n(n) + 0,0 (1]

SN 2n(n) + 0y (1)]
In(n)?

ol [<2In(n) + 0,0 (1)]

In(n)?
2n

nm)] 5~ o+w(ln (n)? )

[—2In(n)]

+o02(=1)" " In(n)




Des développements asymptotiques de suites
1. Soit p € N. Déterminer un développement asymptotique a la précision ﬁ de Arctan (n).
2.Déterminer un développement asymptotique a la précision % deu, = % T=o k!

2 3 2
ln(n) + 1 (ln(n)) + In(n) + (In(n)) + (In(n)) + ln(n) G Osen (ln(;l)).
2 n

n? 6ns n3

In (n)
3.Montrer que (nnl) =1+
n+ 1\"® 1
(=) =(+3)

n n

Comme 11m In@) _ In(m) + Inn)

n-o+oo 1N 2n? 3n3

In(n) In(n)_In(n) ln(n) (ln(n))]
S

= eln(n)ln(1+%) = eln(n)[%—#+#+a+w(%)] =el n 2n? 3n3 +04

In(n)

=up

i, ) =0

eln

In(m) 1/lnm\* In(m) (In(n)3 >In()? In(n) In(n)
=1+ += + + + + + 0400 :
n 2 < n n? 6n3 n3 n3 O+ n3
Equivalent par encadrement
1)  Montrer que : pour tout entier naturel n non nul (%) Vn < 2?:1\/]; < (2?" 1F %) v/n. En déduire un équivalent simple de u,, = ZQ:ﬂfE-

2)  Soit u une suite positive, décroissante et telle que : u, + U, ;~ % On pose a, = n(Uy, + Upyq).

Montrer que : a, < 2nu, < Lan 1 - En déduire que un~in.

an =n(uy + Upyq) S n(u, +upy) < n(uy, +u,q) = —(n— D, +upq) = —a .Or, u, +un+1~— donc lim —a lim a, = 1. Par
n-+oo n-+co

1
encadrement, lim 2nu, = 1. Ainsi, u,~—.
n-+oo 2n

3)vneN,u, = [n+ n—1+\[n—2+-~~+\/2+ﬁ.

Montrer que lim u, = +oo.

n—+oo
Exprimer u, 4 en fonction du u,,.
Montrer que Vn € N, u, <n.
Montrer que u,, = o(n).
Montrer que u, ~y/n.
6. Déterminer un réel & tel que : u,, = vV + & +0,,(1).
1.vn €N, u, >+/n.Donc, lim u, = +oo.

n—+oo

2VneEN, ui, =n+u, etu, = /n+u,
3uy =0 <0. Ety, Sn=uly =n+u, S2n= uyy = Jud,; <V2n = Uy Sn+1. CCL:VREN, u, <n.

Aaad
car n+1zy2n
puisuqe
n2+2n+1-2n>0

N

4.et5.vneN, 0<n—-1+u,_, <2n—2donc Osu

n-+00

mmow\[ VT

o(n). Alors, n + u,~n et /n + u,~Vn . Donc u,,;~Vn et par conséquent u,~Vn —1 ~/n . Donc, u, = o(n).

_ Uner Vyn-1 1 . 1 P 1 .
=Jn+u ~ ~=Donc, lim u, —vn == Ainsi, u, —vn=-+o0 1) et finalement, u
e Jntun—+Vn w2 2vn 2 " ot Vn 2 ) Un =V 2 +eo(1) ' R

Un—1=0(n—1)=o0(n) donc
[n+un—1=Vn+o(Vn)
et
[Mtun_; +Vn=2vn+o(vn)~2vn
VA + = +0,6(1).
2

Suites extraites:

Montrer que toute suite réelle non majorée a une suite extraite de limite +oo.

On allons construire par récurrence une suite v extraite de u telle que : v strictement croissante et Vn, v, > n.

Initialisation : 0 ne majore pas u donc il existe p, tel que u, > 0.0n pose vy = up, .

Propagation : Soit n un entier naturel. Je suppose construits les premiers termes vy, ..., Vy,.

Alors, Vk € [0,n], v, = ket v, = u,, avecpy EN et p, > py_g > >poetv, >V, 4 > >71,.

Posons M = max(n + 1, g, Uy, Uy, Us, ... Up 3, Up 1, Up, )-

M ne majore pas u (puisque u n’est pas majorée) donc il existe un entier p,,, tel que up, ., > M.On pose V4 = Uy, ... Commeu, + M,u, €&

{uo,ul, ..,upn} et Py € {0,1,2, ..., p, } et par suite, p,yq > pp. Commew, . > max(n + 1,ug, Uy, ... .,upn) JUppy, > Up, €Uy  >n+ 1. OK!
N -

CCL:Vn, v, =, et Py > Pp_y €L Vpyq > Uy =M. Alors @: (n - Py

v, doncv est strictement croissante . Yn, v, > n. Donc par le théoreme de limite par encadrement, lilrl v, = +oo.

n—-+oo

Soit u une suite telle que : V(n,p) € (N*)?,0 < Upip < %. Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.

n+n

Vn>0,0<uyy, <— = 2 Donc, lim u,, = 0.EtVn > 0,0 < Uy pyq <
n n n-+oo

n+n+1 2n+1 2n+1 2 . 2n+1
= .Comme ~=,
n(n+1) nZ+n n2+n 1’ po+toon?+n

Comme les suites (uy,) et (u,,41) convergent vers 0, le cours assure que u est convergente de limite nulle.

——  —— 0 Donc ——> 0 ce qui signifie que u,

N . . . . .
) est strictement croissante donc v est bien une suite extraite de u. De plus, Vn,v,,; >

+0+°°(n3 )—0 etet —1+t+ + +t3e(t)tq llms(t)—O en =1+4+u, +—+—+u 3¢(u,,) et par composition,

= 0 et par suite, Donc, lim uy,,, = 0.
n-+oo



Démontrer que les suites (cos (1)) ey et (sin (1)) ey divergent sans limites.
(cos (n))pen et (sin (1)) ey sont bornées donc si elles ont une limite, ces limites sont finies.
Imaginons un instant que (cos (n)),en converge. Notons L sa limite. Alors L € [—1,1] puisque ¥n,—1 < cos(n) < 1.

De plus, ¥n, cos(n + 1) = cos(n) cos(1) — sin(n) sin (1) donc, sin(n) = ?1(1)[ cos(n) cos(1) — cos (n + 1)] . Comme (cos(n)) ey converge vers L,

1 _ 5 1-cos(1)
sin(l)[LCOS(l) - L] =1L sin(1)

Enfin, ¥n, cos?(n) + sin?(n) = 1. Donc, L2 + L'?> = lim cos?(n) + sin?(n) = 1. Donc il existe un réel @ tel que L = cos(@) et L' = sin(@). Alors par passage
n—+00

(cos(n + 1)),ey converge aussi ver L et par conséquent, (sin(n)),ey converge vers L' =

s s cos(n + 1) = cos(n) cos(1) —sin(n) sin(1) ., , .

a la limite dans les égalités: vn, {sin (n+1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1) ,j’obtiens :

cos(8) = cos(8) cos(1) — sin(8) sin(1) = cos (6 + 1) , L ) _ , _
{cos(@) — sin(8) cos(1) + cos(8) sin(1) = sin (6 + 1) Par conséquent, il existe un entier k telque 8 = 0 + 1 + 2km L.e.&—_l.

IMPOSSIBLE
Ainsi, le réel L n’existe pas et puisque (L’ existe =L existe), le réel L' n’existe pas non plus. Ainsi, les suites (cos (1)),ey €t (sin (n)),ey divergent sans

limites.
Borne sup . inf.
Déterminer les bornes supérieure et inférieure de A = { 2p+3 /(p,q) € N*z}

2pq
. A est une partie de R non vide (car en prenant p = g = 1, on prouve que 22? = é € A).
De plus, soit (p,q) € N*.1 < g donc 0 < 2p < 2pq (car p > 0)et par suite ,0 < 2p < 2pq < 2pq + 3 donc 0 < Z:qp+3 <1

Jen déduis que A est minorée par 0 et majorée par 1. J’en conclus que A admet des bornes supérieure et inférieure finies.

. 0 minore A. Posons Vq € N*,u, = 2;?. Alors,Vq € N, u, = Z;? € A (il suffit de prendre p = 1). De plus, la suite (uq) tend vers 0.

Jen conclus par la caractérisation séquentielle de la borne inf. que inf(4) = 0.
- . _2p N _2p _ .
. 1 miajore A. Posons Vp € N Uy = Py Alors,¥p € N Uy = 13 € A (prendre g = 1). De plus, vp~1 donc la suite (vp) tend vers 1.
J’en conclus par la caractérisation séquentielle de la borne sup. que sup(4) = 1.

Soient A et B deux parties bornées de R non vides.
1. Montrerque A € B = infB < infA < supA < supB.
2. Onnote A+ B ={x+y/xeAetyeB}. Montrer que A + B est bornée et sup (A + B) = supA + supB et inf(4 + B) = inf (A) + inf(B).
3. SoitC={@6Aeta’ EA}.
Montrer que C admet des bornes sup et inf finies et les exprimer en fonction des bornes sup et inf de A .
1. Aet B sontnon vides et bornées. Donc, infB, infA, supA et supB existent et sont finies. De plus, Va € 4, a € B et par conséquent, infB < a <
supB. Dong, infB minore A et supB majore A. Comme infA est le plus grand majorant de 4, nécessairement, infB < infA et comme supA est le plus
petit minorant de A, nécessairement, supA < supB.
2. A+B={x+y/xchAetyeB}.
VxecAetVyeB,x € Rety € Rdoncx+y € R.Ainsi, A+ B c R.
A et B étant non vides, A contient au moins un élément a et B contient au moins un élément b et par conséquent A + B contient I'élément a + b et est
donc non vide.
De plus, VxeA, VyeB, infA < x < supA et infB <y < supB donc infA+ infB < x +y < supA + supB . Donc, infA + infB minore A + B et
infA + infB majore A + B.
De plus, d’aprés la caractérisation séquentielle de la borne inf, il existe une suite (a,,) d’éléments de A qui converge vers infA et une suite
(by,) d’éléments de B qui converge vers infB. Alorq la suite (a,, + by,) est une suite d’éléments de A + B qui converge vers infA + infB. Comme, de
plus, infA + inf B minore A + B, la méme caractérisation de la borne inf, permet de conclure que infA + infB est la borne inférieure de A + B i.e.
infA + infB = inf (A + B). De méme, on prouve que supA + supB = sup (4 + B).
3. C={la—a'|/a€eAeta €A}
Soient f:[0,1] - [0,1] croissante et E = {a € [0,1]/f(a) = a}.
1. Justifier que E admet une borne supérieure notée s.
2.  Montrer par 'absurde que f(s) < s.
3.  Montrer par I'absurde que f(s) = s.
4.  Quiest s pour la fonction f ?
1.E c [0,1]. De plus, f(0) = 0 donc 0 € E et par conséquent, E est non vide. Donc E amdet une borne sup finie notée s.
2. Imaginons un instant que f(s) > s. Considérons ¢ €]s, f(s)[. Alors ¢ > s donc par coirssance de f, f(c) = f(s).De plus, comme ¢ > s = sup(E),c € E
donc f(c) < c.Alors ¢ > f(s) ce qui contredit ..., . 'en déduis que f(s) < s.
3. Imaginons un instant que f(s) < s. Alors f(s) n’est pas un majorant de E ( car s est le plus petit majorant de E) doncil existe b € E et f(s) < b <.
Donc d’une part, b € E, f(b) = b etpar suite, flS)ISIf(B). Et, d’autre part, puisque b = s et f croissante, f(b) = f(s) ce qui contrediti....|. )’en conclus que
f@s) =s.
4 . s est donc un point fixe de f. Nous venons de prouver que toute fonction de [0,1] dans [0,1] croissante admet un point fixe.
Soit U = (U,),ey Une suite bornée de nombres réels. On note Vn € N, x,, = sup {u, /k = n} et y,, = inf {u; /k > n} . On définit ainsi deux nouvelles suites x
ety.Onnote A= {u,/k €N} et VneN, A, = {u,/k>n}.
1.  Justifier que les suites x et y sont bien définies.
2 Montrer que x est décroissante et y est croissante.
3 En déduire que x et y sont convergentes et ,.li‘Pm Xy = nl—i»Too Vo
4. Montrerque: lim x, = lim y, =L = lim u, = L.
n-—+oo n-+oo n-+oo
5

Prouver en utilisant la définition de la convergence que : lim u, =L = lim x, = lim y, = L.
n—+oo n-+oo n-+oo

1. u est bornée donc il existe deux réels m et M tels que VYn € N,m < u, < M. Donc, Vn € N,Vk > n,m < u, < M. Autrement dit, vneN A4, =
{uy/k = n} est bornée donc x,, = sup(4,,) et y,, = inf(4,) existent et sont finies.

2.vneN,A,,, € A,.Donc, Vn € N,sup(4,) = sup(4,,) = inf(4,,1) = inf(4,) i.e. X, = X1 = Ynyq = Yn. Dong, x est décroissante et y est croissante.

3. vn € N,m minore A4, et M majore 4, donc M = x,, = y,, = m. Donc x est minorée par m et décroissante donc convergente. Et y est majorée par M et
croissante donc convergente. Alors en passage a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient: lim x, > lim y,.
n-+oo n-+oo

4.vn € Nu, € 4, donc x, = u, = y,.Doncsi lim x, = lim y, alors (u,) converge aussi vers cette limite commune.
n—+oo n-+oo



5. Supposons que lim u, =L € R.Soit ¢ € R**.3n, € N/Vn = ny, |u, — L| < ¢ i.e.u, € [L — ¢, L + €]. Donc, Vn = ngy, L — & minore A, et L + € majore 4,,.
n-+oo

Par conséquent, L + & = x, =y, = L — ¢ .Autrement dit,yn = ng, |x,, — L| < € et |y, — L| < €. Il en résulte que x et y convergente et llm X, = lim y, =

n—+oo
L.
Suites adjacentes
Soit (a, b) € (R**)? tel que a < b . On définit quatre suites récurrentes de la maniére suivante :
- — — = _ _ UptUn _ Wntty 1 _1(1 1
Ug= Wo=a,vy=ty=betVn €N, u,, 1 = UV, ,Vpy1 = 5 bt = et o Z(t +wn)'
1) Justifier que V(x,y) € R**2, ﬁ < Jxy < x:—y
x'y
A. Suitesu etv
2)  Montrer que u et v sont adjacentes. On note M(a, b) leur limite commune appelée la moyenne arithmético-géométrique de a et b.
3) Montrer que M(a,b) = M(Vab ﬂ) En déduire que M(a, b) = M(b, a).
4)  Montrer que Vt € R**, M(ta, th) = tM(a, b).
2 2 2
1.50it (x,y) € R**?, x+y —Jxy = AEd +ﬁ272\/}ﬁ =& W) > 0.Donc, \/xy < xzﬂ
1,1 1 1

}——<— —<— </ +2 i</ <Xy
Alors p ie. 0<\/_ et par swte T L Ainsi, V(x,y) €R 11

_ _ _ _ Un+vn
2.upg=a,vy=betvne N, u,,, = q/unv,, DV =
VN EN, Upyq — Upyq = 20 _ [y, > 0. Donc Vi = 1,1, = u,.
Upst — Uy = JUpVy — Uy = /U (VU —/Up) 2 Oetvyy, —v, = u"TW" -, = u";’" < 0.Doncu est croissante et v est décroissante. De plus , Vn €

car car
VpZ Uy Vn2 Un

N*,v; = v, = u, = u,. Par conséquent u et v ont chacun une limite finie : notons L celle de u et L’ celle de v.

Up+vp _ L+L

Alors L' = 11m v, = 11m VUpyr = lim =~ -DoncL =L Ainsi, lim v, —u, =0 et finalement u et v sont adjacentes. On note M(a, b) la limite
n—-+co

+00 n— n—+oo 2
commune .

3.Posons @, = Up4q et By = vy Alors, M(a, b) = nliq)w u, = nlirllw a, et M(a,b) = nll‘Pm v, = nll‘Pm By Par conséquent, M(a, b) = M(uy,vy) =
b
M(ay, Bo) = M(uy,v,) =M (\/ab,%).
Les suites a et B restent inchangées si on échange les valeurs de u, et v,. Donc, M(a,b) = M \/ab,ﬂ \/ba,b+a = M(b,a).
2
4.Soit t un réel strictement positif. Posons 4, = tu,, et B, = tv,.
Un+v; tup+tv, An+B;

Alors, ¥n € N, Apyq = tlpyq = tyfunv, = 2 u,v, = Jtu,tv, = \JA,B, et Bpyq = tvp, = t% = % = %
Ainsi, A et B sont adjacentes de limite commune M (4,, B,) = M(ta, tb).
De plus, lim A, = lim tu, =t lim w, = tM(a,b). Alors par unicité de la limite, M(ta, th) = tM(a, b).

n-+o n-+o0o n-+o
B. Suiteswett
5)  Montrer que t et w sont monotones.
6) Prouverque Vn € N, |ty — Wopq| < %ltn — Wyl
7) Endéduire que t et w sont adjacentes. On note L(a, b) leur limite commune
8)  En calculant t,w,, déterminer L(a, b).
9)  Comparer L(a, b) et M(a, b).
10) Comparer alors u, et t, pour n assez grand. Pour quelles valeurs de a et b , a-t-on L(a, b) = M(a, b)?

ntin 1 1(1 1 . ,
S.wo=a,vy=betVneN, t,,, = ad :t et —— = —(t—+ W—). On montre facilement par récurrence que Vn,w, > 0 et t, > 0.
n+1 n n
. n mttn)1 (1 1 1 n 1 2-2t+1 1
SonnEN.ti:(u)—(—+—)=—(2+W—+E—).Or,Vt>0,t+——2=E 1 _ ()? ) > 0. Docht>0t+ >2etparconsequent—+
Wnt1 2 2 \tp Wn. 4 n Wn t t Wn
2 et finalement, ‘:/"n—:li > 1.Donc, ty4q = Wpyq.den déduis que et Vn € N, t,, > w,. Alors,
ther —th = Wnttn < ggr 21— L= 1(i - i) < 0 donc w, < wy,. Ainsi, t est décroissante et w est croissante.
2 Wnt1  Wn 2\tp  wp
i - = |Pnttn _ (Zwntn)| | L 2 42 ||; |__ -
6) Soit n € N. [tp11 — Wiyl 2 (fn"'Wn) |2(En+Wn) (wy +t7 — 2wyty,) 26n ) (wp n) 2(tn W) Wy, — tollwy, — ts].

|Wn tnl

or, |w, — t,| < |lw, + t,| =w, +t,.Donc, <1 etfinalement, [t,,; — Wpyq| < %lwn —tyl-

1 L1 . 1 . .
Alors on montre par récurrence que Vn, |t, — Wnl <% |[wy — to|. Comme lim = [wo —tol =0 (pulsque |E| < 1) , lim |t, — w,| = 0 et par conséquent
n-+oo n-+oo
lim t, —w, = 0. Les suites t et w sont adjacentes et sont donc convergentes de méme limite commune finie L(a, b).

n-+oo
Wnttn\ [ 2Wntn

vn, t, W, = (— —
» bny1Wnaa 2 tntwn

7)Montrons par récurrence sur n que Vn > 1,v, = t, et y,, = w,, . Alors par passage a la limite dans I'un de ces inégalités, j’obtiens : M(a, b) = L(a, b). Alors
lim u, —t, = M(a,b) —L(a,b) = 0.

n-+o

SiM(a,b) > L(a, b) alors a partir d’un certain rang, u,, —t, > 0.
SiM(a, b) = L(a, b) alors on ne peut rien dire sur le signe de u,, — t,.
Enfin, sia = b alors M(a,a) = L(a,a) = a et toutes les suites sont constantes égales a a.

) = wjyt,. Dong, la suite tw est constante égale a wyt, = ab. Donc L(a, b)>= ab et L(a,b) = Vab.

Soit ag et by deux réels telsque: 0 < a, < by et Vn,a,,, = %(an + ./ a,b, )et bpi1 = %(b,, + . a,b, ) 5

Montrer que les deux suites a et b sont bien définies et qu’elles convergent vers une méme limite.
On montre facilement par récurrence que Vn, a, et b, existent et sont strictement positifs. Ainsi, les deux suites a et b sont bien définies.

Apyr — bpyy = %(an +./a.b, — b, —/a,b, ) = %(an — by, ). La suite a — b est donc géométrique de raison %

i(a0 —by) donc 0 < a, < b, et lirll a, —b,=0".
n—+oo

Ainsi, Vn,a, — b, = s



vn, ay — ap = %(an +./a,b, ) - a, = %(,/anbn —a, ) = %Ja_n(\/a— \/a_n) 2 0 . Donc a est croissante.
car

bp2an
bpyr — by = %(bn +./a,b, ) - b, = %(,/anbn —b, ) = %an(‘/an — 1/bn) s 0 . Donc b est croissante.
car
bpzay

Ainsi, a et b sont adjacentes et par conséquent, a et b convergent vers la méme limite.

Soit u = (U, )nen Une suite réelle et bornée. On note Vn € N, x,, = sup {u, /k = n} et y,, = inf {u, /k = n}. On définit ainsi deux nouvelles suites x et y . On
note A= {u;/k € N} et Vn € N, A4, = {u,/k = n}.
6. Justifier que les suites x et y sont bien définies.
7.  Montrer que x est décroissante et y est croissante.
8.  Endéduire que x et y sont convergentes et lim x, > lim y,.
n—+oco n—-+oo

9. Montrerque: lim x, = lim y, =L = lim u, =L.

n—-+oo n—+0o n-+oo
5. Prouver en utilisant la définition de la convergence que : lim u, =L = lim x, = lim y, = L.

n-+oo n-+oo n-+oo

2.vn, {u,/k=n+1} c {u,/k = n}ieVne€N,A,,, € A,.Parconséquent, Vn,inf(4,) < inf(4,,,) et sup(4,4,) < sup(4,). Ainsi, x est décroissante et
y est croissante.
3.vn,x, = uy, =y,.Donc, x est minorée et y est majorée. Alors, comme x décroissante et y croissante, x et y sont convergentes. Alors , en passant a la limite
dans I'inégalité, lim x, > uy, = lim y,.
n-+co n—+oo
4.0n supposeici que lim x, = lim y, = L..Vn,u, € A, donc,x, = u, = y,.Alors le théoreme de limite par encadrement assure que la suite u converge
n-+oo n-+oo
vers L.
5.0n suppose ici que lim u, = L. Soit ¢ € R*". Il existe ny € Ntel que:Vn =ny, L—&<u, <L+ e DoncL —&minore A, etL +¢emajore 4, .Et
n-+oo

commeVn =ny, ,A, C Ay, Vn =n,, L —eminore A, et L + € majore A,, . Par conséquentVn = ny, L — e < y, etx, <L +¢. Etainsi, Vn=ny, L —¢e <
Vo < Xp < L+ . Ve, déduis que Vn > ny, —e <y, — L < x,, — L < € et par suite,
vn =ny, |y, — Ll < €et |x, — L| < &.)en conclus que x et y convergent aussi vers L.

Uy = Vg

Soit u une suite réelle telle que : Vn € N, u,, € E 1[ et v la suite réelle définie par : {Vn > 1y = Pnoitn,
= tupvg,
1.  Justifier que : Vn € N, v, existeet 0 < v, < 1.
2. Justifier que v est convergente .
3. Déterminer la limite de v.
1. On montrer facilement par récurrence que Vn € N, v, existe et 0 < v,.

1+u,vp, >0 -
vo>Ocarvoe]1,1[et[vn_1>0=>{ nin-1 = Jnoatin

z = = i . .
2 v+, >0 Un = o existe et v, > 0]. Doncvn € N, v, > 0

On montre aussi par récurrence que Vn € N, v, existeet 1 > v,.

1 Vn-1+U, Vn—1tunp—1-unpvn_ Vn-1—1)(1-u, .
vo<1carvoe]—,1[et[vn_1<1=vn—1= noatin g o Ynoatinmlointn o @neat D07 ) .Doncvn e N,v, <1.Ainsi,VvneN, 0<v, <1.
2 1+UnVpn—1 1+UnVpn-1 1+UnVp—1
Vp—1+U; Vg HUn—Vnoq —UnVi_ up(1-v3_ . . . .
2. v — vy =t oy, =il e o n(1-vi-1) > 0. Donc v est strictement croissante et par suite v est convergente. Notons L sa limite.
1+UnVn-1 1+UnUn-1 14+UpVp—1
Vp—1tu Vp—1—7;
3. VvneN,y, =Tdoncu, = 2"
1+UnVn-1 Vnn-1—-1
. . L-L . . . . 1
Si L # 1alors (u,) est convergente de limite i 0 ce qui est impossible puisque Yn € N,u,, € ]E’ 1[ .Jenconclusque L = 1.
. . ag bi
Soit a, et b, deux réels telsque: 0 < a, < byet Vn,a,,;, =—— et b, = ——
ap+bn Qan+by

1.  Montrer que la suite @ — b est constante.
2.  Etudier la convergence des suites a et b.

Déterminer une forme explicite des suites récurrrentes suivantes :
1. uy,=1 etVvn,u,,, = neu,
2. Vn, i/u_,f Uy = €.
3. u,=1letVn, u,; =2u, —n+1.
4. 2(un+1)? )

1
Uy =7 etu; = letVnu,,, = ™

Soit u la suite définie paru, € Ret Vvn € N,u, ., = #. Montrer que u est bornée et divergente.
n
6

Soit f: (x - 2+x2). Df = Ret f(R) c R*".vn € N, u, existe et u,, > 0.
Comme f est continue sur R** et lim f(x) =0 # +oet ling f(x) =3 # 0, les limites possibles de u sont les points fixes de f sur R**. Or, f(x) = x &
X—+00 paad

_5
2+x2
une et une seule fois en un réel 2 sur R*. Ainsi, f admet un seul point fixe A sur R*. Donc, ce point fixe A est la seule limite possible de u. Comme h(1) < 0 <
h(2),4 €]1,2].

f estdérivable sur R** etVx > 0,f'(x) =6

=x & x342x — 6 = 0.0r,h: (x » x> + 2x — 6) est strictement croissante et continue et lim h(x) = 4o > 0 et h(0) = —6 < 0. Donc, h s’annule
x—+0o

—-2x
(2+x2)?

+e et lim £(x) = 3, F(R*) < [0,3] et £([0,3D) < [f(3), f(O)] = [, 3| c [2,3]. 1 en déduis que v = 2,u, € [2,3].
paad
Comme f est strictement décroissante, les suites (u,,) et (U,,41) SOnt monotones et de monotonie contraire. Comme (u,,) est bornée, les suites extraites

(uzn) et (Uzy4q) SONt bornées et finalement convergentes. On note L et L’ leurs limites respectives. Vi € N, Uy(11) = Upnsz = f(Upni1) = f(f(uZn)) =
car fof

continue
zAlorsL = lim up, = lim uy,, = f(f(L)). Donc, L est un point fixe de f © f .
n-+oo n—+oo

< 0.Donc f est strictement croissante sur I'intervalle R**. De plus, f est continue et lim f(x) =0 #
X—+00

2+<L2
S X Y 1 A 2 3

i) \

fof@)




le) = @;
fof(x)=x 2*(2,,6,(2)2
<32+ x2)?=x(2+x¥)*+18x
& 3(4 + 4x? +x*) = 22x + 43 + x5
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S (x3+2x—6)(x?2—3x+2)=0
S (x3+2x—6)(x?2—3x+2)=0
Sx=Aoux=1oux=2. + - + b

Donc 4,1 et 2 sont les limites possibles de (u,,) et (Uzp4q1)-
A<O0

=X

—(x3+2x-6)(x?-3x+2) _ —(x=-)(x2+bx+c)(x—1)(x-2)
o — = =
De plus, f © f(x) — x 2(2+x2)2+36 2(2+x2)2+36

f © fest strictement croissante puisque f est strictement décroissante.
Alors d’apres ses variations et valeurs, je peux affirmer que :

Fof((ba]) e ba] eesofaua el et forazdcialet fof((23D < (23],
Donc, siuy € E, 1] alors Vn,u,, € E, 1] et la suite (u,,) ne peut pas converger vers A qui est la seule limite possible de u. Donc u diverge. Idem siu, € [2,3].

siug € [1,4] alors Vn, u,, € [1,A] etu, —uy = f © f(uy) — uy < 0. Comme (u,, ) est monotone, (u,,) est décroissante et par suite (u,,) converge vers 1.
Donc u diverge.

siugy € [A,2] alors Vn, u,, € [4,2] etu, —uy = f © f(uy) — uy > 0. Comme (u,, ) est monotone, (u,,) est croissante et par suite (u,, ) converge vers 2.
Donc u diverge.

Soita > 0 et u la suite définie par: u, € R*™ et Vn € N, up,q = u, + e ¥n.

1) Etudier la monotonie de u et déterminer la limite de la suite u.
1

2) Soit v,, = e *n. Calculer lim b
n—+00 Vn41 Un

3) En déduire un équivament simple de u,, quand n — 4o, en appliquant judicieusement le théoréme de Césaro.
1)Onpose f:(x » x+ e ). Df = Ret.Donc Vn € N, u, existe. Comme f(R**) c R**etuy, >0,vneN,u, >0 .
Enfin, Vn € N, u,,; —u, = e ¥r > 0. Donc u est strictement croissante. J’'en déduis que u admet une limite L telle que L € R™* U {+o0}.
Supposons que L € R**. Alors L = nl_i’rpoo Uppr = nl—i»I-Poo u, + e ¥ =L+ et Donc,e™r = 0 ce qui est impossible ! Donc, L = +oo.
1 1 e~ Un

-u - . 1
_ 2 = pUn+l _ pln = plUn*t —eUn = etn(ege™ " — 1 ~ e'ne™¥n =1, Donc, lim -—=1
+00
Vn+1  Un —— n—-+0o0 Unt1 Un

car lim e Un=0Q
n—+oo

etelt—1~gt
3)Posons S,, = L ”‘1( L i) D’aprés Césaro, lim S, = 1.Donc, S, =1 + 0,,,(1)
n n k=0 Va1 vk . )y Nt n . 7 9n +00 .
1 1 1 1
oS, =imd (= -2) =5, =2]
n Vk+1 Vk n
Par conséquent, %[e“" —e"] =1+40,,(1)donce’™ =n+0,,(n) +nete =n[(1+e*) + 0,,(1)]. Alorsu,, =In(n) +1n (1 + e + 0, (1)) et ainsi,

u,~In( n).
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Soita > 0 et u la suite définie par: uy, € R™ et Vn € N u,,,, = —(un + i). Etudier la monotonie de u et I'existence et la valeur de la limite de la suite u.

1
2 Un
1 a N 1 a
vneNu,,, = E(u" +u—n) = f(u,)ouf: (x - ;(x +;)).
f(R*™) c R** eta € R™. Donc Vn € N, u,existe et u, > 0.

Soit la suite u définie par: uy € Ret Vn € N,u, . = u,, (1 +uy,).
1. Etudier la monotonie de u et 'existence et la valeur de la limite de |a suite u selon la valeur de u,.

2. On suppose que u, > 0. On pose v, = 2—1nln(un).

a) Montrer que v est croissante

b) Montrer que Vn € N, v, ., — v, < ﬁ
. c m B a 1

c) En déduire qu'il existe un entier N tel que : Vn > N, v, — v, < e

d) En déduire que v est convergente .

Upp1 — Up = Uy (1 +u,) — u,, = u2 = 0. Dong, (uy,) est croissante. Donc (u,,) admet une limite L finie ou égale & +oo.

Alorssi L € R, alors L = lirP Upyq = lir+n u, (1+u,) = L(1+4L).Doncl?=0 i.e.L =0.
n—-+oo n-—-+oo

pasdeF.I.
SiL =+oalors 400 = lim u,,; lim u,(1+u,) = +o donc il n’y a pas de contradiction. Les deux limites possibles sont 0 et +oco.
n—-+oo n—-+oo
pasdeF.l.

Posons f(x) = x(1 + x). Donc le tabelau de variation de f est :

fx) +0o0 +

Dong, f(R**) c R**donc si u, € R™* alors Vn,u, € R**et comme (u,) est croissante, L = +oo.

De plus, f(]—o,—1[) € R**doncsiu, € R™ alors u; € R** et par suite Vn = 1,u,, € R**et comme (u,,) est croissante, L = +oo.
Enfin, f(]—1,00) c ]—1,0[. donc si u, € ]—1,0[ alors Vn,u, € ]—1,0[; donc (u,,) est bornée et croissante, et par conséquent, L = 0.
2. On suppose que u, > 0. On pose v, = Zinln(un).

. 1 1 1
a)Soitn € N. v,y — v, = #ln(unﬂ) - zi"ln(un) = #ln(un(l +uy)) - SIn(w,) = S5 n(uy) + 5 In(l +u,) — zinln(un)

1 1 1 1 1 1
- (E - 1)2—nln(un) + (L ) = = eI + o (1 4 16,) = o (L + ) = ()] > 0.
Donc (v,) est croissante.
b) Soitn € N.
T # [In(1 + u,) —In(w,)] = z"1+1 [ln (%)] = 2"1+1 [ln (1 + ul—n)] Or,vt=>0,In(1+t) <t.Doncln (1 + uin) < ui,. et par suite ,

1
Un+1 — Vn < 21y,



¢) Comme u, € R™. L = +o0. Donc, existe un entier N tel que : Vn > N, u, > Alors vn > N — < 2et —— z"+1 S — Donc,Vn = N, v, — v, < zin
1_(1)71.—1 N+1 L N
d) Alors, Vn = N 4+ 1, X728 Visr — Vi < YRCk ngr donc v, —vy < W(E) <1 =2.Ainsi, Yn =N +1, v, < 2 4 vy. Donc la suite (v,,) est majorée
“\2 z

a partir du rang N + 1 donc est majorée. Comme (v,,) est croissante, (v,)est convergente.

a) pour tout entier naturel n, justifier que I'équation xe* = n admet une seule solution strictement positive notée wu,,.

b) Etudier la monotonie de u.

c) Déterminer la limite de u

d) Montrer que : U, ~ . In(n).

a) Posons f(x) = xe*. f est strictement croissante sur R** et continue . Donc, le TBCSM assure que f(R**) = R**.

Donc tout entier n € N*admet un unique antécédent par f dans R™* noté u,,.

b) Soitn € N*. f(u,) =n <n+1 = f(u,,,). Comme f est strictement croissante sur R**,u,, < u,,,,. Ainsi, u est strictement croissante. Par conséquent, u a
une limite L strictement positive ou infinie.

c) e TBCSM assure que f est bijective de R** sur R**. vn,u,, > 0 et f(u,) = ndoncu, = f~*(n). De plus,xlirllmf(x) =400 doncxlianmf’l(x) =+ oo et par
conséquent, nlirpmf’l(n) = + . Ainsi, nlirpm U, =+ oo.

d)vn, f(u,) = uye”n = ndoncln (u,e*n) = In(n) i.e. In(u,) + u, = In(n). Comme In(x) = 0,,(x) et nl_i)r)}loo U, =+ o, In(u,) = 0,,(u,) et par suite In(w,,) +
Un~ +ooUy. J'€N conclus que : Uy~ o In(n).

a) pour tout entier naturel n, justifier que I'équation (e,): x> + nx = 1 admet une seule solution notée u,,.

b) Etudier la monotonie et la limite de (u,).

1 1 5 1
c) Montrer que : u, = STttt Ok (F)

nﬁ
a)Soit n € N. Posons f,,: (x = x5 + nx — 1). f, est strictement croissante sur R car (x = x°) I'est et (x = nx — 1) est croissante. Donc 'équation (e,,) admet
au plus une solution. De plus, f; est continue et f,,(0) = —1 < 0 < n = f;,(1). Donc le TVI assure que (e,,) admet au plus une solution. Ainsi (e,) admet

exactement une solution notée u,. Ainsi, ¥n € N,u,® + nu, = 1 i.e. f, (u,) = 0. De plus f,,(0) < f;,(u,) < f,(1), donc 0 < u,, < 1 puisque f, est

strictement croissante.

b) Soit n € N. f,, est strictement croissante sur R donc f, (u,,) et f,(u,+,) sont ordonnés dans la méme ordre que u, et u,,4.

falun) = 0 et fo,(Uny1) = Upgs® + Ntpgy = 1= Ungr® + 0+ Dtggy — 1 —Upyy = —tyyy < 0 puisque 0 < uy. Dong, £, (Uny1) < f () et par suite,
=fn+1(Wn+1)=0

Upsq < Uy, La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente. Notons L sa limite. Par passage a la limite dans 'inégalité 0 < u,, < 1, nous

pouvons affirmer que 0 < L < 1.vn € N,u,® + nu,, = 1 doncvn € N,u, = %(1 —u,”) et par conséquent, L = lir}rn U, = lirP i(l —u,’) =
no+oo notw
0% (1—L5=0.
1 5 . 5 _ 1, 1 1
c)vn €N, u, —;(1 —u,®)et ler 1-w,> = 0doncu,~—ieu, = —+0(—).
n—-+oo

un=§<1_(§+0(§))5>=§_§(;+o(§))5 oL (140) =2-L(1+0m) =1L 40(2)
Mors,up =2(1- (=540 () ) 2= (1540 () =2-E(1-E+ 0 () =2 e

1. Soitz € C.Vn € N, on pose B, = [[i-o(1 + zzk). Calculer (1 — z)P,. En déduire lirP P, lorsque |z| < 1.
n—+oo

2. SoitzeC.vneN,onposeT, = (1 F i)n Montrer que lirP T, = e”. (indication : chercher la forme trigonométrique puis algébrique de T;,)
n—+oo
L(A=2)P=1-2) (1 +22) = (1 —2) A+ 2D [Tiea(1 +22) = (1 = 2D [[ep(1 +27) = (1 = 22 (1 + 22) [Ty (1 + 2%)

n n n
—a-M[] @+ =a-ma+H][] +2)=a-2]] @+,
k=3 k=4 k=4
Par itération ( ou récurrence) (1 — z)P, = (1—2z2")(1 +2z%") = 1 - 22"
Donc si |z| < 1,alors lirln z" = 0 et la suite extraite (z2""") tend aussi vers 0. Donc, lirP (1-2)P, = 1donc lir+n P=—
no+oo n-+oo n—+oo =

( (142 + () <—)) {2 @) et

2. Posons z = x + iy. Alors, T, = (1 + XHy) (1 + % + i%)n

=Ll

lim 1+%+i2=1=1
n—+oo n n
donc,pour n assez grand,
arg(1+5+i¥) existe et
n n.

arg( 1 +%+i%) =Arctan(ﬁ)

oo = (142 + Y eos e ) [+ + i reen 35).
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n= [+ + ) =0 on 2 (1 2) ¢ )] <202 + @) - 1]

n x\2 3\ 2 n[2x x\2 \?2 x24y? 1 y? .xSix;tO
Et, ;[(“;) +() —1] ==+ () + ) ] =x+ 5 40 (3)~ z;”f: O”Y:O-

six=y=
Donc, nl_i)rzlwgln [(1 + i)z + (%)2] = r(: : i i z Ainsi nl_l)mw = {e::ii::(:) = e*,
cos (nArctan (xi—n)) = cos (n ((%) + 0400 (%))) = cos(y + 0, (y)) — cos (¥). De méme,
car 2~ e —0 e

xtn P nnSie
et Arctan(u)~ou



sin (nArctan (L)> — sin (y). J'en déduis que lirP T, = e* cos(y) + ie* sin(y) = e*(cos(y) + isin(y)) = e*e' = eZ.
n—-+oo

x+n, n—-+oo



