Corrigé du TD Suites particuliéres

Suit z !
Uy = Uy

Soit u une suite réelle telle que : Vn € N, u,, € E 1[ et v la suite réelle définie par : {Vn > 1, = Jnmitin,

= dtupvpg

1. Justifierque:Vn € N, y, existeet 0 < v, < 1.
2. Justifier que v est convergente .
3. Déterminer la limite de v.
1. On montrer facilement par récurrence que Vn € N, v, existeet 0 < v,.
1+u,v,_,>0 _ Upoatun

Vs Uy > 0 Uy existeetv, > 0]. Doncvn € N,v, >0

1+unpvp—1

vy >0carv0€]§,1[ et [v,_4 >0:>{

On montre aussi par récurrence que Vn € N, v, existeet1 > v,,.

vy < 1 carvy € ]%' 1[ et [Vn—l <1 =v, — 1= Un-atin 1= Vn—1ttn =1 UnVn-q = n-a=D7un) < 0] .DoncVvn €N, v, < 1.Ainsi,Vvn€eN, 0 < v, < 1.

1+UpVn_q 1+uUpVn_1 1+uUpvn_1

Vp—1+U VpoqHlUn—Vp_q—UnvZ_ un(1-v2_ . . .
2. V-V =Ry, =-Rm Rl nel o n(1-vi-1) > 0. Donc v est strictement croissante et par suite v est convergente. Notons L sa
14+upvp—1 14+Upvp—1 1+uUpvp—1
limite.
Vp-1tu Vn—-1—";
3. vneNwp,=—"""doncu, = 1.
1+unpvp-—1 VnVp-1—-1

Si L # 1 alors (u,,) est convergente de limite% = 0 ce qui estimpossible puisque Vn € N, u,, € E, 1[ .Jenconclusque L = 1.

. , 2 b2
Soit a, et by deuxréelstelsque:0 < a; < by et Vn,a,,, = ﬁ etb,, = ﬁ
n n n n

1. Montrer que la suite a — b est constante.
2.  Etudier la convergence des suites a et b.

Déterminer une forme explicite des suites récurrrentes suivantes :

1. uy=1 etVnu,,, =netu,
2. vn, w3 un =e.
3. uy=1letvn, upy =2u, —n+1.
2
4. u0=§ etu1=1et\7’n,un+2=2(uu"—“).
n

Suites récurrentes de la forme u,,,; = f(u,).

Soit u la suite définie paruy € Ret vn € Nu,,, = H%. Montrer que u est bornée et divergente.
n

6

Soit f:(x = —). Df = Ret f(R) © R*".¥n € N, u, existe etu, > 0.

2+x2
Comme f est continue sur R** et lirP f(x)=0 #+woet lin%f(x) =3 # 0, les limites possibles de u sont les points fixes de f sur R**. Or, f(x) =
X—+o00 pand
XS —=x e x% + 2x — 6 = 0.0r,h: (x » x3 + 2x — 6) est strictement croissante et continue et lirll h(x) = +o0 > 0et h(0) = —6 < 0.Donc, h
X—400

s’annule une et une seule fois en un réel A sur R*. Ainsi, f admet un seul point fixe A sur R*. Donc, ce point fixe A est la seule limite possible de u.
Comme h(1) < 0 < h(2),1 €]1,2].
f estdérivable sur R** etvx > 0,f'(x) = 6

—2x
(2+x2)2
+e et lim f(x) = 3, F(R*) < [0,3] et £([0,3]) < [f(3), f(0)] = [%,3] < [%.3] 1 endeduis que vn = 2,u, € [2,3],
x—
Comme f est strictement décroissante, les suites (u,,) et (U,,41) SOnt monotones et de monotonie contraire. Comme (u,,) est bornée, les suites
extraites (u,,) et (Uyn41) SONt bornées et finalement convergentes. On note L et L’ leurs limites respectives. Vi € N, Uy (y41) = Upnyz = f(Uane1) =

< 0.Donc f est strictement croissante sur Uintervalle R**. De plus, f est continue et lirf fx)=0 =
X—=+00

car fof
6 continue
f(f(up) = 5. Alors L = lirP Uyy = lirl) Upnpz = f(f(L)). Donc, L est un pointfixede f O f .
24 n-—-+oo n—-+oo
(““5n x % 1 1 2 3
6 fx)
fof)=xo—Fa=x 2
2 (2 : 2)
+x
=32+ x2)?2=x(2+x%)?+18x S »
© 3(4 + 4x? + x*) = 22x + 4x3 + x° fofe)
x5 —xt 4 4x3 —12x2 +22x —12 =0 2
& (P +2x—6)(x2—3x+2) =0 A
&P +2x—6)(x*—3x+2) =0 1
Sx=Aoux=1oux=2.
Donc 4,1 et 2 sont les limites possibles de (u,y,) et (Uzn11)- fofx)—x 0 0 0
A<o0
o —(x3+2x-6)(x2-3x+2) _ —(x-A)(x2+bx+c)(x—1)(x—2)
Deplus, f © f(x) —x = 2(2+x2)2+36 - 2(2+x2)2+36

f o fest strictement croissante puisque f est strictement décroissante.
Alors d’aprés ses variations et valeurs, je peux affirmer que :
1 1
fof([3a]) ez 1] etrorauancinales fofazh cnzlet fof((23D c 23,
Donc, siu, € E, 1] alors Vn,u,, € E, 1] et la suite (u,,) ne peut pas converger vers A qui est la seule limite possible de u. Donc u diverge. |dem siu, €
[2,3].
siug € [1,A] alors Vn, u,, € [1,A] etu, —uy = f © f(uy) — uy < 0. Comme (u,,) est monotone, (u,,) est décroissante et par suite (u,,) converge vers
1. Donc u diverge.
siug € [4,2] alors Vn, u,, € [4,2] etu, —uy = f © f(u,) —uy > 0. Comme (u,,) est monotone, (u,,) est croissante et par suite (u,,) converge vers 2.
Donc u diverge.
Soita > 0 et u la suite définie par: u, € R** et Vn € N,u,,q = u, + e .
1) Etudier la monotonie de u et déterminer la limite de la suite u.



1

2) Soit v, = e "n. Calculer lim
n-+oVnt1  Vp

3) En déduire un équivament simple de u,, quand n = +oo, en appliquant judicieusement le théoreme de Césaro.

1) Onposef:(x»x+e¥).Df = Ret.DoncVn € N,u, existe. Comme f(R™) c R**etuy >0,vneN,u, >0 .

Enfin, Vn € N, u, 4 — u, = e"*n > 0. Donc u est strictement croissante. J’en déduis que u admet une limite L telle que L € R** U {+0}.
Supposons que L € R**. Alors L = nlﬂir+r1oo Upy1 = "lirl)w u, +e7¥n =L+ e L. Donc,e™t = 0 ce qui estimpossible ! Donc, L = 4.

1 1 _ punt1 — gln = gUnte ™
Un+1 Un

—U; _ . 1
—elUn = e“n(ee " 1) ~ oo eUng~Un = 1 Donc, lim -——=1.
—— n—-+0wVnt1  VUn

car lim e %n=0
n-+0o
etet—1~pt

i). D’aprés Césaro, lim S, =1.Donc, S, =14 0,,(1).

3)Posons S, ——Z (

Vk+1
— = - — — | = Z[eUn — pu

or, 5, =13 (u,m o) =S =1|- ~[etn —eo].

Par conséquent, — et — e”o] =1+ o+w(1) donce¥r =n+ 0,,(n) + ne =n[(1+e%) + 0,,(1)]. Alorsu, =In(n) +In (1 + e + 0,,,(1)) etainsi,

u,~In(n).

Soita > 0 et u la suite définie par: u, € R™ et Vn € N,u, ., = %(un + ui) Etudier la monotonie de u et Uexistence et la valeur de la limite de la suite u.
n

Vi€ Nty =2 (un + ) = f) ou f: (x 2 (x +))

f(R*™) c R**eta € lR**. Donc Vn € N, u, existe et u, > 0.

Soit la suite u définie par: uy € Ret Vvn € N u, ., = u,(1 + u,).
1. Etudier la monotonie de u et U'existence et la valeur de la limite de la suite u selon la valeur de u,.

2. On suppose que u, > 0. On pose v, = Zinln(un).
a) Montrer que v est croissante

b) Montrerque Vn € N,v,,,; — v, < P

c) En déduire gu’il existe un entier N telque : Vn = N, v, ., — v, < =

<o
d) En déduire que v est convergente .
Uppr — Uy = Uy (1 +u,) —u,, = u2 = 0. Donc, (u,) est croissante. Donc (u,,) admet une limite L finie ou égale a +oo.

AlorssiL € R,alors L = lirP Upyq = lirP u, (1 +u,) = L(1+4L).Doncl?=0 i.e.L =0.
n—+oco n—-+oo

pasdeF.I.
SiL = +oo alors +o0 = lir}rn Upp1 lir}rn u, (1 +u,) = to donc il n’y a pas de contradiction. Les deux limites possibles sont 0 et +oo.
n—+oo n—+oo
pasdeF.I.

Posons f(x) = x(1 + x). Donc le tabelau de variation de f est:

f@ | +o + oo

Dong, f(R**) € R**donc siu, € R** alors Vn,u,, € R**et comme (u,) est croissante, L = +o.
De plus, f(]—o,—1[) € R**donc siu, € R** alorsu; € R** et par suite Vn > 1,u, € R**et comme (u,,) est croissante, L = +oo.
Enfin, f(]—1,0)) < ]—1,0[. donc siu, € ]—1,0[ alors Vn,u, € ]—-1,0[; donc (u,) est bornée et croissante, et par conséquent, L = 0.

2. 0n suppose que uy, > 0. On pose v, = Zinln(un).
a)Soitn e N.v,,, — v, = #ln(unﬂ) - iln(u,,) = #ln(un(l + un)) - iln(un) 2n+1ln(un) + 2n+1ln(1 +u,)— ln(un)

1
= (5- 1) In(uy) + 2n+1 In(1 +u,) = ZM —In(u,) + 2n+1 In(1 +u,) = 2n+1 [In(1 +1,) - ln(un)] > 0.

Donc (v,) est croissante.
b) Soitn € N.

Vne1 = Vn = o — [In(1+ u,) —In(w,)] = = [ n (1+un)] =L [ln( i)] Or,Vvt >0,In(1 +¢t) < t.Doncln (1 + i) < uin et par suite,

Un

1
Vn+1 — Un < 2+,

. 1 1
c) Commeu, € R**. L = 4+00. Donc, existe un entier N telque : Vn > N, u,, > Alors, vn = N — < 2et —u <nm Donc,Vn = N,v, 4y — v, < o
n
1)71—1—N+1

(2 N
d)Alors,Vn = N + 1, Y0} veyq — v < ZQ;,},Z% donc v, —vy < %G} <+=2Ansi,Vn=N+1, v, <2+ vy.Donc lasuite (1,) est
-G B

majorée a partir du rang N + 1 donc est majorée. Comme (v,,) est croissante, (v, )est convergente.

EGRETimpIeh
a) pour tout entier naturel n, justifier que 'équation xe® = n admet une seule solution strictement positive notée u,,.
b) Etudier la monotonie de u.
c) Déterminer la limite de u
d) Montrer que : u,~ ,, In(n).
a) Posons f(x) = xe*. f est strictement croissante sur R** et continue . Donc, le TBCSM assure que f(R**) = R**.
Donc tout entier n € N*admet un unique antécédent par f dans R** noté u,,.
b)Soitn € N*. f(u,) =n <n+ 1= f(u,,,). Comme f est strictement croissante sur R**, u,, < u,,,,.Ainsi, u est strictement croissante. Par
conséquent, u a une limite L strictement positive ou infinie.
c) e TBCSM assure que f est bijective de R** sur R**. v¥n,u,, > 0 et f(u,) = ndoncu, = f~*(n).De plus,xl_i)rpwf(x) =+ doncxlj)glwf‘l(x) =+ oo et par
conséquent, lim f~1(n) =+ . Ainsi, lim u, =+ .
n—+oo n-—+oo
d) vn, f(u,) = u,e*r = ndoncln (u,e¥r) = In(n) ie. In(u,) + u,, = In(n). Comme In(x) = 0,,,(x) et nl—i>r+I-1w u, =+ oo, In(u,) = 0, (u,) et par suite In(w,) +
Uy~ 1oUpn. V€N CcOnclus que : U, ~,, In(n).
a) pour tout entier naturel n , justifier que Uéquation (e,): x> + nx = 1 admet une seule solution notée u,,.



b) Etudier la monotonie et la limite de (u,,).

c) Montrer que : u,, = % = % 4k % I Ones (ﬁ)

a)Soitn € N. Posons f,: (x = x° + nx — 1). f, est strictement croissante sur R car (x - x5) l'est et (x » nx — 1) est croissante. Donc I'équation (e,,)

admet au plus une solution. De plus, f, est continue et f,,(0) = —1 < 0 < n = f,,(1). Donc le TVI assure que (e,,) admet au plus une solution. Ainsi (e,,)

admet exactement une solution notée u,. Ainsi, Vn € N,w,,> + nu, = 1 i.e. f;(w,) = 0. De plus £,,(0) < f,(u,) < f,,(1), donc 0 < u,, < 1 puisque f; est

strictement croissante.

b) Soitn € N. f; est strictement croissante sur R donc f,,(u,,) et f,(u,,+1) sont ordonnés dans la méme ordre que u,, et Uy, .

faun) = 0et fry(Upir) = Uppr® + MUy — 1= U+ M+ Dty — 1 — Uy = —Upyq < 0 puisque 0 < u,,. Donc, f, (U,41) < f,(w,) et par suite,
=fn+1(Un+1)=0

Upy1 < Uy, La suite (u,) est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente. Notons L sa limite. Par passage & la limite dans Uinégalité 0 < u,, <

1, nous pouvons affirmerque 0 < L < 1.Vn € N,u,” + nu,, = 1 doncvn € N,u,, = %(1 —u,°) et par conséquent, L = lim u, = lim %(1 —u,’) =
n-+co n-+oo
0x(1-L%=0.

c)VnEN,u,,:%(l—uns)et lirzl 1—un5:0doncun~%i.e.u":%+o(%).
n—+oo
5 5
w=2(1= (o) ) =220 () - o) =25+ ow) == o ().

Mors,u =2(1= (=240 (3)) ) 2= (1= 5+ 0 () =2 (1-E+0(3)) =2 o ().

1. Soitz € C.Vn € N, onpose B, = [[i-,(1 + zzk). Calculer (1 — z)B,. En déduire lirP P, lorsque |z| < 1.
n—-+oo

n
2. SoitzeC.YneN,onposeT, = (1 S8 %) . Montrer que lirP T, = e”. (indication : chercher la forme trigonométrique puis algébrique de T,)
n—+oo
1.(1=2)P, = (1-2) [[foo(1+27) = (1 = 2) A+ D [[iea(1 +22°) = (1 = 2D [T{,(1 + 22) = (1 = 22)(1 + 22) [Tf=s(1 + 22°)

n n n
-] @+ =a-ma+n][] +2=a-2]] @+,
k=3 k=4 k=4
Par itération (ou récurrence) (1 — z)B, = (1 — zzn)(l + zzn) =1-2z2"".
Donc si|z| < 1,alors lim z" = 0 et la suite extraite (zzn+1) tend aussi vers 0. Donc, lim (1 —z)P, = 1donc lim P, = —.
n—o+oo n-+oo n-+oo 1=z

< (1 + i)z + (%)2 eimmn(ﬁ)y = [(1 +§)2 + (%)2]2 pimarctan(:2)

2.Posonsz = x + iy. Alors, T, = (1 + x”y)n = (1 + 4 i%)n

n

=Ll

lim 1+%+i2=1=1
no+c0 MM
donc,pour n assez grand,

arg(1+z+i1) existe et

n n.

arg(1+5+i2)=arctan(-2)
Donc, T, = [(1 + %)2 + (%)Z]% cos (nArctan (ﬁ)) +1i [(1 + :C—l)z + (%)2]% sin (nArctan (ﬁ)) .

Re(Tn) Im(Ty)
w00 @ - T lonzn 2 @202+ @ -1)

xsix#0

Et, g[(1+g)z+(%)2—1]=g %+(§)2+(%)2]=x+%+0(%)~0 L six=0ety#0.
Osix=y=0

2 2 xsix#0 e*six#0
Donc, lim 2ln [(1 +£) + (X) ] =i . Ainsi, lim 7, = [ = e*.
n—+o0 2 n n . n-+oo .
Osix=0 1six=0

y - Yy
Y oL ——
CaT ™+ 0 e

et Arctan(u)~ou

cos (nArctan (ﬁ)) = cos (n ((%) + 0400 (%))) =cos(y + 0;(»)) .o cos (y). De méme,

sin (nArctan (HLH)) —— sin (). J’en déduis que liT T, = e* cos(y) + ie*sin(y) = e"(cos(y) + isin(y)) = e¥el = eZ,
—+00 n-+oo



