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Chap 11: Limites et continuité d’une fonction réelle.

| Limites

1. Définition des différentes limites (finie ou infinie en un réel ou un infini) d’'une fonction. Limite a droite et a gauche.
Définition générale avec les voisinages. Soit f une fonction de R dans R et a un élément ou bord de Df non isolé. Soit L € R.
. Ici a € R.f tend vers L en a lorsque pour tout voisinage V de L, il existe un voisinage W de a dans Df tel que Vx € V, f(x) € W.
. Icia € R. f tend vers L en a* lorsque pour tout voisinage V de L, il existe un réel r > 0 tel que Vx €]a,a + r] N Df, f(x) € W.
. Icia € R. f tend vers L en a~ lorsque pour tout voisinage V de L, il existe un réel 7 > 0 tel que Vx € [a — r,a[n Df, f(x) e W.

2. Unicité de la limite. Limite en un point du domaine de définition.
e SiftendversL,etL, enaalorsL, = L,
e Sif est définie en a alors la seule limite possible de f en a est f(a).

3. Caractérisation d’une limite finie par majoration :

Si L € R et au voisinage de a, |f(x) — L| < &(x) et Ll_rg &(x) = 0 alors Li_rﬁf(x) =L.

P . . - vn,u, € Df
4. Caractérisation séquentielle de la limite. f tend vers L en a sietssi pour toute suite u telle que{ lim '1‘1 = Jim f(u,) =L
ey n n—-+oo

5. Caractérisation de la limite par la limite a droite et a gauche.
f tend vers L en a sietssi lim_f(x) =L = lim f(x).
x-at x-a~
6. Application : prouver qu’une fonction n’a pas de limite quelque part.
vn,u, € Df
| e . lim u,=a
f ne tend pas vers L en a dés qu'il existe une suite u telle que { 5400 " J
lim f(u,)#L
n-+oo
f netend pas vers L en a dés que lim, f(x) # L ou lim f(x) # L.
x-a x-a
vn,u, € Df et v, € Df
f n'a pas de limite en a dés qu’il existe deux suites u et v telle que ,,l_l,Tm Up=0E= nl_l,Tw Vn .
lim f(u,) # lim f(v,)
n-+oo n-+oo
f n’apas de limite en a dés que lim, f(x) # lim f(x).
x-a x—a

a—u a—w

7. Caractére borné d’une fonction ayant une limite finie. Signe d’une fonction ayant une limite strictement positive (resp.
négative). Caractére non borné d’une fonction ayant une limite infinie.
. Si f tend vers un réel L en a et m et m'sont deux réels tels que m < L < m’ alors il existe un voisinage V de a dans Df tel que Vx € V,m <
f(x)<m'.
e  Si f tend vers une limite strictement positive en a alors il existe un voisinage V de a dans Df tel que Vx € V,0 < f(x).
8. Théoréme d’opérations sur les limites : limite d’une valeur absolue, d’'une somme, produit, quotient, limite d’'une
fonction produit d’une fonction bornée et d’'une fonction de limite nulle, limite d’une fonction composée
e Sib est une fonction bornée au voisinage de a et lim e(x) = 0 alors lim b(x)e(x) = 0.
x—a x—a
e  Silimf(x)=Lalors lim|f(x)|=|L|.
e Silimf(x)=Letlimg(x)=L et L+L' n'estpasuneFI alors limf(x)+ g(x)=L+L".
x-a x-a x-a
e Silimf(x)=Let limg(x) =L et LL' n'est pas une FI alors limf(x)+ g(x)=L+L'".
x-a x-a x-a

o~

e Silimf(x)=Letlimg(x)=L" et 5, n'est pas une FI et g ne s’annule pas au voisinage de a alors lim£& = i,
x-a x-a L x—a gx) L
o Silimf(x)=bet lin; g(x) =L et go f estdéfinie au voisinage de a alors lim g o f(x) = L.
x-a X x-a
9. Changement de variable pour se ramener a une limite en zéro.
e  Siaestunréel alors (limf(x) =L elimf(a+t) = L) et (lim f)=L © lim f(a+t) = L)
x-a t-0 x-at t—>0%
. _ . 1\ _
° xl—l>rinoof(x) =L = tlllgl_‘f(t) =L
10. Théoréme de limite par encadrement.
e SiLestunréeletlim f(x) =L = lim g(x) et au voisnage de a, f(x) < h(x) < g(x) alors limh(x) =L
x—-a x—-a x-a
e lim f(x) =+ et au voisnage de a, f(x) < h(x) alors limh(x) = +oco
® limg(x) = —o et au voisnage de a,h(x) < g(x) alors limh(x) = —c0
x-a x-a
11. Passage a la limite dans une inégalité.
e Silimf(x)=Letlimg(x)=L" et g(x)= f(x) surun voisinage de a alors L' > L.
x-a x-a
12. Limite d’une fonction monotone.
®  Sif estune fonction monotone sur ]a, b[ alors lim f(x) et lim f(x) existent et pour tout réel ¢ €]a, b[, lim f(x) et lim f(x) existent et
x—-a x—-a~ XxX—C x—=c”

sont finies.



minoré
est minorée .

e Sif estcroissante surJa, b[ alors Vc €]a,b[, lim f(x) < f(c) < lim f(x) et lim f(x) = {inf]a,b[f si foo
x—cT x—C x-a —

{Sup],,_b[f si f est majorée
+o00
e Sif estdécroissante surJa, b[ alors Vc €]a,b[, lim f(x) < f(c) < lim f(x) et lim f(x) ={

i /) =

Supyapif St f est majorée et lim f(x) =
+o00 x-a~
{inf]a,,,[f si f est minorée
—oo

Il Continuité

1. Définition d’'une fonction continue en a, continue a gauche et a droite en a , continue sur un domaine.
e  festcontinue enunréelalorsque a € Df et lim f(x) = f(a).
x—=a

e  f estcontinue adroite en a lorsque a € Df et ,CllT+f(x) = f(a).

e  f estcontinue sur I lorsque f est continue en tout point de 1.

2. Caractérisation de la continuité par la continuité a gauche et a droite : f continue en a sietssi lim_f(x) = f(a) = lim f(x).
x—-a x—-a
P , . ey vn,u, € Df
3. Caractérisation séquentielle de la continuité : f est continue en a sietssi pour toute suite u telle que{ it Z = lim f(u,) = f(a).
n—+oo n n—-+oo
4. Caractére borné : toute fonction continue en a est bornée au voisinage de a.
5. Théoréme d’opérations sur les fonctions continues : combinaison linéaire, valeur absolue, produit, quotient et
composée.
6. Continuité des fonctions usuelles.

7. Prolongement par continuité.
f(x) six € Df ) est

f est prolongeable par continuité en a lorsque f a une limite finie en a. Lorsque lim f(x) = L € R, la fonction f: (x [ { Lsixea
x—-a =

continue en a et est appelé le prolongement par continuité en a.

8. Fonction lipchitzienne, fonction contractante
f est lipschitzienne sur | lorsqu’il existe un réel M tel que : Vx € I, |f(x) — f(¥)| < M|x — y|.Si de plus M € [0,1] alors f est dite contractante.

i1l Continuité sur un intervalle

9. Théoréme des valeurs intermédiaires : Deux versions
si f est continue sur [a, b] alors tout réel m compris entre f (a) et f (b) admet un antécédent par f dans [a, b].
si f est continue sur un_jntervalle [ alors f(I) est un intervalle et ses extrémités sont inf;f et sup,f
Et ces conséquences :
si f est continue sur [a,b] et f(a) et f(b) sont de signes opposés (i.e. f(a)f (b) < 0) alors f s’annule sur [a, b].
si f est continue et strictement monotone sur [a, b] et f(a) et f(b) sont de signes opposés (i.e. f(a)f (b) < 0) alors f s’annule un et une seule fois
sur [a, b].
si f est continue sur un intervalle I et ne s'annule pas sur I alors f ne change pas de signe sur I.
10. Image d’un segment par une fonction continue.
Une fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment et admet un minimum et un maximum sur ce segment.
Théoréme des bijections continues et strictement monotones
Si f est strictement monotone et continue sur un_intervalle [ alors
e f(I) estun intervalle de méme nature que I et ses extrémités sont les limites de f aux bords de I
e  fest bijective de I sur f(I) et sa bijection réciproque est continue et strictement monotone sur f (J) de méme monotonie que f.
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Chap 13 Fonctions réelles dérivables - Fonctions convexes



IE’ Ve !-!’

1. Définition d’une fonction dérivable en a, dérivable a gauche et a droite en a , dérivable sur un domaine

e festdérivableenunréel alorsquea € Df et lim f(x;_i( D existe et est finie. Dans ce cas, llm w =f'(a) =
x—-a - -a

nombre dérivé de f a en a et la droite d’équationy = f(a) + f'(a)(x — a) est la tangente & Cf ena.

f(x) f() f(x) f(a) =f'(a) =

e festcontinue adroiteen alorsquea € Df et 11m existe et est finie. Alors, lim,
x-at

nombre dérivé a droite de f en a et la droite d’ equatlon y f(a) + f4' (@) (x — a) est la demi- tangente adroite de Cfena.
e festdérivable sur! lorsque f est dérivable en tout point de I.
2. Caractérisation de la dérivabilité par la dérivabilité a gauche et a droite
f dérivable en a sietssi f est dérivable a droite et 3 gauche en a et f;'(a) = f;' ().
3. Caractérisation de la dérivabilité par le DL
f dérivableen a et L = f'(a) sietssi f admet le DL,(a).: f(x) = f(a) + L(x — a) + 0,(x — a).
4. Opérations sur les fonctions dérivables
e  Sifetgsontdérivables en a et A est une constante alors Af, f + g et f g sont dérivablesen a et (Af)'(a) = Af'(a),(f + g)'(a) =
f'@+g'@ et (fg)' (@) = f'(@g(a) + f (a)g'(a)
e Sifetgsontdérivablesena etg(a) # 0 alors et gg’((:)) ( ) (a) = %‘W
e  Sif estdérivable ena etgestdérivable en f(a) alorsg f estdérivableenaet (go f) (a) = f'(a) X 9'(f(a))
e Sif etgsontdérivables sur D et A estune constante alors Af, f + g et fg sontdérivables sur D et Va € D, (Af)'(a) = Af'(a)
et (f+g9)(@=f"(@+g'(@) et (fg)'(a)=f"(a)g(a)+ f(a)g'(a).
e Sif etgsontdérivablessurD etVa € D,g(a) # 0 alors éet£ sont dérivables sur D et
1\’ g'@ f'(@g@-f@g'(@
VaED(;) @=-L2e ( ) (@) = %
e Sif estdérivable sur D et g estdérivable surE etVa € D, f(a) € E alors g o f estdérivable sur D et

va€eD, (gof)(@ =f'(a) x g'(f(@).

fsont dérivables en a et ( ) (a) =

vuE U, \YvJ) W) = W AY W)
5. Dérivabilité et fonction dérivée des fonctions usuelles. Parmi nos fonctions usuelles, seules les fonctions partie entiere,
Arcsin, Arccos, valeur absolue et racine nieme ne sont pas dérivables sur leur propre domaine de définition.
Connaitre parfaitement toutes les dérivées usuelles.

IIE o’!' I [ !o II. I! . ! !!

6. Théoréme de condition nécessaire d’extremum

Silestunintervalleeta € I et f:I - Rest dérivable en a et admet un extremum (local ou global) en a alors f’(a) = 0.
7. Théoréme de Rolle.

Siaetbsontdesréelstqa < b et f estcontinue sur [a, b] et dérivable sur]a, b[ et f(a) = f(b) alors 3c €]a,b[, f'(c) = 0.
8. Théoremes d’égalité et d’inégalités des accroissements finis.

Siaeth sontdes réels tqa < b et f est continue sur [a, b] et dérivable sur la, b[alors 3¢ €]a, b[, f'(c) = f(b) f(a).

Si f est continue sur Uintervalle I et dérivable sur Petil existe un réel M tel que:Vt €L |f'(t)] < Malors f est M -lipschitzienne sur 1.
Applications a 'obtention d’inégalités, a I’estimation d’approximation et aux suites récurrentes de la forme u, ., = f(u,).
9. Théoréme « monotonie et signe de la dérivée ».
Si f est continue sur Lintervalle I et dérivable sur Uintérieur de I alors
f est croissante sur Uintervalle [ sietssi f’ est positive sur Uintérieurde I .
f est décroissante sur Uintervalle I sietssi f’ est négative sur Uintérieurde I .
f estconstante sur Uintervalle I sietssi f” est nulle sur Uintérieurde I .
Applications a l'obtention d’inégalités et a ’étude de fonctions.
10. Théoréme de critére de dérivabilité ( ou critére de limite du taux d’accroissement).

Si a estun élément de | intervalle I et est continue en a et dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) = L alors lim % =L
x—a x—a =

Si a estun élémentde l' intervalle I et f estcontinue en a et dérivable au moins sur I\{a} et lim f'(x) = L € R alors f est dérivable ena
x-a

et f’(a) = L et f' estcontinue en a.

Applications a l’etude de la dérivabilité
11. Théoréme de critére de classe C".
g(x) si x € I\{a}
{ Lysix=a )
Si g est continue en a et de classe C" sur I\{a} et lim g(x) = Lo et Vk € M1, n]],]lcmg(k)(x) =L €ER

Soit n € N*. I unintervalle,a un élémentde I,Lounréelet f:(x (

(x) i
alors f est de classe C" sur I et Vk € [1,n], f®: (x N {g g,x)ssil;—e ;\{a} )
L Six =



1l Formules de Taylor

12. Formule de Taylor reste- intégral
(k) _n
Si f est de classe C™*! sur Uintervalle I alors V(x, a) € I%, f(x) = }(‘=0fk—,@(x —a)*+ f:%f("“)(t)dt.
Application a Uobtention d’inégalités.
13. Inégalité de Taylor Lagrange.

Si f estde classe C™*! sur Uintervalle I et il existe unréel M telque : Vt € I, |f(”+1)(t)| < M alors

[}

Indépendant de t

mais dépendant
deletn

2 _ fP@ .,k |b—a|™*?
V(a,b) € I%, [f(b) = ERo—,~ (b — )| <M EFETI

Application a Uobtention d’inégalités, de valeurs approchées, aux calculs de limite de somme.
k
14. Application : pourtoutréel x, liT 272:01_. =e*,
n-+oo !

15. Formule de Taylor-Young.

f®(a)
k!

Si f estde classe C™ sur lintervalle I eta € I alors V(x,a) € I2, f(x) = X}, (x — a)¥ + 0q((x — a)™).

Questions de Cours :

1) Théoreme de limite d’une fonction monotone
2) Théoreme des valeurs intermédiaires (premiére version).

3) Théoréeme de dérivation d’un produit de deux fonctions et théoréme de dérivation d’une fonction
composée.

4) Condition nécessaire d’extremum.
5) Théoreme de Rolle.

6) Egalité des accroissements finis



