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Chap13 Propriétés de Uintégrale sur un segment d’une fonction continue (par

morceaux).
| Définitions
1. Définition d’une subdivision , d’une fonction en escalier, de I’intégrale d’une fonction en escalier sur un segment.

Une subdivision de [a, b] est une famille de réels (a;)r=o.ntelsquea =a, < a, <a, < - <a,_; <a, =b.
Une fonction en escalier sur [a, b] est une application e de [a, b] dans R telle qu’il existe une subdivision(a,)k=o.nde [a, b] et Vk € [0,n — 1], €14, 4., (€St

constante. Si Vk € [0,n — 1], Vx €]ay, ax+1[, €/japa1,,((X) = A alors par déﬁnitionf[u'b] e(x)dx = fab e(x)dx = Y23 Ay (ags1 — ax). Cette définition est
indépendante de la subdivision adaptée a e.

2. Théoréme (admis) -définition de ’intégrale sur un segment d’une fonction continue et réelle sur ce segment.
Si f est continue et réelle sur le segment [a, b] alors

S . . . b ;
e il existe une suite (e,) de fonctions en escalier sur [a, b] telle que Sup(qp)|f — exl == 0 (*x) et ( fu e, (x)dx ) converge vers un réel L
n-+oo neN
. . . S b . N .
. Si (e,,) est une autre suite de fonctions en escalier vérifiant (*x) alors (fa e, (x)dx ) converge aussi vers ce méme réel L.
neN

e  Par définition, fab flx)dx =L
3. Définition de I’intégrale sur un segment d’une fonction complexe
Si f est continue et complexe sur le segment [a, b] alorsfabf(x)dx = f: Re(f(x))dx +i fab Im(f(x))dx.
4. Définition d’une fonction continue par morceaux sur un segment. Définition de I’intégrale sur un segment d’une fonction

continue par morceaux sur ce segment.
Une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] est une application f de [a, b] dans R telle qu’il existe une subdivision(ay)x=o.nde [a, b] et
Vk € [0,n — 1, fi = f/1ap.ar..1€St CONtinue sur Jay, a1 [ et admet une limite finie a droite a;, en et une limite finie & gauche en ay.,. Alors par

définitionf:f(x)dx ==y f;k+1ﬁ(x)dx ). Cette définition est indépendante de la subdivision adaptée a f.

5. Définition de I’intégrale entre des bornes non croissantes .
Si f est continue par morceaux sur le segment [a, b] alors par définition, f: fx)dx =— fﬂb fx)dx et f: f(x)dx = 0.
Csq : Si f est continue par morceaux sur un intervalle I alors V(a, b) € I?, fha f(x)dx existe.

Il Propriétés déja rencontr
1. Relation de Chasles
Si f est continue (par mcx) sur Uintervalle I alors V(a, b, ¢) € Iz,fabf(t)dt = f:f(t)dt + fcb f(o)dt
2. Linéarité
Si f et g sont continues (par mcx) sur Uintervalle I alors V(a, B) € K%,V(a,b) € Iz,fab af (t) + Bg(t)dt = afabf(t)dt +p fabg(t)dt.
3. Positivité
Si f est réelle, continue (par mex) et positive sur [a, b], alors fab f()dt = 0.
4. Croissance
Si f et g sont réelles, continues (par mcx) et Vt € [a, b], f(t) < g(t) alors fab f(dt < fabg(t)dt.

lll Inégalité triangulaire

Si f est continue (par mcx) sur Uintervalle I alors V(a, b) € I2,

fabf(t)dt| <

FIf@©lde]

1V Primitive

1. Théoréme fondamental de I’intégration TFI et sa conséquence
TFI :Si f est continue sur unintervalle I eta € [ alors (x ~ f:f(t)dt) est une primitive de f sur [ et est Uunique primitive de f sur I qui s’annule en a.
Csq : Si f est continue sur un intervalle I alors f admet une primitive sur I.

2. Théoréme fondamental de calcul d’une intégrale TFCI

notation

Si f est continue sur Uintervalle I alors pour toute primitive F de f sur I, V(a, b) € I?, f‘f f®dt=F(b)-F(a) £ [F@®P.
3. Lienentre f et f’
Si f est de classe C! surlintervalle I eta € I alors Vx € I, f(x) = f(a) + f:f’(t)dt.
4. Théoréme d’intégration par parties
Sif et g sontde classe C* sur Uintervalle I alors V(a, b) € I? fab flOg®dt = [f()g®)]2 — fubf(t)g’(t)dt.
5. Théoréme de changement de variable
Si@ estdeclasse C! surlintervalle I et f est continue sur ¢(I) alors V(a, b) € I?, ;p((ab))f(x)dx = fab fle®)e'(t)dt.
V Lemme d’annulation
1. Lemme d’annulation
Si f est réelle, continue et positive sur Uintervalle [a, b] et f:f(t)dt = 0alors Vx € [a, b], f(x) = 0.
2. Sa contraposée
Si f est continue, réelle et positive sur Uintervalle [a, b] et 3x € [a, b], f(x) # 0 alors f‘f f@®)dt>0.

VIM I, f . .
1. Définition
Lorsque f est continue (par mex) sur [a, b], la moyenne de f entre a et b est ﬁf:f(t)dt (= ﬁfbuf(t)dt) .



2. Inégalités de la moyenne
Si f est continue etréelle sur [a, b], alors minj,,f < bl:f:f(t)dt < maxpgyf -

[7 F(©de| < [sup,IfNlIb - al .

Si f est continue (par mcx) sur Uintervalle I et bornée sur I alors V(a, b) € I?,

3. Egalité de la moyenne
Si f est continue et réelle sur [a, b] alors 3c € [a, b], f(c) = aljfbaf(t)dt.

Vil Inégalité hy-Schwarz
Si f et g sont continues et réelles sur [a, b], alors (fbaf(t)g(l:)dt)2 < (f:f(t)zdt)(fbag(t)zdt) .

Vil Somm Riemann

Si f est continue sur [a, b] alors lirp ?Zﬁ;é (a + k(bTﬂ)) = f:f(t)dt . Cas particulier : Si f est continue sur [0,1] alors
n—+oo

i 25553 () =1 o
QUESTIONS DE COURS : Tous les énoncés des définitions, propriétés et théoremes doivent étre connus.
Les démonstrations des résultats suivants sont aussi a connaitre :

Q1 : Théoréme fondamental de Uintégration

Q2 : Lemme d’annulation

Q3: Inégalité de Cauchy-Schwarz



