Un polynébme P a coefficient dans K est une suite
(a,)d’éléments de K dont tous les termes sont nuls a partir d’un
certainrangi.e. AN € N/Vk > N, a;, = 0.

On note P = (ay, a4,ay, ..., ay, 0,0,0, .....).

appelés les coefficients de P eZont uniques carﬁs termes d’une suite sont uniques.

K[X] est ’'ensemble des polynémes a coefficients dans K. 1
Soit P = (ao, [ B Y ,0p, 0,0, ... ... ) = (An)nen
etQ = (bg, by, by, .. .. .. ,bg, 0,0, .....) = (bpnen

tel que el que Vn >p,a, =0et VYn > q,b, = 0.
Soita € K. On définit

P+ Q = (an + bn)nEN = (a(] + bo, a1+b1, e on
oum = max(p, q).

AP = (Aap)nen = (Aag, Aay, Aay, ... ... ..., Aa,, 0,0, ... ...)

P X Q = (cn)nen tQ VN €N, cn = Yoo axbn—k =Xik=0 An-kbi -
PO=1etVn€eN, Pl =pn xp 2

e, @ + b1y, 0,0, .00)

Atout polynéme P = Y7_ a, X* de K[X], on associe la fonction
polynomiale P définie par: Vt € K ,P(t) = ay + a;t + a,t? +
ot @y tVL + att = YR ath.

P est la fonction polynomiale de K dans K associée a P. 1

Soit A et B deux éléments de K[X] . Le polynéme A divise le
polynéme B dans K[X] lorsque :3Q € K[X] /A = BQ 12

Soit P = Y _, a; X* avecn > 1. Le polynéme dérivé de P est :
P =p' =30 kapX* = T A+ Dagq X

On définit alors les polyndmes dérivés successifs :

P© = p est le polynéme dérivé 0°™¢ de P et

vj € N*,PD) = (PU-DY est le polynéme dérivé jém€ de P. 13

SoitP € K[X]eta € Ketm €N

1)  a estuneracine de P (dans K) lorsque P(a) = 0.

2) «a estuneracine de P (dans K) d’ordre de multiplicité m
lorsque P(X) = (X —a)™Q(X) et O(a) # 0.

a estune racine de P (dans K) d’ordre de multiplicité au moins

m lorsque P(X) = (X — a)™Q(X). 18

On note 0 = (0,0,0,0,0, .....) la suite nulle et 1 = (1,0,0,0,0, ....)
EtX = (0,1,0,0,0, .....).

On montre par récurrence et avec la définition du produit quUe :

vk € N, X*¥ = (0,0,0,0,1,0,0,, .....). 3

Soit P = YN_, a, X* .
oSiP =0 (i.e. tous les a; sont nuls) alors par convention, le degré de P
est —oo . on note deg(0) = —oo.

oSiP * 0 (i.e. au moins 'un des a; est non nul) ;
le degré de P = deg(P) = max{k € N/a; # 0};deg (P)est Uentier qui

Alors, en utilisant la définition de somme, produit et multiplication par un scalaire,
P = (ay,aq,ay, ....,ay,0,0,0,...) s’écrit de maniéere unique
comme combinaison linéaire des X* telle que :

vérifie : ageg (py # 0 €t Vk > deg(P), ax = 0. Le coefficient dominant de
P estalors ageg (py- On note codom(P)= ageg (p)-

— VN k — ydeg(P) k —yn k op
P=YV_, a, Xk Alors, P =Yp_oai X f_ ko X ?Z,FO ap X" oun = deg(P).
coeff PP U
uniques par définition, quitte & ajouter

Un polyndme constant égal au scalaire A est un polyndme de laforme 1+ 0.X +

0.X% ..+ 0.X"V. Cas particuliers: 0 = ¥¥_ 0.X* et 1 =1+ 0.X +0.X> ..+ 0.x". 4

du degré d’un polynéme

K,[X],tqn € N, est lensemble des polynémes de K[X] de degré

des termes nuls

inférieur a n. Ky[X]est 'ensemble des polyndmes constants.

SoitP = Yh_jarX* etQ = X]_ b X¥etdet ue K . Alors,
P+Q=3x®D(q, + b )Xk et AP =3P_ Aa;Xx*

K,[X] € K,.1[X] c ---.Etsi n = deg(P) alors P € K,,[X]. 7

Soit P, Q et R trois éléments de K[X] , a, u et y des scalaires, N et j des entiers naturels. Alors,

PxQ=PQ=3xIc,xk 1 (k1) € N2, XAX = X*H 10. PD = PO
=) " 2 (P+Q+R=P+(Q+R) etP+Q=Q+P 11 (uP +yQ)D = P +yQ»
tq ¢, = Xizo @by = Xi=o r—1by = Xo<ij<k aib; 3. P+0=, P+(-DP=0et1P=P 12, (P = B, (1) POQUD (Leibniz)
i+j=k 4 y(P+Q =yP+yQ et (y +wP = yP +puP S A
PR BT 5. (u)P = u(yP) = y(uP) = yuP 3. (PoQy=0 o @ °(?)
max (p,q) 6. (PQR=P(QR) =PQRet PQ = QP e @oErsra) = PYera)
UP +2Q = X250 P (uay + Ab )X el de Pet Q . 7. (P+QR=PR+QRetRP+Q=RP+RQ 15 (fn,p) =yp p.’(l‘[;."_lpj>
_ —op X o 8 v(PQ)=P(Q) = P)Q =7vPQ - s
PoQ =P(Q)=2Xy_oaxQ" .OnpeutécrireP = P(X). 5 9 (PQY =T, (1}\9 pigh=xh pinamet e 14

Intégrité du produit polynomial : Soit P et Q des éléments K[X]. déme
PO = 0O sietssiP=00u0 =0 9

Théo de la division euclidienne déme.

Si A et B sont deux éléments de K[X] tels que B # 0, alors

il existe deux uniques éléments de K[X],Q et R tels que:

A = BQ + R etdeg(R) < deg (B); Q est le quotient et R est le reste de la
division euclidienne de A par B.

Application : B divise A sietssiR = 0

Cas particulier : si deg(A) < deg (B) alors A = 0 X B + A est la division euclidienne de A4 par B. 10

a0 O0sij>k
1 2 7 = :
V(k,]) EN ,(X ) {(k’i!jyxk—] SijS i

* & SameiNy hetheune
Osij>p

k! T e
_ Xk*] <19
=j Ak Tz stj=p

15

SoitP =Y _oa Xk . vjeN, PO = {Zp
k

Généralisation : Soit P € K[X], @y, ..., a5 des scalaires distincts
etm,y,.., mgdes entiers naturels .

1) a4, ..., a5 sontracines de P d’ordre de multiplicités respectives
exactement m,,.., mssiet ssijil 2) existe un polynéme Q de K[X]
telque:P =X —a)™X — ay)™ ... (X — as)™Q(X) et Vk €
{1,..,5},0(ay) # 0.

2) ay, ..., a5 sontracines de P d’ordre de multiplicités respectives
au moins mq,..,m, siet ssi il existe un polynéme Q de K[X] tel
que:P=X—a)™X —a)™ ...(X — a,)™QX) . 19

Caractérisation d’une racine et de sa multiplicité déme

SoitP E K[X]eta EKetm €N

1) a estracinede P sietssi X — a divise P. .

2) aestuneracine de P d’ordre de multiplicité (exactement) m

si et ssi pour tout k € {0,..,m — 1}, P®(a) = 0 et P (a) # 0

3) aestuneracine de P d’ordre de multiplicité au moins m

sietssi pourtout k € {0,..,m —1},F® (@) =0. 20

Soit P, Py, ...,PyetQ e K[X]etf € Ketj € N.

D deg(pp) = {1E7) 2 F 70 < deg)

etsi P et B non nuls alors codom(BP) = Bcodom(P).

2) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
etsi P et Q non nuls alors codom(PQ) = codom(P)codom(Q) .
2bis) deg(I15=1 ) = X¢-, deg ()
3) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).
Et, Si deg(P) < deg(Q) alors deg(P + Q) = deg(Q) et codom(P + Q) = codom(Q).
Sideg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) # 0 alors deg(P + Q) =
deg(Q) = deg (P) et codom(P + Q) = codom(P) + codom(Q).
Sideg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) = 0 alors deg(P + Q) < deg(P) =
deg(Q).
3bis) deg(Xi; BsP;) < max (deg(Py),..,deg(Py))
4)deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q) si Q non constant 8
’ deg (P) —j sij < deg(P)
M) = J9¢8

g deg(P ) { —oo sij > deg (P) 16

deg(P)!
(deg(P)-)!

Etsisij < deg(P) alors codomPY) = codom(P)

Théo de formule de Taylor déme

Soita € K .Alors tout polynéme P de K,,[X] s’ écrit est
d’unique maniére comme combinaison linéaire des
polynémes 1,X —a, (X — a)?, ..., (X — @)™ etcette

ﬁ(k)(a) (X _ a)k'

écriture est P = Y-,

Cas particulier: P = Y},

Le polynéme nul est le seul polyndme qui a un nombre de racines(comp-21
tées ou non avec leur multiplicité) strictement supérieur & son degré déme

k!
BYW0) 1
o X*.

5 5 ()
£ w, ...,Pn—,(o) sont les coefficients de P. 17
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