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Un polynôme  𝑃 à coefficient dans 𝐾 est une suite 
(𝑎𝑛)d’éléments de 𝐾 dont tous les termes sont nuls à partir d’un 
certain rang i.e. ∃𝑁 ∈ ℕ/∀𝑘 > 𝑁, 𝑎𝑘 = 0. 
On note 𝑃 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑁, 0,0,0,… . . ). 

appelés les coefficients de 𝑃 et sont  uniques car les termes d’une suite sont uniques. 

𝐾[𝑋] est l’ensemble des polynômes à coefficients dans 𝐾.                            1 
Alors, en utilisant la définition de somme, produit et multiplication par un scalaire, 
 𝑃 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … . , 𝑎𝑁, 0,0,0, . . . ) s’écrit de manière unique 
comme combinaison linéaire des  𝑋𝑘  telle que : 

𝑃 = ∑ 𝑎𝑘⏟
𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓
𝑢𝑛𝑖𝑞𝑢𝑒𝑠

𝑋𝑘𝑁
𝑘=0          . 

 Un polynôme constant égal au scalaire 𝜆 est un polynôme de la forme  𝜆 + 0.𝑋 +

0.𝑋2 …+ 0.𝑋𝑁. Cas particuliers : 0 = ∑ 0.𝑋𝑘𝑁
𝑘=0   et  1 = 1 + 0.𝑋 + 0. 𝑋2…+ 0. 𝑋𝑁.       4 

 

On note  0 = (0,0,0,0,0,… . . ) la suite nulle 𝑒𝑡 1 = (1,0,0,0,0,… . ) 
Et 𝑋 = (0,1,0,0,0,… . . ).  
On montre par récurrence et avec la définition du produit que :  
 ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑋𝑘 = (0,0,0,0,1,0,0, , … . . ).                                                                3 

 

Soit  𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑁

𝑘=0   .  
•Si 𝑃 = 0  (i.e. tous les 𝑎𝑘 sont nuls) alors par convention, le degré de 𝑃 
est −∞ . on note deg(0) = −∞ .  
•Si 𝑃 ≠ 0  (i.e. au moins l’un des 𝑎𝑘 est non nul) ;  
le degré de 𝑃 = 𝒅𝒆𝒈(𝑷) = 𝐦𝐚𝐱{𝒌 ∈ ℕ/𝒂𝒌 ≠ 𝟎} ; 𝑑𝑒𝑔 (𝑃)est l’entier qui 
vérifie : 𝑎deg (𝑃) ≠ 0  et ∀𝑘 > deg(𝑃) , 𝑎𝑘 = 0. Le coefficient dominant de 
P est alors 𝑎deg (𝑃). On note codom(𝑃)= 𝑎deg (𝑃). 

Alors,   𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑁

𝑘=0 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘deg(𝑃)

𝑘=0 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑛

𝑘=0  où 𝑛 ≥ deg(𝑃).  
 

           par définition,                      quitte à ajouter  
                               du degré d’un polynôme            des termes nuls 

𝐾𝑛[𝑋], 𝑡𝑞 𝑛 ∈ ℕ, est l’ensemble des polynômes de 𝐾[𝑋] de degré 
inférieur à 𝑛.  𝐾0[𝑋]est l’ensemble des polynômes constants.  
 𝐾𝑛[𝑋] ⊂  𝐾𝑛+1[𝑋] ⊂ ⋯.Et si  𝑛 ≥ deg(𝑃) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑃 ∈ 𝐾𝑛[𝑋].                         7 
 

 

 

 
𝑎deg (𝑃) est appelé le coefficient dominant de 𝑃. 
𝑎deg (𝑃)𝑋

deg (𝑃) est appelé le terme dominant de 𝑃.  
•Le polynôme nul n’a pas de coefficient dominant, ni de terme 
dominant. 
 

Soit 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑝

𝑘=0   et 𝑄 = ∑ 𝑏𝑘𝑋
𝑘𝑞

𝑘=0  et 𝜆 𝑒𝑡 𝜇 ∈ 𝐾 . Alors, 
𝑷 + 𝑸 = ∑ (𝒂𝒌 + 𝒃𝒌)𝑿

𝒌𝐦𝐚𝐱 (𝒑,𝒒)
𝒌=𝟎      et     𝝀𝑷 = ∑ 𝝀𝒂𝒌𝑿

𝒌𝒑
𝒌=𝟎    

𝑷 × 𝑸 = 𝑷𝑸 = ∑ 𝒄𝒌𝑿
𝒌𝒑+𝒒

𝒌=𝟎       
𝒕𝒒 𝒄𝒌 = ∑ 𝒂𝒍𝒃𝒌−𝒍

𝒌
𝒍=𝟎 = ∑ 𝒂𝒌−𝒍𝒃𝒍

𝒌
𝒍=𝟎 = ∑ 𝒂𝒊𝒃𝒋𝟎≤𝒊,𝒋≤𝒌

𝒊+𝒋=𝒌⏟        
𝒔𝒐𝒎𝒎𝒆 𝒅𝒐𝒖𝒃𝒍𝒆

  

𝜇𝑃 + 𝜆𝑄 = ∑ (𝜇𝑎𝑘 + 𝜆𝑏𝑘)𝑋
𝑘max (𝑝,𝑞)

𝑘=0 c.l de 𝑃 𝑒𝑡 𝑄 .  
𝑃 ∘ 𝑄 = 𝑃(𝑄) = ∑ 𝑎𝑘𝑄

𝑘𝑝
𝑘=0   . On peut écrire 𝑃 = 𝑃(𝑋).       5         

 
 

Soit 𝑃 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ……… , 𝑎𝑝, 0,0,…… ) = (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ    
 et 𝑄 = (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, ……… , 𝑏𝑞 , 0,0,…… ) = (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ  
𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 > 𝑝, 𝑎𝑛 = 0 𝑒𝑡  ∀𝑛 > 𝑞, 𝑏𝑛 = 0.  
 Soit 𝛼 ∈ 𝐾.   On définit   
𝑃 + 𝑄 = (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑛∈ℕ = (𝑎0 + 𝑏0, 𝑎1+𝑏1, ……… , 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚, 0,0, … )                                                           
où 𝑚 = max(𝑝, 𝑞). 
 𝜆𝑃 = (𝜆𝑎𝑛)𝑛∈ℕ = (𝜆𝑎0, 𝜆𝑎1, 𝜆𝑎2, ……… , 𝜆𝑎𝑝, 0,0, …… ) 
𝑃 × 𝑄 = (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ 𝑡𝑄 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑐𝑛 = ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 =

𝑛
𝑘=0 ∑ 𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘

𝑛
𝑘=0  .     

𝑃0 = 1 𝑒𝑡 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑃𝑛+1 = 𝑃𝑛 × 𝑃                                                            2 

Soit 𝑃, 𝑃1, … , 𝑃𝑁 et 𝑄 ∈ 𝐾[𝑋] et 𝛽 ∈ 𝐾 et 𝑗 ∈ ℕ.  

1) 𝐝𝐞𝐠(𝜷𝑷) = {
𝐝𝐞𝐠(𝑷)  𝒔𝒊 𝜷 ≠ 𝟎
−∞ 𝒔𝒊 𝜷 = 𝟎

 ≤ 𝐝𝐞𝐠(𝑷)   

et si 𝑃 𝑒𝑡 𝛽 non nuls alors 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝛽𝑃) = 𝛽𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃).  
𝟐)  𝐝𝐞𝐠(𝑷𝑸) = 𝐝𝐞𝐠(𝑷) + 𝐝𝐞𝐠(𝑸)       
et si 𝑃 et 𝑄 non nuls alors  𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃𝑄) = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃)𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄) .  

2𝑏𝑖𝑠) deg(∏ 𝑃𝑠
𝑁
𝑠=1 ) = ∑ deg (𝑃𝑠)

𝑁
𝑠=1      

𝟑)  𝐝𝐞𝐠(𝑷 + 𝑸) ≤ 𝐦𝐚𝐱(𝒅𝒆𝒈(𝑷) , 𝒅𝒆𝒈(𝑸)).    
Et, Si deg(𝑃) < deg(𝑄) alors deg(𝑃 + 𝑄) = deg(𝑄)  𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃 + 𝑄) = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄). 
Si deg(𝑃) = deg(𝑄) et 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) + 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄) ≠ 0 alors  deg(𝑃 + 𝑄) =
deg(𝑄) = deg (𝑃)  et 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃 + 𝑄) = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) + 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄). 
Si deg(𝑃) = deg(𝑄) et 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) + 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑄) = 0 alors  deg(𝑃 + 𝑄) < deg(𝑃) =
deg(𝑄).  

3𝑏𝑖𝑠) deg(∑ 𝛽𝑆𝑃𝑠
𝑁
𝑠=1 ) ≤ max (deg(𝑃1) , . . , deg(𝑃𝑁))     

4) d𝑒𝑔(𝑃 ∘ 𝑄) = deg(𝑃) ×deg(𝑄)  𝑠𝑖  𝑄 𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡     8 

5) deg(𝑃(𝑗)) = {
deg (𝑃) − 𝑗    𝑠𝑖 𝑗 ≤ deg (𝑃)

−∞ 𝑠𝑖 𝑗 > deg (𝑃)
                     16 

Et si 𝑠𝑖 𝑗 ≤ deg(𝑃) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚𝑃(𝑗) = deg(𝑃)!

(deg(𝑃)−𝑗)!
𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) 

Soit 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑛

𝑘=0   avec 𝑛 ≥ 1 . Le polynôme dérivé de 𝑃 est : 
 𝑃(1) = 𝑃′ = ∑ 𝑘𝑎𝑘𝑋

𝑘−1 = ∑ (𝑙 + 1)𝑎𝑙+1𝑋
𝑙𝑛−1

𝑙=0   .𝑛
𝑘=1    

On définit alors les polynômes dérivés successifs : 
 𝑃(0) = 𝑃 est le polynôme dérivé 0è𝑚𝑒  de 𝑃 et   
∀𝑗 ∈ ℕ∗ , 𝑃(𝑗) = (𝑃(𝑗−1))′ est le polynôme dérivé 𝑗è𝑚𝑒  de 𝑃.       13 

 

 

Théo de la division euclidienne     démo 
Si 𝐴 et 𝐵 sont deux éléments de 𝐾[𝑋] tels que 𝐵 ≠ 0, alors  
il existe deux uniques éléments de 𝐾[𝑋], 𝑄 et 𝑅  tels que : 
 𝐴 = 𝐵𝑄 + 𝑅 𝑒𝑡 deg(𝑅) < deg (𝐵) ; 𝑄 est le quotient et 𝑅 est le reste de la 
division euclidienne de 𝐴 par 𝐵.          
Application : 𝐵 divise 𝐴 sietssi 𝑅 = 0                                                        
Cas particulier : si deg(𝐴) < deg (𝐵) alors 𝐴 = 𝑂 × 𝐵 + 𝐴 est la division euclidienne de 𝐴 par 𝐵.                 10 
 

  ∀(𝑘 , 𝑗) ∈ ℕ2, (𝑋𝑘)(𝑗) = {
0 𝑠𝑖 𝑗 > 𝑘

𝑘!

(𝑘−𝑗)!
𝑋𝑘−𝑗  𝑠𝑖 𝑗 ≤ 𝑘

.   à savoir retrouver  

  Soit 𝑷 = ∑ 𝒂𝒌𝑿
𝒌𝒑

𝒌=𝟎  .  ∀ 𝒋 ∈ ℕ, 𝑷(𝒋) = {
𝟎 𝒔𝒊 𝒋 > 𝒑

∑ 𝒂𝒌
𝒑
𝒌=𝒋  

𝒌!

(𝒌−𝒋)!
𝑿𝒌−𝒋  𝒔𝒊 𝒋 ≤ 𝒑

.         15 

Théo de formule de Taylor    démo 
Soit 𝛼 ∈  𝐾 . Alors tout polynôme 𝑃  𝑑𝑒 𝐾𝑛[𝑋] s’ écrit est 
d’unique manière comme combinaison linéaire des 
polynômes  1, 𝑋 − 𝛼, (𝑋 − 𝛼)2, … , (𝑋 − 𝛼)𝑛   et cette 

écriture est 𝑃 = ∑ 𝑃̃(𝑘)(𝛼)

𝑘!
(𝑋 − 𝛼)𝑘𝑛

𝑘=0 .  

Cas particulier : 𝑃 = ∑ 𝑃̃(𝑘)(0)

𝑘!
𝑋𝑘𝑛

𝑘=0 .  
𝑃̃(0)

0!
,
𝑃̃′(0)

1!
, … ,

𝑃̃(𝑛)(0)

𝑛!
 sont les coefficients de 𝑃.                     17 

Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] et 𝛼 ∈ 𝐾 et 𝑚 ∈ ℕ 
1)  𝛼  est une racine de 𝑃 (dans 𝐾) lorsque 𝑃̃(𝛼) = 0 . 
2) 𝛼  est une racine de 𝑃 (dans 𝐾) d’ordre de multiplicité 𝑚 

lorsque 𝑃(𝑋) = (𝑋 − 𝛼)𝑚𝑄(𝑋) 𝑒𝑡 𝑄̃(𝛼) ≠ 0 . 
𝛼  est une racine de 𝑃 (dans 𝐾) d’ordre de multiplicité au moins 
𝑚 lorsque 𝑃(𝑋) = (𝑋 − 𝛼)𝑚𝑄(𝑋).                                                          18 
 
 

A tout polynôme 𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋
𝑘𝑛

𝑘=0  𝑑𝑒 𝐾[𝑋], on associe la fonction 
polynomiale 𝑃̃ définie par : ∀𝑡 ∈ 𝐾 , 𝑃̃(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡2 +
⋯+ 𝑎𝑛−1𝑡

𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑡
𝑛 = ∑ 𝑎𝑘𝑡

𝑘𝑛
𝑘=0  . 

 𝑃̃ est la fonction polynomiale de 𝐾 dans 𝐾 associée à 𝑃.          11 

Caractérisation d’une racine et de sa multiplicité démo 
Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] et 𝛼 ∈ 𝐾 et 𝑚 ∈ ℕ 
1) 𝛼  est racine de 𝑃  si et ssi  𝑋 − 𝛼 divise 𝑃. 
2) 𝛼 est une racine de 𝑃 d’ordre de multiplicité (exactement) 𝑚   
 si et ssi pour tout  𝑘 ∈ {0, . . , 𝑚 − 1}, 𝑃̃(𝑘)(𝛼) = 0 𝑒𝑡 𝑃̃(𝑚)(𝛼) ≠ 0 
3)  𝛼 est une racine de 𝑃 d’ordre de multiplicité au moins  𝑚   
si et ssi  pour tout  𝑘 ∈ {0, . . , 𝑚 − 1}, 𝑃̃(𝑘)(𝛼) = 0 .                                               20                                                    
 

Généralisation : Soit  𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] ,  𝛼1, … , 𝛼𝑠 des scalaires distincts 
et 𝑚1, . . , 𝑚𝑠des entiers naturels .   
1) 𝛼1, … , 𝛼𝑠 sont racines de 𝑃 d’ordre de multiplicités respectives 
exactement  𝑚1, . . , 𝑚𝑠si et ssi il 2) existe un polynôme 𝑄 de 𝐾[𝑋] 
tel que : 𝑃 = (𝑋 − 𝛼1)𝑚1(𝑋 − 𝛼2)

𝑚2 …(𝑋 − 𝛼𝑠)
𝑚𝑠𝑄(𝑋) et ∀𝑘 ∈

{1, . . , 𝑠}, 𝑄̃(𝛼𝑘) ≠ 0. 
2) 𝛼1, … , 𝛼𝑠 sont racines de 𝑃 d’ordre de multiplicités respectives 
au moins   𝑚1, . . , 𝑚𝑠 si et ssi il existe un polynôme 𝑄 de 𝐾[𝑋] tel 
que : 𝑃 = (𝑋 − 𝛼1)𝑚1(𝑋 − 𝛼2)

𝑚2 …(𝑋 − 𝛼𝑠)
𝑚𝑠𝑄(𝑋) .                  19 

 

Intégrité du produit polynomial : Soit 𝑃 et 𝑄 des éléments  𝐾[𝑋] .   démo 
              𝑃𝑄 = 0 𝐬𝐢𝐞𝐭𝐬𝐬𝐢 𝑃 = 0 𝑜𝑢 𝑄 = 0                                                        9 

Soit 𝑃 , 𝑄 𝑒𝑡 𝑅 trois éléments de 𝐾[𝑋] , 𝛼, 𝜇 𝑒𝑡 𝛾  des scalaires,  𝑁 et   𝑗 des entiers naturels.  Alors,  
1. ∀(𝒌, 𝒍) ∈ ℕ𝟐, 𝑿𝒌𝑿𝒍 = 𝑿𝒌+𝒍 
2. (𝑃 + 𝑄) + 𝑅 = 𝑃 + (𝑄 + 𝑅)  𝑒𝑡 𝑃 + 𝑄 = 𝑄 + 𝑃 
3. 𝑃 + 0 =  ,   𝑃 + (−1)𝑃 = 0 et 1𝑃 = 𝑃 
4. 𝛾(𝑃 + 𝑄) = 𝛾𝑃 + 𝛾𝑄  𝑒𝑡 (𝛾 + 𝜇)𝑃 = 𝛾𝑃 + 𝜇𝑃 
5. (𝜇𝛾)𝑃 = 𝜇(𝛾𝑃) = 𝛾(𝜇𝑃) ≡ 𝛾𝜇𝑃 
6. (𝑃𝑄)𝑅 = 𝑃(𝑄𝑅) ≡ 𝑃𝑄𝑅 𝑒𝑡  𝑃𝑄 = 𝑄𝑃  
7. (𝑃 + 𝑄)𝑅 = 𝑃𝑅 + 𝑄𝑅  𝑒𝑡 𝑅(𝑃 + 𝑄) = 𝑅𝑃 + 𝑅𝑄  
8. 𝛾(𝑃𝑄) = 𝑃(𝛾𝑄) = (𝛾𝑃)𝑄 ≡ 𝛾𝑃𝑄       

9. (𝑷 + 𝑸)𝑵 = ∑ (
𝑵
𝑲
)𝑵

𝑲=𝟎 𝑷𝑲𝑸𝑵−𝑲    Binôme         6 

10. 𝑷(𝒋)̃ = 𝑷̃(𝒋) 
11. (𝜇𝑃 + 𝛾𝑄)(𝑗) = 𝜇𝑃(𝑗) + 𝛾𝑄(𝑗)  

12.  (𝑃𝑄)(𝑗) = ∑ (
𝑗
𝑙
) 𝑃(𝑙)𝑄(𝑗−𝑙)𝑗

𝑙=0     (Leibniz)  

13. (𝑃 ∘ 𝑄)′ = 𝑄′ × (𝑃′ ∘ 𝑄) 
14. (𝑃 ∘ (𝑋 + 𝛼))(𝑗) = 𝑃(𝑗)(𝑋 + 𝛼) 

15. (∏ 𝑃𝑗
𝑚
𝑗=1 )

′
= ∑ 𝑃𝑖

′𝑚
𝑖=1 (∏ 𝑃𝑗

𝑚
𝑗=1
𝑗≠𝑖

)           
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16.  17.  

18.  19.  

20.  21.  

22.     23.  

 

Soit 𝐴 et 𝐵 deux éléments de 𝐾[𝑋] . Le polynôme 𝐴 divise le 
polynôme 𝐵 dans 𝐾[𝑋]  lorsque :∃𝑄 ∈ 𝐾[𝑋] / 𝐴 = 𝐵𝑄                 12 
 

Le polynôme nul est le seul polynôme qui a un nombre de racines(comp-21 
tées ou non avec leur multiplicité) strictement supérieur à son degré  démo      


