Sup PCSI 2019-2020 Chapitre 13 Mathématiques

POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

Dans tout le chapitre, n,p,q, m,r et s désignent des entiers naturels et 7 et s non nuls .
K désigne R ou C. Les éléments de K sont appelés des scalaires.

Introduction : RAPPELS A LIRE EN AUTONOMIE ...

e Soit f une fonction polynomiale réelle telle que : Vt € R, f(t) = ao + a;t+... +a,t?
ol p entier naturel et a,.., a, réels appelés coefficients de f (a, étant le coefficient de rang k). Alors,
ou bien tous les a; sont nuls et f est la fonction nulle et a pour degré —co .
ou bien I'un des a;, est non nul et le degré de f noté deg(f) est le plus grand entier k tel que a;, # 0 .
Deux fonctions polynomiales sont égales lorsqu’elles ont les mémes coefficients.
Une racine réelle (resp. complexe) de f est un réel (resp complexe) a tel que f(a) = 0.

e Soit f et g deux fonctions polynomiales telles que :
vVt €R, f(t) = ap + ayt+...+a,tP = ¥h_japt¥et g(t) = by + byt+...+b,t? = 3] _ b, t* oup et q entiers naturels et
Qo).+ Ap,by,.., bgréels avec ayet by non nuls. Donc deg (f) = p et deg (g) = q.
Quitte a ajouter des termes nuls dans I'expression de f ou celle de g, on peut écrire :
f(t) =ag+ agtt... +ant™ = Y0 apth et g(t) = by + byt+... +by,t™ = Y0 b t* oum = max(p,q) .
Alors,
(fF+9)(@®) = f(O) + g(t) = ag + by + (ay + by)t+... +(am + bp)t™ = Tiko(ar + by)t" e
(fF x@)@®) = f(t) x g(t) = aghy + (aghy + a1bp)t + (agh, + azb, + aghy)t?... +(a,by)tP*9 = Z citk

k=0

Cr = Z?:o a;by_;. De plus, deg(f + g) <m = max(p, g)car je ne sais pas si a,, + b,, = 0 et deg(fg) = p + q car a,b, # 0.

On va définir un ensemble plus abstrait et plus large que I'ensemble des fonctions polynomiales vérifiant quasiment les mémes propriétés qui
va nous permettre de travailler avec des polynémes de matrices, d’'endomorphismes...
Pour cela, on va définir un polyndme par la suite de ses coefficients.

| Généralités

1. Définitions et opérations

1 Def : Un polyndme a coefficients dans K est une suite d’éléments de K nulle a partir d’'un certain rang (dite
presque nulle), c’est donc un objet de la forme P = (ay, aq,as, ... ... ... ,an, 0,0, ... ... Joun €N,agy,ay, .....,a, sont
des éléments de K et sont appelés les coefficients de P.

2NB : D’apres I'égalité de deux suites, |[deux polynomes sont égaux sietssi ils ont les mémes coefficients|.

On définit trois opérations sur les polyndmes a coefficients dans K : une addition entre polyn6mes, une
multiplication d’un polyn6me par un scalaire et une multiplication entre polynémes.

3 Def : Soit P et Q deux polynémes a coefficients dans K . Soit « € K.

On pose P = (ao,al,az, ......... ,p, 0,0, ... ... ) = (ap)nen tel que Vn > p,a, =0

etQ = (bo,bl,bz, ......... ,bg, 0,0, ... ... ) = (by)nen tel que Yn > q, b, = 0.

P+Q = (ap,+ b)ney = (ag + bg,a;+by,ay + by, ... ... ... ,am + by, 0,0, ... ... ) oum = max(p, q).
AP = (Aag, Aay, Aay, .. oo ... ,4a5,0,0, .. ... ) = (Aap) nen

P % Q = (cn)nen tel que Vn € N, ¢, = Xi—g xbn—k = Xg=o An-rby -
Prop: P + Q, AP et P X @ ainsi définis sont des polynémes a coefficients dans K.

Démo3:P + Q , PQ et AP sont des suites d’éléments de K. Il est clair que P + Q et AP sont des suites presque nulles. Vérifions

que P X Q est une suite presque nulle : Soitn > p + q. Alors ¢, = k=0 Axbn_x = Zi—o a b,k = 0.
%) = [
car Vk>p, ap=0 car Vksp, n—k2n—-p>q
donc by _;=0

oK'!

4 Def : Soit P un polyndme a coefficients dans K. Par convention, P? = (1,0,0,....) etvm € N*, P™ = pm1xp.




2. Nouvelle écriture d’'un polyndme-Indéterminée.

5 Déf.: On note X la suite presque nulle X = (0,1,0,0, ...).X est appelée I'indéterminée.
X n’est pas un scalaire, c’est un polyndme i.e. une suite presque nulle. On ne doit pas écrire "X = 2" (HORREUR)).

6 Théo.: Vk € N, X¥est |a suite presque nulle : X*¥ = (1‘?‘ ,0, .....,0,1%(,0,0, > = () tqu, = {2 ziz i i
0

Démo 5 par récurrence sur k. Notons ./la propriété c Xk = (8 ,0,.....,0, }} ,0,0,...... )
Uo U
Init : par définition de P°, X° = (1,0,0, .....). Donc, .#0 est vraie.
Propag : Soit k un entier naturel. Je suppose que 7kest vraie et sous cette hypothése, je vais prouver que 7+1 est vraie.

Onsaitque:X"=<9,0,.....,0,$,0,0, ...... )=(un)thn¢k,un=Oetuk=1etX=<9J,}J,.....,O,O,O, ...... >=(vn)tqque:
Ug U Vo Vi1
vn # 1,v, = 0 et uy = 1. Posons X¥*1 = XX = (c,)penAlors ¢, = X1t o Uy V.
Dong, Sin < kalors ¢, = Y] o U Vk_; = 0.
car u;=0 sil<k

. 0 sin—k+#1
Sin=kalorsc, = Y oWVn_y _3 | WkVnk = Unek _= ' lsin=k+1
car u;=0 si l#k car v;=0sil#1
Ainsi, X**1 = (0 ,0,.....,0,0, 1 ,0,0,...... ) OK.
(] “
Co Ck+1
CCL : le théoréme de récurrence assure que Yk, /est vraie. OK'!
Alors d’apres les opérations sur les polyndmes, on a: V(aq, as, ... ... ... ,ay) € K1,
apX’ + a1 X + a,X? + -+ an_ X"+ a, X" = (a,,0,0, ... ... ... )+ (0,a4,0, ... ... ... )+ (0,0,a,,0,........) + -+
(0,0, ...... 0,a,,0,0, ... ... ) = (ag,ay,az, v eee e ,0n, 0,0, ... ... ) = la suite nulle a partir du rang n + 1 dont les premiers

termes sont ay,.., a,.0n peut donc dire que :

7 Nouvelle écriture d’un polynome :
Tout polyndme a coefficients dans K s’écrit de maniére unigue (**) sous la forme :
P=aoX’+a; X+ aX?+ -+ ap_ X" 1+ a, X" =X1_, ;. X* (forme développée de P).
oun €N, agyay, ..., a, sont des éléments de K, appelés coefficients de P et X est I'indéterminée.
P est aussi noté P(X).

On note K[X] I'ensemble des polynémes (a une indéterminée et) a coefficients dans K.
(**) d’apres I’égalité de deux polynomes.

8 Polynomes particuliers :

e Onnote 0 =0X%+ 0X + 0X%2+ -4+ 0X™ 1 + 0X™ le polyndme nul. Le polynéme nul est le seul polynéme
dont tous les coefficients sont tous nuls.

Tout polynéme non nul peut s’écrire sous la forme P = ZLO aX* tq a, * 0.

noté
e Tout polyndme BX° (ol B € K)est noté [ et appelé polyndme constant. De méme, a,X® = a,.

e Pourtoutd € K*ettoutk € N,AX¥ =04+ 0X + 0X?% + - + 0X*1 + aX* + 0X**1 est un monéme
(polynéme avec un seul coefficient non nul).

9 Déf: A tout polyndme P = agX® + a; X + a,X? + -+ a,_ X" ' + a, X" = Y%_,a,X*, on associe la fonction
0 1 2 n—1 n k=0 QK

polynomiale P définie par: Vt € K ,P(t) = ag + ayt + apt? + - + ap_1t" 1 + ant™ = XP_, apth .

P est une fonction de K dans K .

10 Attention : P et P sont deux objets de natures mathématiques distinctes: P # P .
11 notation : On note souvent E I'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R.



3. Propriétés de I’addition et la multiplication polynomiales et de la multiplication
(externe) par un scalaire- Composition.

12 Nouvelles écritures de P + Q, PQ et AP - Combinaison linéaire.
Soit P = YF_,arX* et Q = X1_, bpX* deux éléments de K[X] et A un élément de K . Alors,
P+Q= Zma" ®D(a, + b)x*
AP =3P _ AapXx*
PXxQ= PQ YhitciX®  tel que ¢ = Yo aibk—y = Yoo Q—iby = Yosi,j=k aibs
i+j=k

somme double
Pour tous scalaires @ et 8, aP + BQ = Yrox ®D(aa, + Bb)X* est appelé une combinaison linéaire de P et Q et
est un élément de K[X] .

13 Regles de calcul
Soit P, Q et R trois éléments de K[X], u et y deux scalaires. Alors,
(0]

té
1. P+Q)+R=P+(Q+R) E P+Q+R
2. P+Q=0Q+P
3. P+0=P=0+P
4. P+(-1D)P=0
5. yY(P+Q) =yP+yQ
6. (y + WP =yP+ uP
7. 1P =P
8. (uy)P = u(yP) = y(uP) = yuP
9. (PQ)R =P(QR) =PQR
10. PQ = QP
11. P+ Q)R=PR+QR etR(P+ Q) =RP +RQ
12. y(PQ) = P(yQ) = (yP)Q = yPQ
13. PQ =0 & P = 0 ou Q = 0 (produit polynomiale intégre)
14. V(k, 1) € N?, xkxt = xk+.,

Démo : Posons P = (a,),Q = (b,) ,et R = (c,),

9) Montrons que (PQ)R = P(QR) ie. que ces deux polyndmes ont les mémes coefficients.

Posons PQ = (6,),(PQ)R = (u,) ,et QR = (u,) et P(QR) = (v,) . Soitn € N.

D’une part, 8, = 271‘},:0 agbn_i et py, = 271::0 Oy Cn_x-Donc, u, = Z:o(Z;{:o aibk—i)cn—k =Z;<l:0 Z{'{:o a;by_i Cng

Hn = Ximo Zk=i Aibr—i Cni = Xizo LiZo @by Cni—i-

D’autre part, Vn € N, u,, = Do biCni €t vy = Yi—o QlUn_r.-DoOncv, = YR, ax Z?;é‘ bicn_k—j = Xk=o Z;‘;é‘ agbjCn_g—;j -
Donc, i, = vy, . Ainsi (PQ)R = P(QR) puisqu' ils ont les mémes coefficients.

13) Montrons que : PQ = O sietssiP = 0ou Q = 0.

D’apres la définition du produit de deux polynémes, siP = 0 ou Q = 0 alors PQ = 0.

Montrons la réciproque par contraposée. Montrons que si P et Q sont non nuls alors PQ est non nul.

Supposons donc que P et Q sont non nuls. Alors on peut écrire P = Zzzo a X* etQ = ZZ:O b X* avec a,+0eth; #0.
Donc, PQ = 2p+q 0, X* vérifie : Opiq = f’:oq q by yq—1 = apby # 0. Donc PQ non nul.

[
nul nul
st l>p si l<p

14) Soit (k, 1) € N%. Sik = 0 alors X°X! = 1X! = X! (d’aprés 7).
Sik > 0alors XkX! = (X*1X)X! = X1 (xx!) = xk-1xt+t = .= XK,
si k>1,alors Xk-1=xk-2x
14 NB: ce sont quasiment les mémes regles de calcul que dans K sauf que I'inverse d’un polynéme n’existe pas dans

o P . (s L o
K[X] donc on n’ écrit pas o Par contre, on pourra utiliser le théoreme de division euclidienne.

15 Généralisation : Soit Py, P,, ..., P, des éléments de K[X] et 4,.., Bm des éléments de K .
[17=, Py est le produit des polyndmes Py, Py, ..., Py,.
Yre1 Bi Py est une combinaison linéaire des polynémes Py, P, ..., Py, .




16 Prop : Formule du bindome de Newton et formule de factorisation
pour tous polynémes P et Q et tout entier naturel m,

P +Q)™ = Xjs, (an) PIQ™~J etsimnonnul, P™ — Q™ = (P — Q)(X7k' P/Qm17).

17 Déf : Soit P = Y7 _, ai X et Q deux éléments de K[X] . Alors, Po Q = P(Q) = Xh_,axQ¥ estun élémentde
K[X] appelé composée de Q par P. En particulier, X? o X* = (x¥)? = x*p,

18 Attention : ne pas confondre P(Q) et PQ .
19Exemple: P =X +4X3 —5=T(X3) =ToQavecT =X3+4X —5etQ = X3.

20 Polyn6mes pairs ou impairs
Si P(X) = P(—X) (on dit que P est pair)alors P = YP_ a X =T(X?) =T e X?tq T = ¥V _, azX" .
Si P(X) = —P(—X) (on dit que P estimpair) alors P = YF_ app1 XK1 P =X XT(X?) =X X (ToX*)tqT =

p k
Zk:O a2k+1X .

Démo : Considérons un polyndme P tel que P(X) = P(—X). Alors P s'écrit sous la forme P = ¥ 7_, a, X* .
Par conséquent, P(—X) = Yr_, ar (= X)* = ¥1_, a, (—1)*X*. Comme P(X) = P(—=X) ,onaP(X) = Yi_o ax X = ¥0_; a, (—1)FXE,
Alors par unicité des coefficients de P, Yk € [[0,p], a,(—1)* = a,. Par conséquent, Yk € [[0,p] tq k impair, —a; = a; donc a; = 0.
Ainsi, P(X) = Tk pair axX* = zi?:oazszf = 25.’:0 ay;(X*)) =T(X*) avecT = 2]7‘.’20 az;X’ . OK!

0<ksn E

p=|3

4. Degré

21 Déf: Soit P = Yp_, arX® .

*Si P =0 (i.e.tous les aj sont nuls) alors par convention, le degré de P est —oo . on note deg(P) = —o.

Si P # 0 (i. e. au moins I'un des aj, est non nul) alors par définition, le degré de P est le plus grand entier k tel que
ay # 0. Autrement dit, deg(P) est I'entier qui vérifie : ageg (py # 0 et Vk > deg(P),a; = 0.

Alors, P = de:%(P) apX® =Y, arX* avecn > deg(P). .

Adeg (p) €St appelé le coefficient dominant de P.

Adeg ()X 98 ) est appelé le terme dominant de P.

Le polyndme nul n’a pas de coefficient dominant, ni de terme dominant.

22 Remarque : Dans la suite du cours, on notera codom(P) le coefficient dominant de P. Cette notation n’est pas
officielle mais pratique ! Si vous souhaitez I'utiliser en devoir, vous devez donc la définir.

23 Exemple : Soit P, = % [(X =)™ — (X + i)"] . Déterminons son degré et son coefficient dominant et vérifions que P, est a
coefficients réels.

P = 22 [Biteo () C0*xm 7 = 5y (i) @Fxm K] = [z () (0 =9xm+] = 2[5 () (DR —Dyikxm ]

o 2i

FBN
N A N\ oy;ikyn—k|_—1 n N, R . ) e
o Zi[sz:;gir (k)( o ]_ : [le2pi+1Sn (2p + 1)L A ] T [lezpﬂsn (ZP + 1)( 1)Pixn—2p ]
n
b= [21s2p+lsn (Zp + 1) (—1)p+lxn—2p_1:|.
Jen déduis que P, est a coefficients réels (et méme entiers) et deg P, = n — 1 et codom( P,) = —n.

24 Théo : Soit P et Q deux éléments de K[X] et B un scalaire.

1) deg(BP) = {de_ggzis’;' 5;; 0 etsi P et B non nuls alors codom(BP) = Sfcodom(P).
2) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) etsi P et Q non nuls alors codom(PQ) = codom(P)codom(Q) .
3) deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)).

De plus,

Si deg(P) < deg(Q) alors deg(P + Q) = deg(Q) et codom(P + Q) = codom(Q).
Si deg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) # 0 alors deg(P + Q) = deg(Q) = deg (P)

et codom(P + Q) = codom(P) + codom(Q).
Si deg(P) = deg(Q) et codom(P) + codom(Q) = 0 alors deg(P + Q) < deg(P) = deg(Q).

Démo : Les résultats sont évidents si P ou Q est nul.

Soit P et Q deux polyndmes non nuls. Alors on peut écrire P =Y _ @, X* etQ = ¥1_ b, X* avecp = deg(P),
q =deg(Q)eta, + O0eth, 0.

1) SoitB € R*. Alors P =¥} _, Ba,X* et Ba, # 0. Donc, p = deg(BP) et codom(BP) = Pa, = Bcodom(P).




PQ =Yl c, Xk vérifie : cppq = X000 @ bpyq- = ayby # 0.Donc, deg(P + Q) = p + q = deg(P) + deg (Q) et et

nul nul
sil>p sil<p

codom(PQ) = a,b, = codom(P)codom(Q).

P+Q= Z;n:;(p’q)(ak + bi)X* . Siamax @) T Pmax (p,q) # 0 alors deg(P + Q) = max (p, q). Mais, Si Gmax (p,q) +

bmax (p,q) = 0 alors deg(P + Q) < max (p, q). Ainsi, dans tous les cas, deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).

De plus, si deg(P) = p < q = deg(Q)alors max(p, q) = q et Amax (p,q) T Pmax (p.q) = g + bq = bg. Donc codom(P + Q) =
codom(Q).Mais si deg(P) = p = q = deg(Q)alors max(p, q) = q = q et Amax (p,q) + Pmax p,q) = % + bp- Sl ap + b =0
alors deg(P + Q) < deg(P) = deg(Q) .Par contre, si a,, + b, # 0 alorsdeg(P + Q) = deg(P) = deg(Q)

et codom(P + Q) = codom(P) + codom(Q).

25 Généralisation : Soit Py, P,, ..., P, des éléments de K[X] et B4, .., fm des éléments de K.

o deg([IxL, Px) = Xix, deg (Py) etsi Py, Py, ..., By, sont tous non nuls, alors codom([ [y~ P) =
[T, codom(Py) -

o deg (XFL, BrPr) < max (deg(Py), ..., deg(Py)) et si pour tout k € {1,...,m — 1}, degP,, > degPy etf,, # 0

alors deg(X 1=, BrPx) = degPy, et codom(X}- Bk Pr) = Bmcodom(Py,).

26 Exemples importants:
deg((X — ™) =netsi B+ 0alorsdeg(B(X — )™ (X — )™ e (X — p)™) = Yoy M
De plus, codom((X —p)™) = 1etsi B # 0alorsdeg(B(X — py )" (X —p)™ ... (X — p,)™) = B.

26 Exemple : Soit P € K[X] et Q(X) = P(X + 1) — P(X). Déterminons le degré de Q en fonction de celui de P et le cas échéant son

coefficient dominant. On sait que : degP(X + 1) = degP X deg(X + 1) = degP . Donc, degQ < degP . De plus
codomP (X + 1) = codomP x codom(X + 1) = codomP . Donc, degQ < degP — 1.

SidegP =0alorsQ =0

SiP=Y7_,a,X* avecn = degP = 1alors

FBN
PX+1D) =Y oar(X+D*=a, X+ D"+ X+ D"+ RX) = ap X" +na, X" 1+a, X1+ TX)
de degré > deg
n-2

Donc, P(X+1)—P(X) =na, X" '+ LX) .DoncdegQ =n—1etcodomQ = na,.
de de:]?é_/sn—z
—oo  siP =0ou(Q =0 et leterme constant de P est nul)
27 Exercice : Montrer que :| deg(P o Q) = { 0 si Q= 0etleterme constant de P n'est pas nul
deg(P) x deg(Q) si P et Q sont non nuls

de degré

28 Déf Un polyndme P de K[X] est dit scindé (sur K ) lorsqu’il peut s’écrire comme un produit de polynémes de

K[X] dedegrél.

29 Remarque_: voici trois écritures sous forme scindée d’'un méme polynéme :
P = (alX + bl)(azx + bz) s (aSX + bS)

> = — — — > = — ny — nz — nr
o Tettant P=pX—-a)X —az).(X —ay) enregroupant P=pBX—p)™M& —px)™ . (X — pp)™r .
ay(#0) en facteur lesfacteurs
dans chaque contenant
parentheése le méme «

5. 'ensemble K, [X].

30 Def Soit n un entier naturel. On note K, [X] I'’ensemble des polynémes (a une indéterminée) a coefficient dans K

et de degré inférieur ou égalan .

31 Exemples : K,[X] est ’ensemble des polynémes constants.

K [X] = {aX + b /a,b scalaires} est|'’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 1.
32NB: K,[X] € K, 4+1[X]

D’apres ce qui précéde, on peut affirmer que :

33 Theo Tout polynéme de K, [X] s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de 1, X, X2, ..., X"

On dira que la famille (1, X, X2, ..., X™) est une base de K, [X].

34 notation : On note souvent E,, I'ensemble des fonctions polynomiales de R dans R de degré inferieur ou égal a n.

On a les mémes définitions et les mémes résultats sur les fonctions polynomiales associées.



Il Polyndmes dérivés

1. Définition, écriture et degré

35 Déf: Soit P = Y.P_ @, X* . Le polynome dérivé de P est: P = P' = ¥P_ ka, X1 = Y27 (ke + 1)ag, X"
On définit alors les polynomes dérivés successifs :

par convention , P(®) = P est le polynéme dérivé 0°™€ de P

Et Vj € N*,PU) = (PU=D)’ est le polyndme dérivé j¢™e de P.

36 Conséquence: on retrouve les formules de dérivation des fonctions polynomiales. Autrement dit, pour tout entier

naturel j, P = PU). On a aussi les mémes régles de calcul :

37 Régles de calcul Soit j un entier naturel, @, 8,y des scalaires et P et Q des polynémes .
(BP +yQ)YD) = gPU) 4+ yQW)
PQWV) = Z] ( )P(l)QU D (Leibniz)

(PoQ) =Q x(P'Q)
(Po(X—a)V =PUX - a)

m ! n m

[12) =271 ]~

j=1 i=1 j=1
J#i

O0sij>k

38 Prop : Pour tous entiers naturels k et j ,(Xk)(]) =1 k! xk-J sij<k

(k=j)!

39 Prop : Pour tout entier naturel j et tout polynéme P = Zi:o ap X",

0 Osij>p
PY) =
{zl k(k )'Xk]Sl_]<p

40 Prop : si P est non nul alors,

MY — —0 sij > deg (P)
deg(P?) {deg(P) —j  sij <deg(P)

deg(P)!

i ) = <8
et sij < deg(P) alors codom(PY)) = et

codom(P).

Démo : Soit P = Zgi’%(p) a,X*un polyndme non nul et j € N.
0 sij > deg (P)

.. M) = — ..
M _yk-J gij < deg (P) Dong, si j > deg(P) alors deg(P ) oo, Par contre, sij <

D’aprés ce qui précéde, PU) = {Zdeg ®,
(k 1)'

# 0, on peut affirmer que deg(P(f)) =deg(P)—jet codom(P(j)) = _des(®)!

m COdOTI’l(P).

deg (P)!
deg (P), alors comme Ggeg (p) Tog )1

41 Théo : Soit P = YF_, axX* un polynéme.

p (k)
P lj'(O) t P= Zp 12 (0)

Alors, Vj €N, Xk

Démo : Le résultat est évident avec un polynéme P nul. Soit P = Zdeg ® a,X*un polynéme non nul et j € N.
051]>deg(P) Osij>deg(P)

pU)
X*J sij < deg(P) Donc, vt € K, PY(1) = Zdeg P g th=J sij < deg(P)"

D’apreés la prop39, PU) = {Zdeg ® 4

(k 1)' (k 1)’
0=0xjl=a; xj! sij>deg(P)
En particulier, P9 (0) = dez () » =0 = a;j!. Ainsi, a; = 1(0) valable pour tout j € N.
e i
Yo g kmo"]—ajmoo—aﬂ sij<k

de () P“) PP

Il s’en suitque P = Z 7 X

42 Exemple : Soit P € R[X] non nul de degrén et Q = (X2 + 1)P"" — 6P . Déterminons le degré de Q et le cas échéant son
coefficient dominant .

On sait que :deg((X2 + 1)P") =2+ degP" =degP = deg(—6P) . DoncdegQ < degP.




De plus, codom((X2 + 1)P") = codom(P"") = n(n — 1)codom(P) et codom(—6P) = —6codom(P). On a deux cas :
Sin(ln—1) —6 # 0ien # 3alorsdegQ = degP = n et codom(Q) = (n(n—1) — 6)codom(P)

Sin(n—1)—6 =0ien = 3alorsdegQ < degP.Posons P = a + bX + cX? + dX3.

Alors P = 2c + 6dX et Q = (X? + 1)(2c + 6dX) — 6(a + bX + cX? + dX3) = (2c — 6a) + (6d — 6b)X — 4cX?).Donc, degQ =

2sic#0 —4csic#0
lsic=0etd#b _ 6d—6bsic=0etd#Db
Osic=0,d=beta¢0etmd0m(Q)_ 2c—6asic=0,d=beta+0
—ocosic=0=a,d=b n'existepassic=0=a etd=>b

2. Formule de Taylor pour les polyndmes

p(k)(a)
k!
I'unique maniére d’écrire P comme combinaison linéaire des polynémes 1,X — a, (X — a)?, ..., (X —a)™.

43 Théo : Soit P un élément de K,[X] et a un élément de K . Alors, P = }}_, (X — a)¥et cette écriture est

On dira que la famille (1, X — a, (X — a)?, ..., (X — @)™) est une base de K, [X].

Démo : Soit P un élément de K,,[X] non nul et a un élément de K.

50(0) . ;
Existence ; Posons Q = P o (X 4+ a) = P(X + a). Alors d’aprés le théo 41, Q = Ziigo(Q)Qj—'(o)Xf.

De plus, degQ = degP X deg(X + &) = deg (P) < n.Donc Q = Z};o@ﬂ' carVj > deg(Q),Q% = 0.

Enfin, on montre par récurrence sur j que : Vj € N,QU) = PG o (X + a). Donc, Vj € N,vt € K, QU (t) = PO (t + a)Jl s’en suit
que : §U)(0) = PO (a). Et ainsi, Q = X, ﬁ(j}f“)'xi. AMlorsP = Qo (X —a) = Q(X —a) = ;.;0’3“;5“)'
est donc bien une combinaison linéaire des polyndmes 1, (X — a), (X — a)?, ..., (X — a)™.

Unicité : SiP = Z}‘:O bj(X — a)’= ;-‘:0 (X —a) alorsQ =P(X +a)= }‘:0 ij1=Z}‘:0 cjX’ et par unicité des coefficients d’'un
polynéme, Vj, b; = ¢;. D’ol I'unicité de I'écriture.

(X — a)’. Le polynéme P

44 Corollaire

e Sideux polyndmes ont toutes leurs dérivées successives qui prennent les mémes valeurs en un scalaire « alors
ces polyndmes sont égaux .

e Le polyndme nul est le seul polyndme dont toutes les dérivées successives s'annulent en a. Sideg (P) < netil
existe unréel a tq: P(a) = PM(a) =..= P™(a) = 0 alors P est le polynéme nul.

45 Exemple :_Les polyndmes P vérifiant : P'(2) = 2P™(2) sont tous les polyndmes de la forme ag + a; (X — 2) + a, (X — 2)% +

a;(X —2)%+ % X —2)*+as(X — 2)°+..+a,(X —2)" oun € Net ay,a,,a,,as,4as, .., a, des scalaires .




