V Factorisation en produit de facteurs irréductibles

1. Théoréeme de d’Alembert-Gauf3

Démo hors programme

78 Exemple : Trouver tous les P polyndmes de K[X] tels que P(X + 1) = P(X).

Ou bien P est constant alors P(X + 1) = P(X).

Ou bien P est non constant alors P a au moins une racine complexe notée « (théo 77). Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X).
Alors, Vz € C,P(2) = P(z + 1). En particulier pourz = a,0ona: 0 =P(a) = P(a + 1). Donc a + 1 est racine de P. Puis
pourz=a+1,0ona:0=>P(a+1)=P(a+2).Donc, Donca + 2 est racine de P. Puis pour z = & + 2, (...). On montre ainsi que Yk €
N, a + k est racine de P (recurrence !). Donc P a une infinité de racines ce qui implique que P = 0 et ce qui contredit P non constant.
J’en déduis que P(X + 1) # P(X) dans le cas ou P n’est pas constant.

Ainsi, les polyndmes P de K[X] tels que P(X + 1) = P(X) sont les polyndmes constants.

2. Factorisation d’un polyndme de C[X] en produit de facteurs irréductibles de C[X] .

79 Théo : Seuls les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans C[X] .

Démo Rappel : un polyndme irréductible est un polyndme non constant n’admettant comme diviseurs que les polynédmes constants
ou ses associés. Soit P un polyndme de C[X] de degré supérieur a 2. Alors P a une racine complexe a et il existe donc un
polynéme dans C[X] tel que: P(X) = (X — a)Q(X). Alors deg(Q) = deg(P) — 1.Donc deg(P) > deg(Q) = 1 donc Q est un
diviseur de P, non constant et non associé a P. Ainsi, P n’est pas irréductible.

80 Théo : Tout polynéme de C[X] non constant est scindé sur C et sa forme scindée est unique.

Autrement dit, pour tout P de C[X] non constant, il existe un unique entier naturel non nul s, une unique famille de

s nombres complexes distincts a;, ..., @5 et une unique famille de s entiers naturels non nuls m,, ..., m, tels que : P =
S

codom(P) [T, (X — o)™ .

Démo : Existence : Soit H(n): « si P € C[X] et degP = n alors P est scindé sur C »

Initialisation : pourn = 1, c’est évident.

Propagation : Soit n € N*. Je suppose que H(n) est vraie. P € C[X] et degP = n + 1 alors P a une racine complexe a (théo 77)et il
existe donc un polynéme dans C[X] telque: P(X) = (X — a)Q(X).Alorsdeg(Q) = deg(P) — 1 = n. Donc par hypothése de
récurrence Q est scindé sur Ci.e. Q est le produit de polynémes de degré 1. Par conséquent, P est aussi le produit de polynémes de
degré 1. CCL: Vn = 1, H(n) vraie.

Unicité : Si P = B[i=1(X — @)™k avecay, ..., a; complexes distincts, my, ..., mg entiers naturels non nuls et 8 complexe non nul
alors B = codom(P) (unique car coeff de P) et a;, ..., agsont les seules racines de P et sont de multiplicité respective my, ..., mg
(unicité de la multiplicité car unicité du plus petit entier k tel que P () # 0). Donc la forme scindée est unique ( a I'ordre des
facteurs pres).

81 Conséquencel Tout polyndme de C[X] non nul a un nombre de racines comptées avec leur multiplicité égal a son degré.

82 Conséquence2 Soit P et Q deux polyndmes non nuls.
P = (Q sietssi P et Q ontexactement les mémes racines complexes avec la méme multiplicité et les mémes coefficients

dominants.

83 Exemple CLASSIQUE : Soit P = 3X° - 10X* + 15X3 - 15X*+ 10X — 3. Trouver la forme scindée de P surC.
Tout d’abord, je remarque que P(1) = 0 i.e. 1 est racine de P. Cherchons la multiplicité de 1 dans P :
P’ =15X* - 40X% + 45X?- 30X + 10donc P'(1) =0
P" = 60X3 - 120X? + 90X - 30 donc P""(1) =0 Jen déduis que 1 est racine triple de P.
P =180X? - 240X + 90donc P"'(1) # 0.
Donc, il existe Q € R[X] tel que P(X) = (X — 1)3Q(X) et Q est le quotient la division euclidienne de P par(X — 1)3.Posons cette
division : 3X5 - 10X* + 15X3 - 15X?+ 10X — 3 3 -3X2+3X-1.
3X5 —9X* +9Xx3 — 32 3X2-X+3
-X* + 6X°-12X*+ 10X — 3
—X*+3X3-3X*+X.
3X3-9X2+9X -3
3X3-9X?2+9x-3

0
Donc, P(X) = (X — 1)3(3X%2 — X + 3).De plus, @et %‘sont les deux racines de Q et

Q(X) = 3(X — X555 (g2 pjnsi, P(X) = 3(X — 1)3 (X — 20055 (x 20 .




3. Factorisation d’un polyndme de R[X] en produit de facteurs irréductibles de R[X].

84 Théo: Soit-, w € Cetm € N.

w est une racine de P d’ordre de multiplicité (ou au moins) m
sietssi @ est une racine de P d’ordre de multiplicité (ou au moins) m.

Démo : Si P est nul alors le résultat est évident.
Soit P un polyndme non nul a coefficients réels tel que P(X) = Y.¢_, a; X* tq ay, a;,..,a, réelset ay # 0.
1) westuneracinedeP < P(w) =0 i o' =0 & 3l g0 =0 & Y4 Tewk =0
carﬁ:z’z’
z+z'=7+z7'
e >¢_,a,0" =0 e P(@) = 0= @ est une racine de P.
car les ay nsont réels

2) w est une racine de P d’ordre de multiplicité m< w est une racine de P, P’,.., P(™ ™ mais pas deP(™,

o @ est une racine de P, P’, .., P~ D mais pas de P(™.

—
j'applique 1) a p,p’,,p(M)
qui sont tous a coef f. réels..

<@ est une racine de P d’ordre de multiplicité m.
85 Exemple CLASSIQUE : Déterminons tous les entiers naturelsm non nulstq: B = (X2 + X + 1)*diviseP = (1 + X)" — X" — 1.
B=(X?*+X+1)%= (X —)?(X —j?)? .Donc,
B divise P & lesracines de B sont racines de P avec une multplicité dans P au moins égale a celle dans B
& jet j2(=]) sont racines de P de multplicité au moins 2 .

s J estracine de P de multplicité aumoins 2. 2% W
o . j=e'zetji=e"3=7]
car P est a coef réels (théo 84)
PN p'(]) — P’r(]) =0 1,j et j2sont les racines 3émes de l'unité.
{ A+)"—j"—1=0 j et j? sont les racines de 1 + X + X?
\n— n— 1+j+j2=0
n-1 _ n-1 _
n(1+)) n 0 Vi € N, j3k = 1,j3k+1 = j, j3+2 = 2,

{(—J’Z)” —Jj"=1=0()
=3 .
(="t ="t =0(2)
or, équation(Z) = (_jZ)n—l _jn—l =0 (_1)n—1j2(n—1) _jn—l =0 (_l)n—lj(n—l) —1=0 <=>j(n—l) — (_1)n—1
1 sin impair
o jn-D = {—1 sinpair © nimpairet j™ D =1
impossible.
< nimpair et n — 1 est un multiple de 3

& ilexiste k et p entiersnaturelstq:n =2k +letn=3p+1.
<3IpeN/n=6p+1.
Soit p € N et n = 6p + 1. Regardons si I'autre équation(1) est vérifiée:
(D" — jn —1 = (—j2)6PF1 — jOp+l _ ] — _j12p+2 _ jop+l _ 1 — _j12p;2 _ j6pj _ = —j? —j—1=0. 0K!
VkeN73k=1
Donc les solutions de notre probléme sont tous les entiers de la forme 6p + 1 tels que p € N.

86 Conséquences: 1. Tout polyndme non nul a coefficients réels possede un nombre pair de racines complexes non réelles.
2. Tout polynéme réel de degré impair a au moins une racine réelle.

Démo : 1. Soit P un polyndme non nul a coefficients réels. Qu bien P a zéro (nombre pair) racine complexe non réelle. Qu bien P a

un nombre n non nul de racines complexes non réelles. Parmi ces n racines complexes non réelles, on compte une racine et sa

racine conjuguée qui ont la méme multiplicité dans P. Notons w4, w,, ..., , les racines complexes non réelles distinctes avec partie

imaginaire positive. Alors, @4, @5, ..., @, sont les racines complexes non réelles avec partie imaginaire négative. Donc, wy, Wy, ..., W,

, Wy, W, ..., W, sont toutes les racines complexes non réelles et distinctes de P.Donc P a exactement %C racines complexes
entier pair

non réelles distinctes. De plus, dans P, w, et @, ont la méme multiplicité p,, idem pour w,,..,w,.Donc, p; +..+p, + p; +..4p, =

2(X7=1 p:) est le nombre de racines complexes non réelles de P comptées avec leur multiplicité. OK !

“entier pair

2. Soit P un polyndme a coefficients réels de degré 2n + 1. Alors P non nul et P a 2n + 1 racines complexes dont 2p racines

complexes non réelles. P a donc 2n + 1 — (2p) racines réelles. Or, 2n + 1 — 2p > 0. Donc P a au moins une racine réelle.

87 Théoréme:

1. Les polynémes irréductibles dans R[X] sont les polynémes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 a discriminant strictement
négatif.

2. Tout polynéme de R[X] non constant se factorise de maniére unigue en produit de facteurs irréductibles de R[X].

Plus précisément , pour tout P de R[X] non constant, il existe deux uniques entiers naturels non tous nuls r et s, une unique

famille de s nombres réels distincts a;, ..., @, , une unique famille de r couples de réels (by,c;), ..., (b;, ¢,) et une unique famille
de s + r entiers naturels non nuls my, ..., mg ,p;, ..., p, tels que:




P = codom(P) Fe1 (X — o )™ T (X% + b X + )Pk | et pour tout k € {1, ...,7},b> — 4, <0

facteurs avec les racines réelles facteurs avec les racines
complexes conjuguées

Démo : 1) On sait déja que les polynémes de degré 1 sont irréductibles. Soit P un polyndme a coefficients réels tq deg(P) = 2. Alors
P est aussi dans C[X]. Donc P a un racine complexe notée a.

Ou bien a € R. Dans ce cas, (X — a) est un diviseur de P dans R[X] qui n’est ni constant ni associé de P (puisque les associés de P
ont le méme degré que P). Donc P n’est pas irréductible dans R[X].En particulier, les polynémes de degré 2 a discriminant positif ne
sont pas irréductibles.

Ou bien @ € C\R. Et dans ce cas, @ es aussi racine de P. Par conséquent, B= (X —a)(X —a@) = X?— (a+ )X + aa = X? —
2Re(a)X + |a|? divise P.

SidegP > 2 alors deg(P) > deg(B) et par conséquent B n’est pas associé a P (ni constant) donc P n’est pas irréductible.

SidegP = 2 i.e. P est de degré 2 a discriminant strictement négatif et a et & sont les seules racines de P (**). Imaginons un instant
que P admette un diviseur dans R[X] non constant et non associé. Ce diviseur est donc nécessairement de degré 1 i.e. de la forme

A=aX+b=a (X + Z) oua et b réels et a non nuls. Un tel facteur contient donc une racine réelle de A et donc P qui est —S ce

qui est impossible d’ apres(*x); donc P est irréductible.

Ainsi, Les polyndmes irréductibles dans R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 a discriminant strictement

négatif.

2) Soit P un polyndme a coefficients réels non constant de degré d. Alors P est exactement d racines complexes comptées avec
leur multiplicité : s racines réelles distinctes a4, .., g de multiplicité m,,.., m, et 2r racines complexes non réelles distinctes
W1,..,Ws, Dq,.., 0 de multiplicité py, .., ps. Alors la forme scindée de P dans C[X] est :

P(X) = codom(P)[[Tk=1(X — @)™ ][TT=1(X — wi)P*(X — @} )P*] .

p
or,X—w)PX - =(X-)X—a)P= (XZ —(w+o)X+ Qg)

=2Re(w) =lwl?

polynome iréductible dans R[X]
P(X) = codom(P)[[Tj=1(X — a,)™][[Tic=1(X* — 2Re(w;)X + |w; |*)P¥]
Et cette écriture est unique car la forme scindée sur C de P est unique.

88NB: deg(P) = Xp_ymy + 2 25— Py

En pratique : comment factoriser un polynéme en produit de facteurs irréductibles
89 Dans C[X]: Soit P € C[X] non constant. Alors la forme scindée de P est I'écriture de P comme produit de facteurs

irréductibles de R[X]. Pour trouver la forme scindée de P, il suffit :

1)

2)

3)

de trouver soit toutes les racines complexes de P en résolvant I'équation P(z) = 0 d’'inconnue z complexe
soit d’en trouver quelques-unes évidentes (mais alors je n’ai peut-&tre pas toutes les racines de P).

d’étudier leur multiplicité dans P :
Ou bien deg(P) =nbre de racines distinctes trouvées. Alors toutes les racines sont simples et

= codom(P) Hdeg P(x - a).
Ou bien deg(P) >nbre de racines distinctes trouvées. Je cherche alors a savoir quelles sont les racines multiples en
calculant P'(ay.) , P"'(ay), ..... On compte, & nouveau, les racines mais cette fois avec leur multiplicité et on compare
avec deg(P). Si deg(P) est égal a ce nombre alors je peux factoriser P sous forme scindée.
Dans le cas ou je n’ai trouvé que quelques racines évidentes de P, il faut chercher leur multiplicité exacte dans P,
factoriser par le facteur correspondant et chercher les racines de I'autre facteur......
Ecrire la forme scindée sans oublier le coefficient dominant de P.

x\" x\"
89 Exemple : Soit n € N*. Factorisons sous forme scindée dans C[X] le polynéme P, = (1 + Z) - (1 - ;) .
Cherchons les racines complexes de P, : Soit z complexe. P(n) # 0. Prenons z # n.
— Z\" Z\" n+z\" n+z
Pn(z)=0<:)(1+—) —(1——) —0@( ) (1—;) ﬁl(n—z) =14:>n_z

est une racine niéme de l'unité.

km 2ikm 2ikm
P(z)=0o3ke [[On—1]]/"—+z= 2 eake [Oon—1]/z( 1+en )=n(en —1).
s'annule pour
npair et k=2
2
2ikn
Ou bien n impair. Alors, P,(z) =0 3k € [0,n — 1] /z = ns nz;al, =iXnXtan (k ) Les racines de P, sont les imaginaires purs :
1+e n

ixnxtan(~—=)tqk € [0,n — 1].Or tan est injective que [0, 7]]\{/2} et € [0,7]\{n/2} quand k € [0,n — 1].Donc P, an
q n

[0,
racines distinctes. Or deg(P) < max( deg (1 + ;) eg (1 ) ) = n. Jen déduis que deg(P,) = n et ses racines sont toutes
X

simples et codomP, = codom (1 + %)n — codom (1 - n>n = (l>n - (— l)n = nz—n JAinsi, P, = %Hﬁ;é(X —iXnXtan %n).

n n



2ikm

Ou bien n pair Alors, 1+ e » = 0pourk =— Par conséquent, P,(z) = 0= 3k € [0,n — 1]\{n/2}/z=ixn X tan( ) Donc P,
an — 1 racines distinctes qui les imaginaires purs : i X n X tan( ) tqk € [0,n — 1]\{n/2}.
x\" x\" n 1, J—.
De plus, deg (1 + ;) =netcodom (1 + Z) = n—" etdeg (1 - ;) =netcodom (1 - ;) = (—1/n)"m;n —wJen déduis que :
pair
n—-1
degP, < n.De plus le coefficient du terme de degré n—1est 2n (l) # 0. DoncdegP, = n— 1 et codomP, = 2(1/n)"* 2. Du

coup, lesn — 1 racines sont toutes simples et P, = i H (X —ixXxnx tan—)
k=2

90 Dans R[X] . Soit P € R[X]non constant. Donc P € C[X] et P est scindé sur C. Pour écrire P comme produit de facteurs
irréductibles de R[X] , il suffit :

1)
2)
3)

D’écrire P sous forme scindée dans C[X] avec la méthode précédente.
D’isoler les facteurs avec racines réelles (polyndmes de degré 1 irréductibles dans R[X]).
De regrouper 2 a 2 les facteurs avec racines complexes conjuguées, afin de faire apparaitre les polynémes de degré 2 a

P

coefficients réels et irréductibles :(X — a)?(X —a@)? = (X —a)(X — @))? = (XZ —(a+a)X + a&) .
— Nt
2Re(a) |al?

polyndéme iréductible

90 Exemple : parfois on parvient a factoriser P sans chercher les racines ...
P=1+X2+X*=(X2- K> -j?) = (X —eiz) (X+ei§) X = DX+

la factorisation de P dans C[X]

p= (x— o) (+e5) <X+e]f;) (e =[-8 - ) ) )]

T
P =|[x? —2cos(§>X+ 1] [x2 +2cos(§)X+ 1] = EP=X+1X°+X+1]
la factorisation de P dans R[X
en produit de facteurs irréductibles]

92 Exemple Revenonsa P, = (1 + %)n — (1 — f)nL

n

- . — . k
Sin impair alors PB,a une racine réelle i X n X tan—7T = 0 pour k = 0.
n-1
. k - . k
= —XH X —ixnx tan—)— X]_[k X —ixnx tan;n) H’;_(lnﬂ)(X —ixnx tanf)

2
(n 1)

= —XH 1(X—L><n><tan—)]_[ (X—ixnxtan(@)) chgtd’indicek=n—p

= AT (- owion (5) o)

B, = %XHE(X—anxtan(:—”)) (X+i><n><tanl‘;—ﬂ).

n—1
B, %X I1.2, (X + n? x tan® (I;—ﬂ)) . Décomposition de P, en produit de facteurs irréductibles de R[X]-
Sin Qair alors P, a uneracine réellei X n X tank—7T =0pourk=0et

P, = == 2X]_[ X —ixnx tan—) Avec les mémes calculs, on obtient :
kexs

P, =

,2(=1(X + n? X tan® kn—ﬂ). Décomposition deP, en produit de facteurs irréductibles de R[X].

93 Exemple important: Factorisons X™ — 1 en produit de facteurs irréductibles de R[X] . X™ — 1 admet les n racines
ni®mes de |'unité comme racine Comme deg (X™ — 1) = n, ces racines sont toutes simples et

—1=1x[I}: (X — e n )factorlsatlon sous forme scindée dans C[X].

n

Sin pair alors X™ — 1 a deux racines réelles qui sont : 1 (pour k = 0)et—1 (k = E) et
n-1 .
n_1= (X—l)(X+1)1_[(X—el " )
k=1

n
k:E
n_q ;2km 1 ;2km
n — 2 —
—_ = - —_ n - n
X"—-1=X-DX+DI_ [ X e 1‘[](__+1 el
de partie de partie

imaginaire positive imaginaire négative

L iZk_” _i2k_"
X"—1=(X—1)(X+1)H]2(=1<X—e n )(X—e n )



X —1=(—-1) &+ DIE, (x2 - 2cos(2T)x +1
Q(X)

v

. dans R[X]....

Sin impair alors X™ — 1 a une seule racine réelles et

no1= - DI (x - eiZkT"> = - D&+ DI, (x - eiMT") e (X - e%)_

2

Xn—1=X-1) H:i (X2 — 2cos (”‘")X + 1).
o)

Enfin, X" — 1 = (X—1)<1+X+X2 +---+X”‘1> = X - 1D.
forr\-r’-l‘ule T(X) P
de factorisation

d'apérsce qui précéde

Donc, (X — D[T(X) — Q(X)] = 0. Comme R[X] est intégre et X — 1 n' est pas la polyndme nul, nécessairement

T(X)-QX)=0.

2k X+1) HE: ( -2 cos( )X + 1) si n pair

Jeconclusque: (1+ X+ X2+ -+ X" ) =[[li(X—e"n ) =

94 Cas des polynémes réels réciproques : Un polynéme P = Y.7_) a, X* réel et de degré n est dit réciproque lorsque :
P(z)

vk, a,_, = a (ce qui revient a dire que pour tout cpxe z non nul, P ( )
Exemple: P=5+2X —7X?—7X3 + 2X* + 5X°5.
On remarque alors que :
e sinestimpairalors —1 estracinede P, onaalors P = (X + 1)Q avec degQ pair et Q réciproque.
e Sizestracinede P anrsi I'est aussi.

... (@ prouver!)).

Pour déterminer les racines complexes non nulles et non évidentes d’un polyndme réciproque P de degré pair,

_ 1 L= . . P . . n
on posew = z + - eton obtient: P(z) =0 (%) sietssi T(w) =0 (**)ouT polynomiale de degré >
en mettant
z/2 en facteur

. . , 1 ,
On résout (**) (on trouve les valeurs de w) puis on résoutw = z + ~ pour chaque valeur trouvée de w.

95 Exemple : Factorisons P(X) = 1 + 2X — X? + 2X3 + X* en produit de facteurs irréductibles de R[X].
Cherchons tout d’abord les racines complexes de P_. P(0) # 0. Soit z € C\{0} et posons w = z + i

1 1
P(2)=1+2z-7"+22°+ 2" =07 z2+Z—2+2 z+—|=1]=0
A\
eWr-2)+2w—-1=0
esw?+2w—-3=0

Sw=1louw=-3

1 1
©oz+-=1ouz+-=-3
z z
©z2—z+1=00uz?+3z+1=0
-3-v5 -3+V5
ouz= .
2 2

P a 4 racines distinctes et degP=4
donc ces racines sont toutes simples

Ainsi, P = (X + )X +72) (X +220) (x +228) = o2 - x + 1 (X +220) (x +225),

©z=—jouz=—j%ouz=

la factorisation de P dans C[X] la factorisation de P dans R[X]
en porduit de fecteurs irréductibles en produit de facteurs irréductibles .
N " . -3- x/— -3+V5 _ coeff de X3
Controdle gualité : somme des racines de P=—j — j2 + + =1-3=-2=__QffdeX |
2 5.;{ coeff dominant

Produit des racines de P=( ])(—]2)( = \/—)( 3:\/_) =1= (— )

4 coeff constant

coeff dominant

HE (X2 — 2cos (ZRN)X + 1) si n impair



1)
2)
3)
4)
5)

VI Décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles réelles.

96 Déf. : Une fonction rationnelle réelle est un quotient de fonctions polynémiales réelles.
. A . . o . ) . .
Soit F = - une fonction rationnelle. F est dite irréductible lorsque A et B n’ont aucun facteur irréductible commun.

97 Déf. : Soit F = % une fonction rationnelle. La partie entiére E de F est la fonction quotient de la division euclidienne de A par

B .Onaalors: F=E + % avec degR < degB et R est fonction reste de la division euclidienne de A par B.

(o]
G

98 Décomposition en éléments simplesde G : Soit% un représentant irréductible de G.
Alors Vx € R, B(x) = codom(B)[[[5-1(x — a, )™ ][I Th_1(x? + bpx + ¢ )Pk]

e Chaque facteur de la forme (x — @)™ donne m éléments simples de la forme (xf;)l (dits de premiére espéce)

).

1 _a b c d e f
(x+1)%(x-3)*  (x+1)  (x+1)? | (x-3)  (x-3)2 @ (x-3)3 = (x-3)*

oul€e{l,..,m}ety € R. (Exemple:

(1 . s . . X
e Chaque facteur (x? + bx + ¢)P donne p éléments simples de la forme #ffdl (dits de deuxieme espéce)
N 2 1 a b [4 ux+v sx+t qx+r
oul €{l,..,p}et (a,B) € R (Exemple: ey o o Vo Ve Yo + o)
. _ R _ ( Yik ) ( Sk x+Bik )
On obtient alors |Vx € Dy, G(x) = o _ Xk a)] (e ibprred)]
e
lere 2éme
expression expression
de G de G
_ Yik O X+Pik )
et|F(x) = E(x) +( 121 1 (x—ay )l) ( Zl 1 (x24bpx+cy)}

99 Remarque : le nombre de réels y, 3,6 a déterminer est égal a deg (B).

100 En pratique :

On détermine E et R en effectuant la division euclidienne de A par B ou en « bidouillant » (Cf. méthode pour le calcul intégral).
On factorise B dans R[X] .

On cherche les racines communes de R et B et on simplifie G = R/B

On écrit la forme générale de la décomposition en éléments simples de G .

On détermine les valeurs des coefficients y;;, 6y, By par diverses méthodes :

a) Calculer lim (x — a;, )™ G (x) avec les deux expressions de G.

b) Calculer llm xG (x) avec les deux expressions de G.

xX—+00

c) Attribuer a x une valeur particuliére autorisée dans D = D;;.
d) Mettre sur le méme dénominateur dans les deux expressions et identifier les numérateurs donc leurs coefficients pour

obtenir un systeme linéaire.
x5-3x*+x3+5x
x*=3x3+x2+4 "
Jepose A(x) = x% —3x* +x3 +5xetB(x) = x* —3x3 +x2 + 4.
1) JVeffectue la division euclidienne de 4 par B et je trouve : A(x) = xB(x) + x. Donc, F(x) = x + ﬁ'
G(x)
2) Je factorise B en produit de facteurs irréductibles de R[X]. Je remarque que B(2) = 0. De plus, B’(2) = 0. Donc (x — 2)? divise

101 Exemple : Décomposons en éléments simples F (x) =

B(x). En posant la division euclidienne, j obtiens : B(x) = (xz +x+ 1w (x—2)%
L TAT 2
A<O0dc
irréductible
dans R[X].
silexiste a,b,cetd réelstelsque:Vx # 2,
N
4 réesl car deg(B)=4

X

3) Jécris la décomposition théorigue de G(x) vy

G(x) — x — a b cx+d

(x2+x+1)(x—2)? x-2 (x-2)%  xZ+x+1
4) Je détermine les valeurs de a,b,cetd:
b= llm(x —-2)%G(x) = 11m =2

52 (x2+x+1) 7"

_ _ JGP-2?  _ jU*-447 +4) _ JU+a(+)+4) _ 5j°48j _ —5(1+))+8j _ —5+3j
otd= L‘L“,(x +x+16() = (j—2)2 T (-2)2(%-2)2 | «F| 49 TR 49 T 49
—5+3 —1+L£ -
c(—l + iﬁ) +d= ¥ Dong, en identifiant parties réelles et imaginaires, ¢ = —et d—S==2_13% donc,d = =
49 27 49 249 49
x? 3
Enfin,a + ¢ = 11m xG(x) = l_1)+wm =0. Donc,a = ~ 5
5) Conclu5|on F(x) =x——>1 42 1 L 3x=3

49x-2 7 (x=2)2  49x2+x+1’




102 Deux applications : calcul intégral et calcul de somme.

103 Exemple : Calculons | = fo mdx .

1) Décomposons l'intégrande G (x) en éléments simples. deg(numérateur de G(x)) < deg(dénominateur de G(x)) . Doncla

partie entiére de cette fraction G (x) est nulle. Alors Il existe a, b, c, @, 8, y, § réels uniques tels que : pour tout complexe x

R 1 . _ 1 _a b c ax+f yx+68
distinct de —1, ¢ et l'G(x)_(x+1)3(x2+1)2_x+1 (e+1)? T (e41)3 1 x2+1 0 (x241)2°

_ 3 - 1 _1
e = 11m (x +1)°G(x) = im =3
2 1 _ 1 _ 1 _ 11 (2 N=_1_1; —5=_1
e yi+é= hm(x +1) G(x) =lim, 5 = @ _(\/Eei%>3 =,5¢ * _zﬁ( 2)(1+1) =—,—,iDy=86=—7.
e a+ta= 11m xG(x) _XLIHOW =0.Donc, a+a = 0.
_ 1 _ ax 2+a-ax?-ax+pBx+p b c yx+8 _ —ax+Bx+f+a b c Yx+6
Done, G(x) = (x+1)3(x2+1)2 (x+1)(x2+1) + (x+1)2 + (x+1)3 + (24+41)2 T (D) (x2+1) 0 (x+1)? 0 (x+1D3 0 (x2+1)?

e —a+pB+b= 11m xG(x)—ll = 0.Donc, —a+f+b=0.

1(x+1)3(x +1)2
. G(O)=1=a+b+c+ﬁ+6.Donc,a+b+ﬁ=1—%+%=1.

o G =2=2424424F Y% ponc,i=4a+2b+c+4a+4f+2y+25etda+2b+4a+4f=2-2+1=1
32 2 4 8 2 2 4 4 4 4 4

On obtient le systeme :

a=-—-. a=-—1 1
a+a=0. a+a=0. at+a=0. 2 2'1 1z'
—a+f+b=0  J-a+f+b=0  |-atf+b=0 B+b=3 do ABtb=5,.] b=;
a+b+p=1 "la+b+p=1 " Za=1 " -1 T _1 1
4a+2b+4a+4B=1. 2b+48 = 1. b+28=". 2 a=3 a=3
b+2p=1. B=0 B =0.
insi -+ _1tr 1 1 11 1 x 1 x4l
Ainsi, G(x) = (x+1)3(x2+1)* ~ 2x+1 *2 (x+1)? + 4(x+1)3  2x%241 4 (x241)%°
, o 111 11 1 101 1 ln(2)__
2) IntégronsG .Ona: [ = [zln(l +x) 2Tex s iRy ln(x +1+ 2+1] 0 GErD)? . e
=]
_ _ rlx?+1-x? _ 11X 1 2x
EtJ=J, G dx = N Gz X = Jo =3 Gy 4% = Arctan(1) — Arctan(0) f va)_(xzﬂ)—z dx
u’(x)
_r_1 T, 1 =T41
E " {(x2+1)] fo (x2+1)d }— + (Arctan(l) Arctan(0) =+
Al ‘I_ln(2)+ 1(n+1)_ln(2)+7 T
MSLEE T T Ta\8 Y T e T2 32

104 Exemple : Montrer que la série de terme général u,, = converge et déterminer sa somme.

1
n2(n+1)

1 - 1 - . ‘s _
e Vnu,=0:et Up~ 5 Or la série de terme général s est une série de Riemann convergente . Donc la série de terme général

est convergente.

n2(n+1)
1 1, 1
e Deplus,Sy = - = I
p N n 1n2(n+1) ) - Zn—l n ' n+1  n2? Zn 1, +Zn 1n+1+2n 152
décompo express en
éléments simples
_ N N+11 _ N 1 . _ n? ‘. i
Sy = —Xn=1 +Z +Zn 1z2=" 1 +m+2"=1ﬁ' Donc, 1\11_131oo Sy=-1+ - - bonc la série de terme général u,est

T[Z
convergente et sa somme Yt u, =—-1+ PE



