Séance du jeudi 21 mars (fin). Cours chapitre « POLYNOMES » suite.

Ill Divisibilité

1. Définition

46 Déf Soit A et B deux polyndmes de K[X].
On dit que B divise 4 (dans K[X]) lorsqu’ il existe un polynéme Q (de K[X]) tel que: A = BQ.

47 Rques: - Tout polyndme divise 0, 0 ne divise que 0 .

e Les polyndmes constants non nuls divisent tout polyndme. Tout polyndme P est divisible par tout polyndme BP tels
que B € K*. Ces polynémes SP tels que B # 0 sont appelés les polynémes associés de P.
e SiBdivise A non nul alors deg(B) < deg(4).

48 Exemples
1) Laformule de factorisation assure que Ym € N*,V(4, B) € K[X]?, A — B divise A™ — B™.
2) X?+ X +1etX — 1divise X3 — 1 dans R[X] (d’aprés la formule de factorisation 16 ) et X — j, X — j, X — 1 divisent X3 — 1 dans

CIX]. X —i et X + i divisent X2 + 1 dans C[X].

49 Déf: Un polynéme P, non constant, est jirréductible lorsque ses seuls diviseurs dans K[X] sont les polynémes constants et ses
associés.

50 Théo : Tout polynéme de K[X] de degré 1 est irréductible dans K[X].

Démo : Soit A un polyndme de K[X] de degré 1 et B I'un de ses diviseurs dans K[X]. Alors il existe Q € K[X]tq: A = BQ.
Donc, 1 = deg(A) = deg(B) + deg(Q). Par conséquent,
ou bien deg(B) = 1etdeg(Q) =0etdanscecas,Q =B E€EK"etB = %A est associé a A.

ou bien deg(B) = 0 et deg(Q) = 1 etdans ce cas, B = 8 € K* polyndme constant.
Jen conclus que les diviseurs de A sont constants ou associés a A ce qui signifie que A est irréductible.

51 Déf-prop_: Un polynéme P est unitaire lorsque P non nul et codom(P) = 1.
Tout polyndme non nul a un polyndme associé unitaire.

Démo : Soit @ un polynéme non nul. Alors Q = a, X" + a,_; X" ' + -+ + agavec n = deg(Q)et donc a,, # 0.

Par conséquent, Q = a, (X” + % X4t Z—“) = a, P avec P unitaire. Alors P est un associé unitaire de Q.
n n

=P unitaire

2. Théoreme de la division euclidienne

52 Théoréme de la division euclidienne : Soit A et B deux éléments K[X] telsque B # 0.
Alors il existe un unigue polynéme Q et un unique polyndme R telsque: A = BQ + R et degR < degB.

Démo de 'unicité : Supposons qu’il existe Ry, R,, @1, @, polyndmes tels que :
A=BQ,+ R, =BQ,+R, etdeg(R,) < deg(B)et deg(R,) < deg(B).
Alors B(Q; — Q) = R, — Ry (*). Donc, deg(B) + deg(Q, — Q) = deg(R; — R;) < max(deg(R;),deg(R;)) < deg (B).
Par conséquent, deg(Q; — Q) < 0. Cela implique que deg(Q; — Q,) = —i.e. Q; — Q, = 0. Ainsi Q; = Q,.
Alors (*) donne R; — R, = 0. Ainsi R; = R,. D’ou I'unicité de Q et R s'ils existent....
Démo de I'existence : Qu bien B cst nonnuli.e. B =b € K*. Alors A = B X %A + 9 Alors Q et R conviennent.

o5 =R
Ou bien B non cst. Notonsp = deg(B) = 1et B = ZZ:O b X*avec b, # 0. Faisons une preuve par récurrence...
Posons H,, la propriété : « si A est un polynéme tel que deg(A) < n alors il existe deux polyndmes Q et R tels que deg (R) <
deg(B)etA=BQ+R»
Initialisation. soitn = 0. Soit A un polyndme tq deg(A) < 0 < deg(B).Donc, A = B X 9, +
Q

et Q et R ainsi définis vérifient les

ERES

propriétés souhaitées. J'en déduis que Hyvraie.

Propagation : soitn € N. Je suppose que H,est vraie et je vais montrer sous cette hypothése que H,,, est vraie. Je suppose donc
quedeg(A) <n+1.

Ou bien deg(A) < n alors H,, s’applique a A et je peux affirmer qu’il existe deux polynémes Q et R tels que deg (R) < deg(B)
etA=BQ+R

Ou bien deg(A) =n +1.Posons A = Yt i ap X" avec ayyq #0.0na: app X = by XP X aZ—;'l Xni-p,
On pose alors Q,, = % X1 Pet A, =A-Q,B.
p




Or, deg(Q,B) = deg(Q,) +deg(B) =n+1—p +p = deg(A4) et codom(Q,,B) = codom(Q,)codom(B) = a;—;lbp =Qpy =

codom(A).Donc, deg(4,) < deg(A) = deg (Q,B). Par conséquent deg(A4;) < n. Alors je peux appliquer H,au polynéme 4;. Il
existe donc deux polyndmes Q; et R; tels que deg (R,) < deg(B) et A; = BQ, + R,. Par conséquent, BQ; + R, = A—Q,B.

Il s’en suit que A = B(Q; + Q) + R, avec deg (R,) < deg(B) . Donc Q = Q; + Q,, et R = R conviennent.

Jen conclus que H,, = H,, ;4.

CCL : le théoréme de récurrence simple permet de conclure que : Vn € N, H,, vraie. Et par conséquent pour tout polyndme 4, il existe
deux polynémes Q et R tels que deg (R) < deg(B) et A = BQ + R. Et ces deux polynémes ont uniques d’apres ce qui précede.

53 En pratique. Cf vidéo... pour vous exercer :
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Alors,ona: 2X5 —3X* + X2 —4X + 1 = (3X2 —2X — 2) (3X3 “cx24ix+ i)+(—ﬂx + 9)
3 9 27 81 81 81

54Premier critére de divisibilité : B divise A si et ssi le reste de la division euclidienne de A par B est nul.




