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IV Racines d’un polynôme 

1. Définition, caractérisation

55 Déf : Soit  et  est une racine de  (dans ) lorsque  .
56 Rques: 
· le polynôme nul admet tous les scalaires comme racines. 
·  n’a pas de racines dans ℝ mais a deux racines dans ℂ qui sont  et.
· Si est scindé sur  i.e.  avec   , éléments dealors les racines de  dans sont les scalaires   .En effet,
 .
57 En pratique : Trouver les racines complexes de , c’est résoudre l’équation avec  inconnue complexe. Les racines réelles de sont les réels solutions de cette même équation. 
ATTENTION : LORSQUE VOUS CHERCHEZ LES RACINES DE , polynôme non nul, IL EST INTERDIT D’ECRIRE  car  n’est pas un scalaire et  n’est pas le polynôme nul ….Vous devez résoudre 

58 Théorème fondamental : Soit  et 
 est racine de   si et ssi   divise 
Démo : Soit polynôme et  Posons  et « effectuons » la division euclidienne de  par . Alors il existe deux uniques polynômes  et  tels que : Donc, i.e.est un polynôme constant. Posons 
Donc, . 
En particulier, pour on obtient :
Par conséquent,  racine de ⇔      ⇔     divise .
59 Généralisation :sont des racines distinctes de  si et ssi  il existe un polynôme  tel que : 

( est le quotient de la division euclidienne de  par ).
60 Exemple CLASSIQUE : Cherchons le reste de la division euclidienne de  par  . 
On sait qu’il existe deux uniques polynômes  et  tels que   et  
On cherche ici une expression de  
On a  ;cela signifie que i.e.tqetconstantes réelles. 
Alors  . Par conséquent, on a égalité aussi des fonctions polynomiales associées i.e.
 . En particulier en prenant puis on a :On choisit ces deux valeurs  et  pour  de sorte d’annuler le termeque je connais mal puisqu’il contient un certain polynôme  dont on n’a pas d’expression . Par contre, je sais que et  sont racines de i.e. .

 . 
Donc ,  et ainsi, 

2. Racines multiples 

61 Déf: Soit  ,  et  . 
 est une racine de  d’ordre de multiplicité (exactement)  lorsqu'il existe tq et .
 est une racine de  d’ordre de multiplicité au moins   lorsqu'il existe tq
( est le quotient de la division euclidienne de  par.
62 Vocabulaire :  n'est pas racine de lorsque  est racine de  de multiplicité 0.
 est une racine simple (resp. double ou triple) de  lorsque est une racine de  d’ordre de multiplicité (resp. 2 ou 3). Lorsque l’on compte les racines d’un polynôme, on peut compter ses racines distinctes ou bien compter ses racines avec leur multiplicité i.e. qu’une racine de  d’ordre de multiplicité  compte pour racines.
63 Rque : le polynôme nul admet tous les scalaires comme racines mais sans ordre de multiplicité exacte. 

64 Généralisation Soit  ,  des scalaires distincts et des entiers naturels
1) sont racines de d’ordre de multiplicités respectives exactement  si et ssi il existe un polynôme  de  tel que :  et .
2) sont racines de d’ordre de multiplicités respectives au moins   si et ssi il existe un polynôme  de  tel que :  .

65 Théorème de caractérisation de la multiplicité d’une racine :    Soit  ,  et  . 
 est une racine de  d’ordre de multiplicité (exactement)   
 si et ssi pour tout  
 est une racine de  d’ordre de multiplicité au moins  si et ssi pour tout  . 
Démo : Tout d’abord rappelons que le développement de Taylor en  de  est :
 
. Et ce développement est unique …. Autrement dit,  .
1)  est une racine de  d’ordre de multiplicité (exactement)    
il existe tq et .
il existe scalaires tq  .
il existe scalaires tq  .
il existe scalaires tq  .
le développement de Taylor en  de  est 
 pour tout  et .
pour tout  .
2) Même démo pour caractériser : «une racine de multiplicité au moins ». Il suffit d’enlever sur chaque ligne la partie surlignée en vert.

66 Exemple CLASSIQUE: Déterminons le reste de la division euclidienne de  par . 
Si  alors 
Si  alors il existe  tel que  et  donc .
Par définition de , divise donc  admet  comme racine au moins double donc  (théo 65).
De même divise donc  admet  comme racine donc  (théo58). 
De plus, et donc,  et .
En particulier pour  et  , on obtient :  ,  et . 
Cela donne : . Alors,   puis, 
Ainsi,  et .
67 Exemple CLASSIQUE: Déterminons tous les polynômes  tels que   
Soit  un polynôme quelconque. Alors, le théorème de la division euclidienne assure que :  il existe  deux polynômes de  tq :  .
 ; cela signifie que  est de la forme   où  réels. Alors 
De plus,  admet 1 comme racine et 0 comme racine au moins double ce qui se traduit par :   
Or, ; donc,   et il en découle que :   . 
Par conséquent,
 
Ainsi, .




[bookmark: _GoBack]68 Prop : Obtention de la forme scindée
Soit des scalaires tous distincts  des entiers naturels et  un polynôme non nul. Alors , 

si et ssi
(forme scindée de )
Dans ce cas, n’a pas d’autres racines et   sont les multiplicités exactes de 
Démo :  
⇒ Hypo : On suppose que :  . 
Tout d’abord,   avec  
(car ). Donc,  est racine de  de multiplicité . De plus , . Donc,  sont les seules racines de 
Ensuite,  .OK ! 
Enfin, 
⇐Hypo :On suppose que : 
sont racines distinctes ded’ordre de multiplicités respectives au moins
 D’après la généralisation 58,  il existe un polynôme  de  tel que :  (**). Alors 

. J’en déduis que i.e.  

Ainsi, en remplaçant  dans (**), on obtient :  . Alors, d’après la preuve précédente (⇒), on a :   est racine de  de multiplicité exactement  et   sont les seules racines de 

69 Prop : Deuxième critère de divisibilité 
Soit  deux polynômes de tel que  scindé sur. 
 divise  si et ssi les racines de  sont racines de  avec une multiplicité dans  supérieure ou égale à celle dans  .                  
Démo : Soient  deux polynômes de tels que  où des scalaires tous distincts. Alors, 
 divise   
  . 
  est racine de  de multiplicité au moins . 

69  Exemple CLASSIQUE : Soit Montrons que divise  et déterminons le quotient.
On sait :  divise  .
Or, et Donc, . Ainsi,  divise.
Cherchons le quotient : 
 
 
 .

3. Relation entre le degré et le nombre de racines.

70 Théo  
•Si est un polynôme non nul alors le nombre de racines de  (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) est inferieur ou égal à deg . 
•Seul le polynôme nul a un nombre de racines (distinctes ou comptées avec leur multiplicité) strictement supérieur à son degré. 
•Seul le polynôme nul a une infinité de racines. 
Démo : Soit P un polynôme admettant sont racines de d’ordre de multiplicités respectives au moins   . Alors il existe un polynôme  de  tel que : .
Donc, 
Ou bien  . Alors  et donc  ; par conséquent,. Donc le degré de  est supérieur au nombre de racines de  comptées avec leur multiplicité. Autrement dit , P a un nombre de racines (comtées ou non avec leur multplicité) inférieur ou égal à son degré.
Ou bien  . Alors  et  peut être égal à n’importe quoi. Le polynôme admettant tous les scalaires comme racines a davantage de racines que son degré !

71 BILAN :  Le polynôme nul est le seul polynôme dont tous les coefficients sont nuls 
Le polynôme nul est le seul polynôme qui a plus de racines que son degré.
Le polynôme nul est le seul polynôme dont toutes ses dérivées qui s’annulent en un scalaire. 

72 METHODE : pour prouver que , il suffit de montrer que  est le polynôme nul i.e.
 que   a davantage de racines que son degré   
73 Exemple classique : Les polynômes de Tchebychev . Soit Montrons qu’il existe un unique polynôme  tel que :  Puis montrer que trouver la forme scindée de 
Unicité : Supposons qu’il existe deux polynômes  tels que : . Donc,   Alors  admet tous les réels omme racines ie. tous les réels desont racines de  . Donc  a une infinité de racines. Je peux assurer que . Ainsi,Donc, si un tel polynôme existe, il est unique.
Existence : 
 
Donc,  où . De plus ,  et  . Or,  . Donc  et   .  Alors,  convient et 
Cherchons les racines réelles dePour cela , cherchons d’abord les racines réelles comprises entre  et  
Soit  Alors .  
 . 
Donc, .  admet donc tous les réels  tels que  comme racines. De plus  donc les réels  tels que  sont racines distinctes de qui est de degré  . Donc d’après la prop. 68,  ces  réels sont les seules racines de  et sont toutes ces racines sont multiplicité 1 et  est scindé sur ℝ et .
Ainsi, 

4. Relations coefficients / racines 

74 Théorème  Somme et produit des racines 
Si   est un polynôme non nul de degré  et scindé tel que :  
alors     et              et       .
Démo : Notons  «  Si  alors  et  le terme constant est  et  le coefficient de dansvaut  ».
Init : Si  alors  et le terme constant est Donc, 
Propag : Soit Je suppose que  est vraie. SoitPosons, . Alors par hypothèse de récurrence,    et  
De plus, 
  
Alors par unicité des coefficients de ,  et   et   .
Donc,  ,et 
Ainsi, 
CCL :   

