Corrigé TD 14
Propriétés de I’intégrale d’une fonction continue sur un segment.

Ex 1 Trouver toutes les primitives de f sur [, intervalle ou f est continue :

1)  f:(x > xArccos(x)). 3) f:(x o tan3(x)). 5) f:(x » sin(In(x)))
Vitx+l . 1
2) f: (x ° \/m—l)' 4 f (x = 1+sin (x))'

1) f est continue sur [—1,1] donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x = fox tArccos(t)dt) est la primtive de

f s’annulant en 0.
X

. x t2 xt? (-1) x2
Soit x €] — 1,1[.F(x) = [ t Arccos(t) dt = = Arccos(t)| — [ = dt =
N 5p 2 0 2 /1-¢2 2
v uwetvsont Lu(t) 0
Clsur]-1,1]
donc sur So;c
x t? —1+1 5
Y 4t = = 1—¢2
or, J, mdt fo J__ dt = —t t
x t? Arcsm(x) ,
Js — dt ; -y 1 — sin(u)? cos(u) du + Arcsin(x)
t=sin(u)
u=Arcsin(t)
x t? Arcsin(x) 2 . Arcsin(x) 2 .
Js — t2 =-J cos?(u) cos(u) du + Arcsin(x) = — [; cos?(u) du + Arcsin(x)
: Arcsin(x)
fo dt=—{ Aresin() cos@UHL g,y Arcsin(x) = [M ] + Arcsin(x)
1-t2 4 21p
fox 2 dt = — sin(2Arcsin(x)) __ Arcsin(x) + Arcsin(x)
1-t? 4
2 — 2 : —.2 :
fox t dt = — 2xy1—x + Arcsin(x) — _x\/l X + Arcsin(x)
1—t2 4 2 2 2

2 [ _.2 :
Ainsi,Vx €] - L1, F(x) = %Arccos(x) — % + Ar%n(x).

xy1—x2 n Arcsin(x)
4 4

) sont continues sur [—1,1] et coincident sur | — 1,1], elles coincident sur

xy/1—x2 n Arcsin(x) _ mx?  xy1-x2 n Arcsin (x)
4 4 \-ﬁ{ 4 4 4
Arccos(x)=E—Arcsin(x)

2
Comme F et (x - %Arccos(x) —

2
—1,1]. Ainsi,Vx € [-1,1|, F(x) = — Arccos(x) — — 2x°).
1,1]. Ainsi [—1,1], F(x) "ZA (x) 1 — 2x2

>0
2) f0) existe@{\/% L1 {xxzqt 01 Donc, Df =] — 1,0[U]0, +oo]. Plagons-nous sur I'intervalle ]0, +oo[ . f est continue

sur cet intervalle et y admet donc une primitive et F : (x = fxf(t)dt) est la primtive de f s’annulant en 1.

xVi+t+1 Vitx u+1 Vi+x u? +u Vitx u(u—1)+2(u—1)+2
FO) = [ s = [ T 2udu=2 [ i du = 2 [T R gy
=1+t
1
du=ﬁdt
dt=2udu
t=1ou=y2
t=xou=V1+x
Vitx 2 u? 1+x x
F)=2[5 "u+2+-—du=2 [7+ 2u + 2In|u — 1|]f =2 (5+ T+ x+2n|VT+x— 1|) + cste.
- 2

3) f est continue sur ] — g,g[ donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x » fox tan® (t)dt) est la primitive de

f s’annulant en 0. Soit x €] — g,g [-
F(x) = f xtan3(t) dt = f xtanz(t) tan(t) dt = f x(tanz(t) +1-—1tan(t) dt = J- x(tanz(t) + 1) tan(t) — tan(t) dt

F(x) = [mn ® 4 In|cos (t)l] tan (x) + In|cos (x)| + cste.

4) f est continue sur ] —% —[ donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x = dt) est la primitive de

0 1+sm(t)
f s’annulant en 0. Soit x € ] — ;,7‘[[ .

- 1 _ tan(3) 1 2au _ ctan($) 2 _ » qtan(3) B 5
R T el e N R
21773l
'U.:tan(%)
du:l(1+tan2(;))dt
dt= 2du

1+uZ



m 2 ~ 3n _ 2 .
Vx €] — ;,n[,F(x) = _Kn(g) + ¢ .De méme Vx € |m, 2 [F(x)= —1+tan(£) + d.Comme F est continue en m,

lim F(x) =c=d = lim F(x).DoncVx €] — %, 2 \{r}, F(x) = ————=+ c et F(n) = c..
xomt 2 2 1+tan(§)

X-T™

5) f est continue sur I'intervalle R**donc admet une primitive sur cet intervalle et F : (x - flx sin (In(t))dt) est la primtive de
f s’annulant en 0.

Soit x €] — L,L1[.F(x) = flx sin(In(t)) dt = foln(x) sin(u) e*du = fln(x) Im(e+D%)du = Im [fol“(x) e(“i)”du] =F(x) =

0
cv
u=In(t)
t=el

In(x) dt=e%du

nix 1 i 1 i
— @@+ Inx) _ . f i

} Im {1+i e + ctse} Im {[ 2] [xcos(In(x)) + ixsin(In(x))] + ctse}

Im {[i e(“i)”] .

1+i 0

F(x) = %[sin(ln(x)) — cos(In(x))] + ctse.



Ex 2 Péle-méle

1) Soit f définie que [0,1] par: f(x) = 2xsix € [0,%] etf(x) =2—2xsix € E, 1]. Montrer que pour toute fonction g
continue sur [0,1] , folg(f(x))dx = folg(x)dx .

Soit g une fonction continue sur [0,1] . Tout d’abord, on remarque que Vx € [0,1], f(x) € [0,1]. De plus, (x + 2x) est continue

sur [0,%[ et (x = 2 — 2x) est continue sur ]— 1] et lim 2x = le = lim 2 — 2x . Donc f est continue sur [0,1]. J’en déduis

x_’z =f@) *72
que g o f est continue sur [0,1]. Par conséquent, folg(f(x))dx et folg(x)dx existent.
relation cv
1 de Cl:izsles 1 1 1 1 u=’2ﬁ—2x
Lo(r@)ax = [Fg(fe)dx+ [ g(f()dx = [fg2dx + [ 9@ ~20)dx 2 [Jg@®F + [} g@) (=3) du
cv
t=2x

[y a(f(0)dx = [} g S+ [ g% = [ g(®)at.

2) Montrerquesifetg sont deux fonctions réelles continues sur [a, b] alors pour tout réel @ € [—2,2],

f[a,b]fz —afg + g* = 0. Etudier le cas d’égalité.
Soit f et g sont deux fonctions réelles continues sur [a, blet a € [—2,2]. Alors, f2 — afg + g? est continue sur [a, b]. Donc,
f[a’b]fz —afg + g° existe.

2 2
De plus, Vx € [a,b], f2(x) — af (x)g(x) + g*(x) = (f(x) - %g(x)) — g% () + g*(x)
3 a 2 4—a?\
= (f(x) —Eg(x)> + ( 2 ) g)(ox) > 0.

>0 20
car a€[-2,2]

Donc, f[a b]f2 —afg + g? = 0 par positivité de I'intégrale.
D’aprés le lemme d’annulation,
Jamfi—afg+g* =0 f2—afg+g> =0

a 2 (4—q?
S Vx € [a,b],(f(x)—ig(x)> +< )gz(x)=0

a 2 4 —q?
@VxE[a,b],(f(x)—Eg(x)> =Oet< ) )gz(x)=0

o [a=$2etvx € [a,b], (F() - 90)) =0 |ou [ # £2 et g(x) = O et f(x) = 2 gx) = 0]
Sla=12etf=gloufa#t2etf =g=0]

3) Soit feC°([0,1],[0,1]) telle que :folf = folfz . Montrer que f est constante égale 3 0 ou 1.
Ona:0=[ f- folfz = [, f(©) = fF2(®)dt = [} f(©) (1 - f(©))dt. Or vt € [0,1],0 < f(£) < 1 donc f(£)(1 — f(t)) = 0.

f(1 — f)est donc une fonction continue , positive et d’intégrale nulle sur [0,1]. Le lemme d’annulation assure alors que Vt €
[0,1],f(t)(1 — f(t)) = 0. Donc, vVt € [0,1], f(t) = 0 ou f(t) = 1. Autrement dit, f([0,1]) < {0,1}. De plus f est continue sur
l'intervalle [0,1], donc £([0,1]) est un intervalle non vide inclus dans {0,1}. Il en découle que :

f(0,1]) = {0} ou f([0,1]) = {1} . Cela signifie que f est soit constante égale a 0 ou constante égale a 1.

4) Soit f continue sur R et a un réel tel que f(a) > 0. Justifier que : I3r > 0/ fa+rf(x)dx > 0et f;_rf(x)dx > 0.
hm f(x) = f(a) > 0. Comme — f( ) < f(a), le cours assure qu'il existe unréel r > 0 telque:Vx € [a—r,a+7], f(x) = %

Alors f " fx)dx >fa+rf(a)d f(a)r>0etf f(x)dx = fa f(a)d f(a)r>0
Ex 3 Sommes de Riemann

. K2+ a+.+ V2" n k
1. Calculer les limites quand n —» +oode  u, = -y W= k=1 (1 + ;), =Xt nkz+n ’
1 .k 1 ke
7= ;Ziﬁlksm(f) et x, == 1;2 17
e

Y2+ a4+ N2 1 k

S )
fl=2%=eXnd) e Riemann
def sur [0,1]
1 1 1
. . . =L x| = —-1) =

f étant continue sur [0,1], nllTw”" f f®dt = n (2) ] In2) @-1 In(2)

n k k 1 k L £
. w, = ;{121 (1 + ;) > 0. Posons v, = In(w,,) = 1n< ;(1:1 (1 + ;)) == n —1In (1 + ;) = n 2=1f (;)

fG)=In(1+x) somme de Riemann

de f sur [0,1]

f étant continue sur [0,1], nETm Uy, = folf(t)dt = fol In (1 + ¢t)dt = flz In(w) du = [uln(u) —u]? =2In(2) — 1 .



1+E) 1 (1+p) 1 ) 101 D
Zk = n:o—(n+p) ;= Xp=0 —n( ¥ = p=0 % — = =Yp=of\Z)=-+-2p1f >
nk2+n P=0 (n4p)2+n p nz[(1+%) 1] M p [(1+E) +1] . )_;2++x1 p (n) n n“P (n)
+2-2odt = [Arctan(t) —3In (1 + tz)]

t2+1 2t2+1

L 1n(2)
2

e tmbn () Seimm En(rt) 4 AE(E) Stmeis =28 ()

f(x)=xsin(2mx)

f étant continue sur [0,1], lim U, = f f®)dt = fo

somme de Riemann
de fentreOet1

f étant continue sur [0,1], lim t, = flf(t)dt Alors, (1;,) étant une suite extraite de (t,,), (1;,) tend aussi vers folf(t)dt.

De plus, f f(t)dt = f tsin(2mt) dt = [t _Cos(zm)] IR COZSM) dt = + [Slz(;:t) =— i Ainsi, lim 7, = _i_
1 k1 X 1
- Xy = k=1 = ~Yk=1"% = ;Zﬁzlf(;) . f étant continue sur [0,1], nl_i)r+noo x, = [, f(O)dt.

en _X S———
fl)= =gx somme de Riemann
de fentreOet1
2

1 1 _ — 1 _ 1 — 2 . g
or, [, f(t)dt = [, te~dt = [~te™"]5 — [, —e~tdt = —-+[-e =1 — > . Ainsi, nl_1)r+n°o Xy =1-=.
3
2. Justifier que Vx € [0,%],9( — % < sin(x) < x. En déduire la limite de la suite (u,,) définie par: u,, = >3_; sm( )sm ( k)

D’aprés la formule de Taylor reste-intégral,

Vx € [0,%], sin(x) = x + fox (x_zt)z (—cos(t))dt = x — fox S (tHdt <«x.

>0 car Vxe[O.—].vte 0,x],
G- t) ————2>0 et cos (t)=0

(x— f) x (x— t)

s x x3
Vx € [O’E]’ sin(x) = x — = + Js cos(t)dt = x — = + Js cos ()dt > x——.

>0 car Vxe[O,E],Vte[O,x],

be= t) ~———=20 et cos (t)=0

3
Ainsi,Vx € [0,%],x — % < sin(x) < x.

Soitn € N*.Vk € [1, n]] > € [0 ] donc —— l(%)3 < sin (n%) < n% De plus, sin (E) > 0 donc

6 2

;_Zsm(g)_g(ng)%m( I Sm(")sm (") < sin (£) Mors, B frsim () = £ ()" sin (£) < wn < Bl Jsin ().

[ Yhe l—sm [ Y= 1 = sm( )] <unS[ Yhe1 sm(k)]
i f (;)] - — [F2iig (;)] <ty <[220 f (5)] ot f() = xsin(x) et g(x) = % sin(x).

f et g étant continues sur [0,1], n&rf@%Zﬁzlf (S) = folf(t)dt et nlirfw%ZEzlg (S) = folg(t)dt € R. Par conséquent,
lim — ~¥7_ 1g( )= 0x [Fgt)dt =0et lim v, = [ f(t)dt = lim w,.
0 n>+0o 0 n-+w

n—+oo nZ n

Le théoréme de limite par encadrement assure alors que lir+n U, = fol f®)dt = fol tsin(t) dt = [t(— cos(t))]s —
n—-+oo
fol —cos(t) dt = —cos(1) + [sin(t)]} = sin(1) — cos (1).

1

B _ \V'2n-1 *
3. SoitT, = X%, el ,1n €N .1
. i 1one
a. Démontrer que: >} 1n+p T, < Z n+p
b. En déduire la Iimlte de Tn quand n - +00,
2n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
T Z 1 0 1 < 1 < 1
=— r S — —
n 2122 22212 ——.0r, 7<), ——%),
k + (p+n p+2n+ p=op+n+§ ZD=0p+n+ p=0p+n+§ ZD=0n+P
n n-— n-—1 n n-—1
) 1 i 1 1 1 1
i.e. Z S Z T .Par consequent,zz n <T,< > e
p=1 P+ p:op +n + p—on p p:1n p p:on p
n- —lyn-1_1_ = lgn-1 p 1vn 4 .
b) X352 n+p anzo ) (n) et Y- 1n+p ~Yp=1f (n) . Comme f est continue sur [0,1],
ou f(x)=177 somme de Riemann somme de Riemann
de fentreOet1 de fentreOet1

ln(2)

lim Z 1f(§) = nErIlw%Zg;é ( ) f f()dt = In (2). Ainsi par encadrement, Jlim 7, =



_1\k—-1
4. soitS, =¥p, 2 — neN.

Q

reo (14 iylyl 1Y) 1,1, ... 42
Montrer que : pour toutn € N*, S, = (1 to+st .+2n) (1+2+3+ .+n).
Calculer lir+n Son - On reconnaitra une somme de Riemann .

n—-+4+oo

=

c. En déduire que la suite (S,,) est aussi convergente et déterminer sa limite.

2—2 D IR S

1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n 1<k<2n
k pair k impair k pair k impair k pair k pair
2n 2n
et 3 e S den ¥ LS 5 LS
n k k k p k
1<ks<2n 1<ks<2n 1=2p=<2 k=1 1=2p=<2n k=1
k pair
n 2n
S Zl+ ! (1+1+1+ +1) <1+1+1+ +1)
m D k- 2 3 " 2n 2 3 /)
p=1 k=1
_w2n 1 _on 1 lgan 1 1ap-1 1 1 _ 1an-1¢(k 1 .
SZn = Zk=n; = Zk=0m = ;Zkzom = ;Zk:o E + a = ; ;(1=0 (Z) + Z Comme f est contiue sur [0,1],
" n f(x)=1+—x somme de Riemann

de fentreOet1

K 1 L1 .
nllrpwnz (;) = fo f(t)dt =1In (2). De plus, ngrpwg = 0. Donc, llm Son =1In (2).
(—1)2n+1-1

kTt 1
Son+1 = ?:IIT = Som il Son + PL Donc, llm Son+1 = In (2).

Alors comme lim S,,,; =1In(2) = lim S,,, lim S, =1In (2)
n—-+oo n—-+o n—-+oo
. . , . N o .1 k !
5. Soit f une fonction réelle et M-lipchitzienne sur [0,1] ou M € R**. But :calculer lim =3 ;<x<i<n f (—)f (—) .
n->+oon - n n
a. Justifier que f admet une unique primitive F sur [0,1] s’annulant en 0 et que les réels folf(t)dt,follf(t)ldt et
J, f(OF (t)dt existent.
1 [ k 1 k In
b.  Compléter — 21<k<z<nf( )f (—) =X f (;) [:Z:::f (;)] -Onpose &, = ;[Zimf (;)] - [fo f(t)dt]-
c. Montrer que:Vn € N*, VI € [1,n], |51,n| < % . (Cf preuve du théoréme des sommes de Riemann) .
o . lon L _
d. En déduire que nl_l)rlloonzlﬂf (n) &n = 0.
. 1 k 1 1
e. Démontrer que nETw§Z1skszSnf (;)f (Z) = [, fOF(t)dt .
a. f estcontinue sur [0,1] donc |f]| est continue sur [0,1] et f admet une primitive F sur l'intervalle [0,1]. Alors F est de

classe C*donc continue sur [0,1]. Donc fF est continue sur [0,1] . Aisni, les réels fol f(t)de, follf(t)ldt et
fol f(O)F(t)dt existent.

b, = ¥iskatenf (3)F (5) = mZia Bhem f (5) £ (5) = 220 S (5) [ 2hea 7 (5)] -

) —f%f(t)dt| = |22=11f(f) Y, t)dt‘ = ‘zazl[if(ﬁ) - féf(t)dt]

C. |€l11| = 1

Y= 1[fk 1f dt—fk 1f(t)dt]

Yh=1 [fk f (S) dt — féf(t)dt]

=[x, [féf (-7 (t)dt]

|£ln| =

LT
dans R

|5l,n| 2 ch:l

untegral
)

< Y f&
n

£ () - rola

s (%) - Foar

k
k k Kk \2n
I (m k _vl (n k _ v m(-t)
|evn] p Zk:lf&M|;_t|dt = Yk=1 I&M(g_t) dt = Yj=1 [——5
car f est n n k-1
M—lischitzienne2 . . n
M (1 M (1 M (1 M M
B O O OREE R
|El,n|—Zk_12 n 2 \n ! & 2\n n_Zn_n

car lsn

d. |12?1f(£)sl‘n|sl [ |f(i)||eln|<lz |f()| M[ pN |f()|] Comme|f|estcontmuesur[Ol],
lim Z |f(£)| flf(t)lth]R Par conséquent, lim [Z |f(;>”—0.llsensmt lim Z 1f()sl,n=0.

n-+ocon n—-+oo N n—+oo N

e e =2 [Bhear ()] - [l rar] = Lzt £ ()] —F(i)

n

z&skszsnf(;)f(;)=3 o f () ks £ Q)] =200 ) e+ 7 ()] =52t () e 5307 () 7 ()



Comme fF est continue sur [0,1], lim lim iZ{Llf (%) F (%) = folf(t)F(t)dt € R. Alors, en utilisant la limite obtenue

n—+00 n—>+0co

Sizeazaf (5) £ (5) = [y FOF ()t .

. 1
aud., lim =
n-+oon

Ex 4 Suites d'intégrales

n
1. PourtoutnEN,onposeIn=f1 L dt.

0 Vi+t
a. Calculerly, I, etl,.

b. Etudier la monotonie et la convergence de (I,,). Trouver sa limite.
c. Déterminer la limite quand n — 4oo de (nl,,) grace a une [PP. En déduire un équivalent simple de I, en +oo.
d. Exprimer L, en fonction de I, et vérifier la cohérence avec les limites obtenues aux questions b et ¢
2. Pourtoutn € N, On pose [, = fle x(Inx)"dx.
a. Calculer Iy, I et],.
b. Etablir une relation de récurrence entre I,, et I,,,4 .
c. Montrer que la suite (I,, ) est convergente.
d. Déterminer la limite de I,,.

T
3. Soitvn €N, I, = [+tan®*(t)dt.
1) Etudier le sens de variation de (I,,). En déduire que (I,,)est convergente.
2) Calculer I, + I,.1. En déduire la valeur de la limite de (I,,).
3) Déterminer un équivalent de I,, quand n — +oo.

Ex 5 Théorique...
1. Soit f une fonction continue sur [0,2]. Objectif : calculer lirP nfol (f (x 4 %) = f(x)) dx.
n—+o0o

Un

a. Justifier que Vn € N*,u, existeetu, = n [f11+%f(t)dt - f()%f(t)dt].

b. En utilisant une primitive de f, déterminer la limite de la suite u.
2. Soit f une fonction réelle et continue sur [a, b]. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que : facf(t)dt = fcbf(t)dt .
3. Soit f une fonction réelle et continue sur [0,1]. Calculer nl—l>IPoo folf(x")dx.

1a. Soit f une fonction continue sur [0,2].
cv

u, = nf01 (f (x + %) - f(x)) dx = [n folf (x + %) dx] - nfolf(x)dx _9 ﬁ[n f;+%f(u)du] - nfolf(x)dx
Cha”:'s‘les [n f%()f(u)du +n folf(u)du +n f11+%f(u)du] -n folf(x)dx =n [f11+%f(t)dt - f()%f(t)dt] )

1b. 1% méthode : Soit F une primitive de f sur [0,2].
Alors, u,, = n [F (1 + 11—1) - F(1)] —n [F (%) - F(O)] - [

F(1+%)—F(1)

F(2)-r0) .
— T .Comme F est dérivableenOeten 1,
n

1
n
_ F(1+3)-F1 F(X)-F(0
?I‘Qw = F'(1) = f(1) donc par composition, lirP M = f(1), de méme, lirP M = f'(0).
= - n—+oo = n—-+o =

Ainsi, lim wu, = f(1) — £(0).
n—-+oo
28me méthode : L’égalité de la moyenne assure qu’il existe ¢,, € [1,1 + ﬂ etd, € [0%] tel que:

[ p@de = fle) (142=1) =2 fle et [ F@Ode = f(d) (2= 0) =2 £(dn). Donc, un = £(en) = £(dn)
Commec, € [1,1 + ﬂ etd, € [O’ﬂ’nl_i,rfoo cp,=1et nl—i>r-+1:loo d, = 0. Alors par continuité de f en 0 et en 1, je peux conclure
que lim u, = f(1) - f(0).

2. Soit f une fonction réelle et continue sur [a, b]. Soit G(x) = f;f(t)dt - fxbf(t)dt.
Alors G(x) = f:f(t)dt + f;f(t)dt = 2F(x) — F(a) — F(b) ou F est une primitive de f sur [a, b].
G est continue sur [a, b] (puisque F I'est) et G(a) = F(a) — F(b) et G(b) = F(b) — F(a) = —G(a). Donc G(a) et G(b) sont de
signes opposés. Alors le TVI assure qu'il existe ¢ € [a, b] tel que : G(c) = 0. Alors facf(t)dt = fcbf(t)dt.

3. Soit f une fonction réelle et continue sur [0,1]. Montrons lim folf(x”)dx = f(0). Posonsu,, = folf(x")dx.
Soit € € R**. Soita €]0,1[.Vn € N, e
Up = f(0) = [ F(x™dx — £(0) = [ fF(x™dx — [ f(O)dx = [} f(x™) — f(0)dx
uy = £(0) = [ F™) = F(O)dx + [ f(x™) = f(0)dlx .
g = FO S |fy 7 FG™ = FOdx| +|f; fG™ = fO)dx| < [FIFG™ = FO)ldx + []1f(x™) = F(O)ldx .

IT

o]
1.T

intégral



f est continue sur le segment [0,1] donc f est bornée sur ce segment. Il existe donc un réel M tel que Vt € [0,1],|f(¢)] < M.
Donc Vx € [a, 1], |f (x™) — f(0)] < |f(x™)]| + |f(0)|] < 2M. Alors, par croissance de |'opérateur intégral,

1 1
J ™ = f(0)]dx < [, 2Mdx = 2M(1 - a).
Choisissons a tel que : 2M(1 — a) < % Posons donc a = max(l - ﬁ,%). Alors fallf(x") — f(0)|dx < 2
f est continue en 0 donc il existe v > 0 tel que Vt € [0,7],|f(t) — f(0)]| < i Or,Vx € [0,a],0 <x <a < ldonc
0 <x™<a™ Commelal <1, lim a™ = 0. Alors il existe N € N tel que : Vn > N,0 < a™ < r et par conséquent, Yn > N,

n—-+oo

Vx €0,a],0 < x™ <r.JendéduisqueVvn = N,Vx € [0,a], |[f(x™) — f(0)]| < Z' Alors par croissance de I'opérateur
intégral, je peux affirmer que vn > N, foalf(x") —f(0)]dx < foaidx = g

Ainsi, vn = N, |u,, — f(0)]| < §+§ = €. Je peux ainsi conclure que lirP folf(xn)dx = f(0).
n—-+oo

, 1 .
Ex 6 Suite (Z}‘;lk—u)nzl oua € R
A.Convergence ou divergence (27_; kia)nzl-

Soit @ € R et la suite (Z,,) définie par: Z,, = Zﬁzlkia

1. Montrerquesia < 0alors lim Z,, = +o0
n—-+oo

J-k+1 i dt

2. Montrer que sia > 0 alors pour tout entier naturel k non nul, (k+1)‘7‘ <

a. Endéduire la limite et un équivalent de (Z,) quand a < 1.
b. Montrer que la suite (Z,) converge quanda > 1.
1

Soit n entier naturel. Z,,,, — Z, = e

> 0. La suite (Z,) est strictement croissante.
1 -
1. Vn,ZnZn—a=n “,

Or,sia < 0 alors lim n™% = 4o00. Par conséquent, lim Z, =+ désquea <0.
n—-+o

Sia =0alors Z, = }?_; 1 =n.Donc, lim Z, —+ooswz—0
n—) 400
2. Prenonsa >0 .Posons f(t) =-—. Comme a > 0 f est strictement décroissante sur R,
Soitk > 0.Vt € [k, k + 1] flk+1)< f(t) < f(k) donc o 1)a < tla < k_“ Alors par croissance de l'intégrale,
k+1 k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
Ji (k+1)‘7‘ dt < [ f —& dt.Ainsi, ——— W )a </ < =
k+1 1
Alors pour toutn > 0, Zk 1(k+1)“ < Y=, < XR-17q Donc, ynrll 7 SZk= Flk+ 1) - F(k) < e 1ka
t~ a+1l + 1
Ainsi, Z, + —1<FMn+1)—-F(1) < Z, otF estune primitive (t - )sur R**, F(t) = {—a+1 sia .
) In(t)sia=1
Ainsi,sia = lalors In(n+1) <Z, < Iln(n+ 1) - L +1
; 1 -a+1l __ a+1l _ 1
sia # 1alors — [(m+1) 11<Z,<—— [(n +1)7* —1] T +1
Sia =1alors lim In(n+1) = 4o donc lim Z, = +oco.
n—-+oo 1 n-+oo
Deplusln(n+1) ——+1 ~iew In(n+1) ~ie In (n)
n+1 — ——
car car 0 Si A < 0
(—ﬁ+1)est bornée 1n(n+1)=ln(n)+ln(1+%) lim nt 1sil=0
et (In(n+1)) tend vers+oo et (ln(1+%))tend vers 0 W=xrEe +oosil>0
tandis que In(n)tend vers
2a.Sia =1alors lim In(n+ 1) = 4+oodonc lim Z, = 4oo.
n—-+oo n-+o [ ]
1 _ 1 In(n+1) Zn ln(n+1)— T+1
De plus, In(n + 1) — —t 1~,0n(n+ 1) =In(n) +In (1 + ) +oo IN(N) . Et ——— ) < m < T
Zn L.
Donc, nlle = = 1 etainsi, Z,~ . In(n).
Si0 < a<1alors lim a;[(n + 1)7%*! — 1] = 400 donc, lim Z, = +.
= n—-+oo
—a+1 __1 o Y o —a+1_ _ 4 ~, L p-atl
De plus, —— [(n + 1) —1] e + 1~ 1_an o= 1. Par conséquent, Z,,~ ; 1_wn
: —a+1 _ _ 1 —a+1 _
2b.Sia> 1 alors ngrpw 0 [(mn+1) 1] - = +1)a +1 = 1 — € Rdonc (—~ [(n + 1)~ —1] = +1)a + 1) est

majorée et par conséquent, (Z,) est majorée. Comme (Z,,) est cr0|ssante, (Z,) est convergente.

. 1 1
B. Limite de (Eﬁzlﬁ)nzl. On pose S, = ZE=1§
Justifier que la suite (S,,) converge.
2. Prouver que si f est une fonction réelle de classe C'sur [a, b] alors lirP f;f(x) sin(nx) dx =0
n—-+oo

3. Montrer que : @: (t - {Sm ® it efo, ]
1sit=0

Vs .
) est de classe C? sur [0, ;], on donnera une expression @' .



4. Trouver une fonction polynomiale h de degré 2 et telle que h(0) = 0 et Vn € N7, f: h(t) cos(nt) dt = %
2
5. Soitn € N. Montrer que : Vt € [0, 7], h(t) Yj=; cos(kt) = (— = 1) ( )sin (2n+1 t) = l(t— = t) .

2 2 \21

6. Endéduireque:S, =2 fog (g - 1) e)sin((2n + Du) du — Efo (E - t) dt.

1 w?

o . n 1 _n?
7. Endedu1requenl_l)rfmz:kzlkZ <

1 1 1

1 . . 1 _ 1 1
1. vn>0, Sn+1 -5, = n— > (. Donc la suite S est croissante. De plus, Vk € N\{O,l},ﬁ < Gk "k
Donc, Vn > 1,75, 2 < Y 2k T =1- % Donc S, <2 —% < 2. Donc la suite S est majorée. J'en conclus que S est

convergente.
2. Soit f est une fonction de classe Csur [a, b]. Soit nn entier natruel non nul.

o f;f(x) sin(nx) dx = [f(x) %(nx)]b - f;f’(x) %(nx)dx = %f(a) cos(na) — %f(b) cos(nb) + %f: f'(x) cos (nx)dx
((cos(na))qey est bornée donc, ((f(a)cos(na))neN est bornée De méme ((f(b)cos(nb)),en est bornée. De plus,
lim 3 = 0.J'en déduis que llm f(a) cos(na) = 0 et 11m f(b) cos(nb) =0

|fa f' (x) cos (nx)dx | < fa |f (x)cos (nx)| dx. Or |f' (x)cos ()| = |f'(x)|lcos (mx)| < |f'(x)].
Donc fflf’(x)cos (nx)| dx < fflf’(x)l dx et aisni |f;f’(x) cos (nx)dx | < fflf’(x)l dx .Donc
réel indépendent den

(fbf’(x) cos (nx)dx) est bornée. Et par conséquent, lim lfbf’(x) cos (nx)dx = 0.
a neN n-o+ocon-a

Tk

Jen conclus que | lim fbf(x) sin(nx) dx = 0.
n-+oo " @

3. Appliquons le théoréme de caractérisation d’une fonction Cdéfinie par morceaux.

Posons g(t) = . : .gestClsur]0 ,%] car (t » t)et(t » sin (t)) sont de classe C?* sur]0 ,%] et sin ne s’annule pas sur |0 ,g].

"o 3 t3 3 t3
sin(t)—tcos(t) t— —t+7+00(f )~0:~ —donc llmg (t) -0
2

sin (t)?

EtVt €]0, ] g'@) = . De plus, llm =letg'(t)~

tZ

sin(t)—tcos(t) ™
Le critére de classe C* assure alors que @ est de classe C? sur [O, g] etp'(t) = { sin (£)? sit €]0, 2] )
O0sit=0

4. Je cherche une fonction polynomiale h de degré 2 et telle que h(0) = 0 et Vn € N*, fon h(t) cos(nt) dt = n—lz .
Je cherche donc deux réels a et b tels que ¥n € N¥, fon(at2 + bt) cos(nt) dt = %

Soitn € N*. fon(ott2 + bt) cos(nt) dt = E (at? + bt) sin(nt)]n - %fon(Zat + b) sin(nt) dt
0

=0

1 T
+—J 2a cos(nt) dt}
nJo

U

= —%{[(Zat +b) (— %) COS(nt)]O
(2am + b) (— Tll) D"+ % + % [2761 sin(nt)]:
e

= (ar + b)(-1)" - b) iz

Or, 5= (Qan + b)(~1)" = b) ;= Qan + D) (-1 —b =1 = {*7 T 77

Ainsi, Vn € N*,fon (i t? — t) cos(nt) dt = ni et h:(t~ itz — t) convient.

2ar+b =0 {a=i

2

5. Soitn € N. Soitt €]0, 7].

h(t) Yr-q cos(kt) = (i t? — t) 1Re(elkt) — (_ _ t) Re(¥™_, eikt).

nt\ — nt
isin(%E in(%5) o
(eltyn—1 it eint_q lem( > )e 2 sm( 2 ) el( )t

ikt _ y'n it\k — it — it —
Or, Xk=1€™" = Xi=1(e™) - gty ¢ T ewq € T w*® Sin(ﬁ) ’
car t€lo,m]. lem(g)e 2 2
donc eit#1

n_ ekt = %{cos ((nTH) t) + isin ((nTH) t)] .
t) 5‘"(71;:Eg7)t) . ( 1 1)“"(7)522257%) t( 1, 1)2[51”((“+5)f)‘51“(2)]

h(t) Xk-; cos(kt) = %t (it - 1) [#g)t) - 1] = sing(ﬁ) (it - 1) sin ((n + %) t) —%(i £2 — t)
Ainsi, h(t) ¥2_, cos(kt) = (i - 1) ) (%) sin (2n2+1 t) - % (ﬁ _ t).

Dong, h(t) Xk=; cos(kt) = (itz h




Pourt =0, h(0) Y-, cos(k0) =0 = (% — 1) ¢ (0)sin (2”2_“()) — l(ﬁ _ 0).

2 \2m

Ainsi, Vt € [0, ], h(t) X i=; cos(kt) = (i - 1) 1) G) sin (2n2+1 t) — ; (% - t).

6. Su=Xnas=Yraly k() costkt)dt = [T¥R_ h(t) cos(kt) dt
linéarité de
U'opérateur
intégral

5= 11 (5 )0 (sn (520 -H(E -0t = £ (5-1) o Qon

(5 e)de =387 (- o)

S. = 2J2 (%— 1)<p(u) sin((2n + Du) du —%fon (%— t) dt .
v
dans la 1ére
inétgrale
7. Posons ], = [2 (% - 1) @ (u) sin(nu) du.

6 (u)
La fonction @ , étant le produit de deux fonctions de classe C* sur [O,g], est de classe C! sur [0,%]. Alors la question permet de

. . b i . . . .
conclure que lim J, = lim [ 6(w) sin(nu) du = 0. Par conséquent, lim J,,.; = 0 puisque (J,,41) est extraite de (J,,).
n-+o n-+oo " a n-+oo

2 3 2qT 2 2 2
J’en déduis que lim §,, = —lfn (t— - t) dt = —l[t— - t—] =2 [n— - n—]. Ainsi, lim S, = =
n—-+oo 270 \2¢ 2 0 2 2 n-+oco 6

Ex 7 A. Dérivation de fonctions définies par un intégrale .

Ox 2 t(xt) dt)est dérivable sur R et déterminer cette dérivée.

1. Montrer que la fonction (x =

. 1 x t*
2. Calculer lim— [ ——dt.
x—1 x—171 14¢8

3. Montrer que f : (x - fosm xArcsin(\/f)dt aF fows xArccos(\/f)dt) est constante (par deux méthodes).

sin(xt) xt

sin(xt) ~-0 7 = *. Donc ltirrol g (t) = x, autrement dit, g, est

1. Soit x unréel. g,: (t = )est continue sur R* et
prolongeable par continuité en 0 par la valeur x. Donc I'intégrale de g, sur le segment d’extrémités O et x existe.

Posons I(x) = foxsm—ixt)dt. Alors 1(0) = 0.

. - -
Prenons x # 0. Alors, I(x) = fox Smim) at = fox Slzlu(;) (i—u) = fox Smtfu) du. Comme g est continue sur R, g7 admet
cv x
u=xt *
du=xdt
t=0u=0

t=xou=x2
une primitive sur R notée G qui est de classe Clsur R. Alors Vx = 0,1(x) = G(x?) — G(0). Comme G est de classe Clsur

R, I est au moins de classe Clsur R* et Vx € R*, I'(x) = 2xG'(x?) = Zxsin@) _ o sin(x). Donc, lim0 I'(x) = 0. De plus,
p g
chi_r% G(x?) — G(0) = G(0) — G(0) = 0 = I(0) donc I est continue en 0. Ainsi le critére de classe C'assure que I est de

x+0

classe Clsur RetI'(0) = 0 et Vx € R*,I'(x) = 2sin(x) i.e. Vx € R,I'(x) = 2sin (x).

: dt.PosonsA(x)=L * gt

1+t8 x—171 1+t8
f est continue sur R donc admet une primitive F sur R. Alors Vx # 1,A(x) = ﬁ [F(x) — F(D)].

. 1 X
4. Calculons lim— |

x—-1 x—-17Y1
tZ
1+t8°

Posons f(t) =

taux d’accroissement
, de Fentreletx
Comme F est dérivable en 1, je peux conclure que lim A(x) = F'(1) = f(1) = B
x-1

5. Montrer que f: (x - fosmzx Arcsin(Vt)dt + fowszx Arccos(\/f)dt) est constante (par deux méthodes).

u: (t - Arcsin(\/f)) et v: (t - Arccos(\/f)) sont continues sur [0,1]. Or, ¥x € R, [0,sin?(x)] c [0,1] et [0, cos*(x)] c [0,1].
Donc fOSinzxArcsin(\/f)dt et focoszxArccos(\/f)dt existe. Donc Df = R.

De plus f(—x) = fosmz(_x)Arcsin(\/f)dt + fomsz(_x) Arccos(Vt)dt = fosmzx Arcsin(Vt)dt + focoszx Arccos(Vt)dt = f(x) et
flx+m)= fosmz(xm) Arcsin(\t)dt + fowsz(x”) Arccos(Ve)dt = fosmzx Arcsin(Vt)dt + fowszx Arccos(Vt)dt = f(x).

Ainsi, f est paire et T —périodique. Nous pouvons donc étudier f sur [O, g]

1%¢ méthode par dérivation:
Comme u et v sont continues sur [0,1], u et v admettent chacune une primitive U et V sur [0,1].



Vx ER,f(x) = fosmzx Arcsin(Vt)dt + fowszx Arccos(Vt)dt = U(sin?(x)) — U(0) + V(cos?(x)) — V(0). Comme U,
V,sin?et cos? sont de classe Clsur leur propre domaine de définition, f est de classe C* sur R et

vx € R, f'(x) = 2sin(x) cos(x) U'(sin?(x)) — 2 sin(x) cos(x) V'(cos?(x))

f'(x) = sin (2x)[Arcsin (\/sinz(x))- Arccos (\/cosz(x))] = sin (2x)[Arcsin(]sin (x)|)- Arccos(|cos (x)])]

Alors, Vx € [0,%] ,f'(x) = sin (2x)[Arcsin(sin (x))- Arccos(cos (x))] = sin(2x) [x — x] = 0.Donc f est constante sur [0,%].

Et par parité et périodicité, j’en déduis que f est constante sur R.

1 1 1 1
Vx€ER,f(x)=f G) = fOEArcsin(\/?)dt + fOEArccos(\/f)dt = fOEArcsin(\/f) + Arccos(Vt)dt = fg%dt = %.
2me méthode par changement de variables:

Soit x € [0,%]. fosm xArcsin(\/?)dt = fOSin ¥ Arcsin (w/sinz(u)) .sin(2u) du
t=sin2(u)
dt=2 sin(u) cos(u)du
u=x=t=sin’(x)

u=0=t=0
fosm * Arcsin(Vt)dt = fox Arcsin(sin (w)). sin 2u)du = fox w.sin (2u)du .
De méme, fgcos * Arccos(Vt)dt = Jr& Arcsin(sin(w)). (- sin(2u))du = JZu.sin Qu)du.
t=cos?(u) 2

dt=-2sin(u) cos(u)du
u=x=t=cos?*(x)
u=Z=t=0

Dong, f(x) = fox u.sin(2u) du + fxg u.sin(Qu) du = fogu. sin(2u) du = [u (— %) cos(Zu)E - f(? (— %) cos(2u) du

T
_nm, 1 sin(Zu)]E_E
f(x)_4+2[ 2 1y T 4

B. Limite d’une fonction définie par un intégrale .

4. Etude de la limite en 0 des fonctions (x - f;x&t(t)dt) et (x - f:xwdt) :

5. Soit f une fonction continue sur [0,1]. Calculer lin&ifoxf(t)dt.
X—

C. Etude de fonctions définies par un intégrale .

6. Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = fxzx - (?itz) .
a. Montrer que f est impaire.

b. Etudier les variations de f.

Montrer que : lim f(x) = +o et lim f(x) = +oo .
x-07t X—+00

2x et

7. Soit f lafonction définie sur R* par: f(x) = [ dt. Montrer que f est strictement croissante sur R*et

x t
déterminer sa limite en 0 et sa limite en +oo.

. . - 1e-(1+t2)x
Soit @ la fonction définie par : ®@(x) = fo — 7 dt.
Déterminer Dyet calculer @(0).

Montrer que :Vx > 0,%6'2" <P(x) < %e"‘ .En déduire la limite de @ en 4o et la branche infinie Cp en + oo.

Faites de méme en —oo.
Etudier les variations de @ et représenter son graphe.
Soit f(x) = [i' La?n(t) dt.
X
e. Déterminer Df. Etudier la parité de f.
f.  Etudier la dérivabilité de f et donner une expression de f’(x). Reconnaitre f.

O o0 T 9 o

Ex 8 Etude d’une primitive
Soit f et I les fonctions définies par: f(t) = Arcmn(Zt)t_Arcmn(t) et I(x) = foxf(t)dt
1. Calculer ltirr(} f).

2. Montrer que I est définie, impaire et dérivable sur R et déterminer une expression de I'(x).

Dans la suite, on cherche a justifier I'existence et calculer lim I(x)
X—+00

3. Montrer que I est strictement croissante sur R*. Que peut -on en déduire sur lim I(x) ?

X—>+00

Montrer par IAF que Vx = 0, Arctan(2x) — Arctan(x) < 1:—Cx2 .

4

5. Endéduire que I est majorée sur R*. Que peut -on en déduire sur lirP I(x) ?
X—400

6

Soit x € R** . Montrer que : foxf(t)dt _ foxArct;m(t) e




7. Prouver, par encadrement, que llm fzxwdt—

8. En déduire ler I1(x) .
X—>+00
1) auvoisinage de 0, je sais que : Arctan(u) = u + ue(u) .Donc Arctan(2t) = 2t + 2t €(2t).

ZIn(2).

—0
i

composition

2tate@tote(®) _ 4 + 2¢(2t) — &(t) . Donc, ltirr(}f(t) = 1 et f est donc prolongeable par continuité en 0.

Donc, f(t) = -
Notons f son prolongement. f étant continue sur R*, f est continue sur R.

2) Alors f admet une unique primitive sur R qui s’annule en 0 : il s’agit de I.Par conséquent, | est de classe Clsur R et Vx €
5 Arctan(2x)—Arctan(x) . +0
RI'(x) = f(x) = { x x4
1six=0
3) Vx> 0,2x > x donc Arctan(2x) > Arctan(x) et

Arctan(2x)—Arctan(x)

>0.

Vx < 0,2x < x donc Arctan(2x) < Arctan(x) et Arctan@x)-dretan(x) o,

Par conséquent, Vx € R,I'(x) > 0.1 est donc strictement croissante sur l'intervalle R. Alors le théoréme de limite d’une
fonction monotone assure que I admet une limite en +co.

1 1
1+62 — 1+x’

4) Soit x > 0. Arctan étant continue sur [x, 2x]et dérivable sur |x,2x[ et Vt E]x 2x|, |Arctan’(t)| =

I'inégalité des accroissements finis assure que : |Arctan(2x) Arctan(x)| <

Arctan(x) <

Jen conclus que Vx >0, Arctan(Zx) Arctan(x) <

+x2
5) Alors, que Vx > 1’Arci:an(Z;vc)x—Arcta‘rl(x) dOI’\C [(X) _ [(1) _ fx Arctan(zt)t Arctan(t) dt < fl o dt = Arctan(x) _
g < g — % = g. Ainsi, Vx > 1,1(x) < = ” T4 1(1). La fonction I est donc bornée au voisinage de +oo. J'en déduis que 11r+n I1(x)
x—>+00
est finie.
Arctan(2t) . Arctan(t) .
6) Soitg(t) = { sit#0 et h(t) = { sit#0 .g et h sont continues sur R.
2sit=0 1sit=0

X X X
Donc, Vx € R, [ f(t)dt = [ g(t)dt — [ h(t)dt
D’aprés le théoréme de changement de variable , en posant u = 2t dans la premiére intégrale, on obtient :
2 d
Iy Fwde = g (5)5 = fy ho)a
f f(t)dt _ f2xArctan(u) du x Arctan(t) dt

u/2 2 0 t
1(x) _f FO)dt = f2xArctan(u)d +J-0Arctan(t) dt = J-xeArctttln(t) e
relation
de Chasles

7) Soitx € Rt*. Vt € [x; 2x],
Arctan(x) < Arctan(t) < Arctan(2x)
Arctan(x) - Arctan(t) - Arctan(2x)

t t t
o(t) h(t) B(t)
Donc par croissance de I'intégrale appliquée aux fonctions continues a, ¢, g sur le segment [x; 2x],

fxzxArctz;m(x) dt < fzxwdt < fzxwdt Donc,
2x 1

Arctan(x) [} cdt < fzxwdt < Arctan(Zx)f —dt. Donc,

Arctan(x)[In (t) 12> < f;xwdt < Arctan(2x)[In (t)],zcx . Dong,

Arctan(x)[In(2x) —In (x)] < f;xm%anmdt < Arctan(2x)[In(2x) — In (x)] . Donc,

fzx Arctan(t)
t

X
Or lim Arctan(t) ==, donc, par composition, lim Arctan(2x) ==.
t—>+0o0 2 X—+00 2

Arctan(x) X In(2) < dt < Arctan(2x) X In(2).

.. (2xA , . . .
Et ainsi ,fx xwdt est encadrée par deux expressions de méme limite gln (2) quand x tend vers +oo.

8) PuisqueVx > 0,I(x) = fxzxm%an(t)dt, j'en déduis que lim I(x) = gln(Z).
X—+00

Ex 9 Etude de deux primitives
On pose : Vx € R+,l(x) — fox 1-cos(t) dt et ](X) — J-Ox sin(t) dt.
1. Justifier que I et ] sont définies, continues et dérivables sur R* et donner une expression de I'(x) et de J'(x).

2. Démontrer que I a une limite finie L en +oo.
3. Démontrer que Y(x,&) € (RT™)?,J(x) —J(e) =

1—cos(x) 1- cos(s)

. + I(x) — I(&). Pourquoi a -t-on introduit 7



4. En déduire J(x) en fonction de I(x),cos(x) et x .

5. Conclure que : J(x) tend aussi vers L quand x — +oo.
1—cos(t)

sit+0

1 Soitf(t)={ ¢ et g(t) = {
it

sin (£) sit#0

151t—0

les primitives sur R de respectivement I et J qui s’annulent en 0. Donc, I et | sont définies, continues et dérivables sur R

. f et g sont continues sur R. Donc le cours assure que I et ] sont

1-cos(x)

—=six#0 sin (x) .
etvx,I'(x) = f(x) = 7; etde ' (x) = { Six # 0'
ESixZO 1six=0

2. Vx,I'(x) = 0.Donc I est croissante sur R. alors le théoréme de limite d’une fonction monotone assure que I admet une

limite L en +oo.

vx > 1,1(x) = fol 1-cos(®)

1—cos(t)

e+ [

dt.

1— cos(t) 1- cos(t)

x 2]* 2
or,Vx>1,vte[l,x], 0< =.Donc, 0 < [/ dt<f—dt—[ t] =2--<2
1

X
Vx> 1,1(x) = foll_ct—ozs(t)dt + flxlct;;(t)dt < I(1) + 2. I est donc majorée et par conséquent, L est finie.
3. Soit (x,€) € (R*™)? tel que ¢ < x.

i X
J(x) = J(e) = f: sul(t) dt = [(1 — cos(t) %] _ le ctozs(t) dt = = czs(x) 1- cos(s) +100) — I(e).
IPP €
u(t)=1—cos(t)

v(t)=1
uetvsont
C1sur[gx]

v n’est pas de classe Clsur [0, x] mais I'est sur [, x] . C'est pour cette raison qu’on a introduit &.
4. [ et] sontcontinuesenOi.e. lir‘%](s) =J(0)=0 et lin&l(s) = 1(0) = 0 ; alors en passant a la limite quand € — 0 dans
E— E—

1—cos(x) os(e)— 17,:,:4

I'égalité précédente, jobtiens : J(x) —J(0) = — 0+ I(x) —1(0) (puisque 11m cos'(0) = 0). Ainsi,
1 — cos(x)
Vx> 0,J(x) = T+ 1(x).

5. (x » 1 —cos(x)) est bornée et lim 2 =0.Donc, lim lcos@®
X—+00 X X—+00 X

existeet lim J(x) = L= lim I(x).
X—+00 X—>+0o0

= 0. De plus, lim I(x) = L. Par conséquent, lim J(x)
—+400 X—+00

Ex 10 INTEGRALES DE WALLIS

T
A.Pourtoutn € N, on pose. W, = [2(cos (t))"dt
Etablir une relation de récurrence entre W,et W,,_,.
En déduire une expression de I, et de I, avec de factorielles puis de coefficients binomiaux.
Montrer que nW,,W,,_; est indépendant de n et préciser sa valeur.
Montrer que la suite (W},,) est monotone et convergente.
Déterminer sa limite . (on démontrera autrement ce résultat dans le chapitre « suite »).

IR S

2
Démontrer que lim vnW,, = En déduire que lim —( p) =1.
n—-+o p-+0o 4P p

1. vn €N, (t~ (cos(t))") est continue sur [0, ;] donc W, existe.
Soitn € N.Vt € [0, g],cos(t) € [0,1] donc, 0 < (cos(t))n+1 < (cos(t))n <1
Par conséquent, 0 < fof(cos(t))nﬂdt < fg(cos(t))ndt < Jzldtie 0 < Wy S W, <

J’en déduis que la suite W est décroissante et bornée donc convergente.
2. Soite €]0,7[.Je cherche ngy € N tel que : Vn > n, (Wl < e.

Soitn € N. [W,| =W, = [2 (cos(t)) dt +f (cos(t)) dt.

A

D' une part, vt € [ ,—] ,0< (cos(t)) <1ldonc 0< fz(cos(t))ndt < fgldt =£

2

D'autre part, vt € [— —] 0 <cos(t) < cos( ) <1ldonc,0< (cos(t)) < (cos( ))n.Or, 0 < cos ) < 1donc

G
(cos Q) | = (cosO)) =2

Alors, Vn > n,, Vt € [ ] 0< (cos(t))" <= ~ et par croissance de l'intégrale, 0 <f ?(cos(t))" dt <

)

n
lim (Cos (E)) = 0*. Par conséquent, il existe n, € N tel que : Yn = n,,

n-+oo

2-dt < [

&
T

N m

Jen déduis que Vn = n, [W,| < 5+ 5 =e. Je peux ainsi conclure que 11111 W, = 0.
n—+0o
3. Soitn€N.



Wyyr = ff(cos(t))n”dt = F(cos(t))n(cos(t))zdt = [Zcos™(t) (1 - sin? (t))dt
Wiysr = fZ cos™(t) dt +f —sin(t) cos”(t)] sin(t) dt = W, + [COS 1n(t)] f %cos(t) dt = %
u'(t) v(t)
1 . . n+1
Donc, (1 + E) Wyyo = W, et ainsi, W,,,, = mWn.
4, Soitn € N.
1¢"cas :npairi.e.n=2p
2p—1 2p— 1\ /2p—3 2p—1\ /2p—3\ /2p—5 2p—1\ /2p—3 31
Wap = S5 Wopez = (F=) (5 =5) Wors = (T35 ) (3 =2) (Gp =) Wor-e = = () (Gp=2) = 12"
2p 2p 2p—2 2p 2p—2)\2p—4 2p 2p—2) 4 2
_ @p-1@p-3).37 (31r _T
20 7 (2p)(2p-2)..42 2 car Wo = IOZ ldt = 2
_ @p-1)(@2p-3)..37 _ (2p)2p-1)(2p—2)(2p—3)..4X3x2 7T _ (2p)! T _ @p) © . Ainsi, W ZP
20 7 (2p)(2p-2).42 2 (2p)2(2p-2)2_42x22 2 4P[p(p-1).2x1122  4P(p1)2 2 2p = p)2
2°m2cas inimpairien=2p+1
Zp _ 2p 2p-2 _ 2p 2p-2 2p—-4 — e — 2p 2p-2 i E
Waps1 = 2p+1 Wap-1 = (2p+1) (2p—1) Wap-3 = (2p+1) (Zp—l) (2p—3) Wap-s = (2p+1) (Zp—l) 53 Wy
2 2p-2\ 4 2 z . .
Waps1 = (Zpil) (ZZ—_l) s car Wy = JZ cos (t)dt = sin (g) —sin(0) = 1
_( 2p 2p-2 42 (2p)?(2p-2)%..4%x222 __ 4P[p(p-1)..2x1]% _ 4P(p})? L _ 4P
Waps1 = (2p+1) (Zp—l) 573 (2p+1)(2p)(2p-1)(2p-2)(2p-3)..4X3X2 (2p+1)! T p+) Ainsi, W), = (2p+1)(2;)'

5. Posons Vn € N*, t,, = nW,W,,_; et montrons que la suite t est constante.
Soitn € N“.t,,; = (n+ DWW, =(n+ 1) Wy Wy, = nW,_ W, = t,.
La suite t est donc constante égale a t; = W1W0 —. Ainsi, Vvn € N*, nW,,_ W, = g

6. D’aprés a., on sait que W est convergente. Notons L sa limite.

Alors en passant a la limite dans |'égalité W,,_,W,, = %, on obtient L? = 0 soit L = 0.
T

7. W est décroissante donc Vn € N*, W,,,.; < W, < W,_; et nW,,W,,,; < nW,2 < nW,W,_, = 3
Or, nW,W,,_, = [ﬁ] [(n+ DWW, _1] = [ﬁ]z~+wz. Donc, lirP nW,W,,q1 = g Alors, 'encadrement ci-dessus, permet de
n—-+oo

T T , T
conclure que lim nW, 2 = =. Par conséquent , nW,,? o Alors, W%~ P et par conséquent, W,,~, », ’;.

n-+oo
2p\ = 4P
Alors, 4_1’<p) =Wyn~i0 ’ f Donc N =

N 5% 1
B. Pour toutn € N*, on pose J,, = HPOO fo (1+c2)n

Justifier que VYn € N*, ], existe et est finie.

Etablir une relation entre J,, et [, 1.

Démontrer Vn € N, J, = W;,,_4) et en déduire la limite de (/,,).
Soit n un entier naturel non nul.

el &0 1Y =

Posons g,,(t) = %)n Jn est continue sur I'intervalle R donc d’aprés le cours, f,: (x + fx dt) est la primitive de

(1+ 0 (1+t2)"
gn sur R qui s’annule en 0. Ainsi, f;, est définie et dérivable donc continue sur [0,1] et f,, = gy, sur [0,1].

vt € [0,1], fi, (t) = gn(t) > 0 . Donc, f;, est strictement croissante sur R. Alors le théoréme de limite d’une fonction
monotone, f, a une limite I, en +oo finie ou infinie.

. 1 N x 1 _
De plus, Vn € N*,vx > 0,Vt € [0,x],0 < o S 1+t2 doncvn € N*,vx > 0,0 < f (1+t2)n < it =
Arctan(x) < % Comme f;, est majorée, cette limite J,, est finie.
2. Soitnun entier naturel non nul.
x  1+t? x 1
Vx €ER, fo 1+ t2)n - fg m — Jo (1+t2)n+1 t+- fo 1+ tZ)n+1t dt
7160 = Funs ) +3{[e (< 2) iz, — 15 (=3) oty e] = a0 + (- ) g + 2 o
X N . . e oy s
Donc, ( )fn(x) = fus1 (@) + ( Zn)m Alors, passons a la limite quand x = +oo dans cette égalité,
_1 ;A‘ — 1) ,1-2n - im (-L1)—_ = 4 — L) =
( Zn) REET JC_,J,oo( Zn)x .Comme 1—-2n <0, xgrpw( Zn) REREI 0 et par conséquent, (1 Zn)]n Jn+1-
L 2n-1
A1 o = (22
3. Initialisation : f; (x) = fo 0 ——dt = Arctan(x) .Donc, J; = - =W,.

Propagation : Soit n € N*. Supposons que J, = Wy(,_1). AIors, Wop = (212:1> Woyp_p = (zz;l)jn = Jns1
d'apres
Al

CCL:Vn € N, J, = W1y par le théoréme de récurrence simple.
Comme lim W, =0, llm Wz(n 1) = 0 (car (Wy(n_1)) est extraite de W).)’en déduis que : lirP J.=0

n-+o



n
C.Pourtoutn € N, on pose : pour n € N et pour x €[0,1[, f,,(x) = fox\/%
1. Soitn € N.

a) Justifier que f;, est bien définie sur [0,1].

b) Calculer f; et sa limite I, en 1~.

c) Montrer que la fonction f,,est majorée par I, .

d) En déduire I'existence de la limite [,, de f,, en 1.

2. a) Montrer que la suite (I,,) est monotone et convergente.

b) Trouver une relation entre f,et f,,_,, pour n € N\{0,1}

c) Endéduire la relation nl, = (n — 1) I,,_, valable pour tout entier naturel n > 2.

d) Montrer que Vn € N, [,, = W, par deux méthodes.

n
1a) Posons g,(t) = \/% Jgn est continue sur l'intervalle [0,1[ donc d’apreés le cours, f;, est la primitive de g,, sur [0,1[ qui

s’annule en 0. Ainsi, f;, est définie et dérivable donc continue sur [0,1] et fn’ = g, sur [0,1].
1b) vx €[0,1], fo(x) = fo \/_ Arcsm(x) Donc, I, = 11m fo(x) ==

1c) Soit x €[0,1[.Vt € [0,x], 0

x 1
< <
_m_m Donc, par croissance deloperateurlntegral 0 f \/T dt fo mdt

Donc, 0 < f,(x) < Arcsin(x) < g.Ainsi, la fonction f;, est majorée par I, .
1d) Vt € [0,1], f,, (t) = g,.(t) = 0 et £, (t) ne s’annule qu'en0 . Donc, f;, est strictement croissante sur [0,1]. Alors le théoréme
de limite d’une fonction monotone, f, a une limite I, en 1" finie ou infinie. Comme f;,, est majorée, cette limite I,, est finie.

2a)Soitn € N. [, = lim fa(x)etl, 1 = lim fre1(X).

n+1 tn
=S el e
que:Vx €[0,1[,0 < fr11(x) < fu(x) < 5. Donc, par passage a la limitequand x - 17,0 < [, (x) < I, (x) < ;.
La suite (I,,) est donc décroissante et minorée donc convergente.
2b) Soit n € N\{0,1}.
vx €[0,1], f(x) = f"Ji =— [l (12?2 dt = {[t”_lx/l - tz]x ~ - 1)t”‘2\/1 - tzdt}

o =T+ - [ o DT oo [

Vi-e
ful) =21 —x% + (0 — D[fp2(x) —fn(x)]
Ainsi, Vx €[0,1[, nfp,(x) = x" W1 —x2 + (n — 1) f,_, ().

2c) Dong, par passage a la limite quand x - 17, nl,, = 0+ (n — 1)I,,_,. Ainsi, I, =

Vx €[0,1[, vVt € [0,x], t € [0,1] donc,0 < t"“ <tlet 0 <— ; alors, 0 < f ———=dt J'en déduis

(n-1)
Tln_z.

2d) 1% méthode : Effectuons une récurrence double pour prouver que Vn € N, I, = W, .
Iy =W,

vx €[0,1], f1(x) = —fxl_—ndt =—-[Vi- tz]x =1-+vV1—x2Donc I, = lir{l_ﬁ(x) =1=W;.
X—

x t
b ==t =-hip—s

Soitn € N. Je suppose que W,, = I,, et W, ;1 = ;1. Alors, I, = (Z:;) h = (ZE)
CCL: le théoreme de récurrence double assure alors quevn € N, I, =W, .

2™ méthode : Effectuons un changement de variable

Wo = Wi

n :
vx e[01[, f(x) = f(iCJf_—tzdt o foArcsm(x) sin™(w)du = F(Arcsin(x)) — F(0).
cv F étant
telo,x]c[0,1] une primitive
t=sin(u) de (upsin™(w))
= Arcsi
umaresint® cur o7
Ji-tz

Dong I, = lim f,,(x) = F (g) — F(0) = [2sin™(w)du = W,

Soit Vn, S, = ( - (_;)k) ;

a. Montrer que (S, ) et (Szn+1) sont adjacentes. Qu’en déduit-on ?

b. Enremarquent que% = fol tk=1dt, montrer que lim S, = —In (2).
n—-+oo

Ex 11 Inégalité de Cauchy-schwarz
A. Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] a valeurs réelles et telle que f(0) = 0.

a) Soit x € [0,1] .Montrer que : f(x)? < xfoxf’(t)zdt .



A ol 5 101 50 \2
b) En déduire que : [ f(x)*dx < zfo f'(x)?dx.
B. Soit f et g réelles et continues sur [0,1] et telles que folf =0.

Montrer que (folf(x)g(x)dx)2 < (folf(x)zdx) (folg(x)zdx - (folg(x)dx) 2).
C. Soit a et b deux réels tels que a < b. Montrer que inf{(f: f) (f: %) /fecC(labl, ]R{"*)} = (b — a)

Ex 12 Une preuve de l'irrationnalité de e
1 01
Pour toutn € N, on pose u,, = Hfo (1—t)"etdt
Trouver une relation entre u,, et unJr1

. . 1
En déduire que : Vn € N,u, = e — Y7 0— On note v, = Z;LO;

1
2

. q q 1
3. Démontrer que la suite v converge en croissant vers le réel e. On a donc lim Zgzog =e
n-+oo :
4

Supposons un instant que e soit rationnel. Posons alors e = ;tel que m et q entiers naturels non nuls.

Montrer que q! (e — v,;) € N™.
1 1 1

(q+1)*  (q+1)3 te (q+D)na "’

b. Montrer que pourtoutn e Ntgn >q,0 < q! (vn = vq) <—
c. Endéduire que pourtoutn e Ntgn >gq, 0<q! (vn = vq) < E'
d. Endéduire que 0 < q! (e — 1) Sé.

e. Conclure.

Soitn € N.

1
Unin = Grypyy J (1= O™ letdt = +1),{[<1 Oried) — fy ~+ DA -0 ‘dt)
Uppy = ———+ o [ (1 etdt = ~ [y —Dretdt =——+u,.

(n+1)!  (n+1)!0
Vp EN, Uy —up =

(n +1)'
Donc, Vn € N* ¥7- (up+1 up) Zp 0

(n +1)'

Et apres simplification , j'obtiens :

(+1)‘ (p+1)¥
Up —Ug = — Y ——ie u, =u Oru—f efdt =e—1.Ainsi,u, =e—1 — Lo -
n 0 p=0 @+ n 0~ p 17 ! 0 n p 1p|

n 1
p=0 p!



