Corrigé DL Intégration ( la base)

_1\k-1
Soit S, = X, S —,n e N".

Montrer que : pour toutn € N, S,,, = (1 +l+l+ +Zi) -1 +%+§+ -~-.+%).
Calculer lim S,, . On reconnaitra une somme de Riemann.
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c. Endéduire que la suite (S,,) est aussi convergente et déterminer sa limite.

d. Trouver une autre méthode pour justifier la convergence de (S,,) et déterminer sa limite.
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b. Alors, Syp = Xiln = Xk= 0k+n Zk 0 k Z’;l 0T, m I ~¥k=o (;) +o
n f(x)=1+—x somme de Riemann
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Comme f: (x - E) est contiue sur [0’1]’711_131005 nol ( ) f f(t)dt =In (2). De plus, hm | o= 0.
Ainsi, lim Son =1n (2)

2n+1( k- (-pFmit

C. Szn+1 = Li= T =S = Son + Tt Donc 1_13100 Son+1 = 10 (2).

2n+1
Alorscomme lim S,,,; =1In(2) = lim S,,, le cours assure que: lim S, =In (2).
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e. Jereconnais Xi_; —— = Py zo(1).

f estde classe C* sur l'intervalle [0,1] et Vn € N,Vt € [0 1, [fe+ 0 ()] = [

(1+x)n+1

< n!. Donc l'inégalité de Taylor-

Lagrange assure que |f(1) nf0(1)| < 'll_ol = — Comme hm ﬁ = 0,j'en déduis que 11m Pn,fjo(l) = f(1).
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Autrement dit, lirP Z’,}zl =In (2).
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RQUE : on peut prouver que les suites (S,,)et (S,,4+1) sont adjacentes pour prouver la convergence de (S,,). Par
contre cela ne donne pas la valeur de la limite.

Spmary — Sp=y2nt2CV N gan DM 1 1o g pong (s,,) est croissant
2tn+1) — Son= p i e = e e > onc (S,,) est croissante.

_ (k= (-1)k1 1 1 ..
Sotn+)+1 — Szns1=2rny> . — yanti — = —— — —— < 0.Donc (Szn+1)est décroissante.

De plus, Syp41 — Son = e —— 0. Ainsi, les suites (S,,,) et (S;,41) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la

méme limite finie L. Alors, ces deux suites extraites de (S,,) particulieres convergeant vers la méme limite L , la suite
(S,,) converge aussi vers cette limite L.

Soit f(x) = fx —Arcatm(t) dt.

a. Determlner Df. Etudier la parité de f.
b. Etudier la dérivabilité de f et donner une expression de f’(x).

c. Reconnaitre f.
a. Posons g(t) = 2rcten®
Si x € R** alors 2x € R** donc f(x) = [i g(t)dt existe. Si x € R™* alors 2x € R~ donc f(x) = [i g(t)dt existe.

Donc vx € R*, f(x)existe.
RQUE : g est prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1 mais la borne % n’est pas définie pour x = 0 donc il
est impossible de définir £(0).

Ainsi, Df = R".
Soit x € R*. Alors —x € R" et f(—x) = [i"Z=Bqr = AL gy = - AW gy = £ (),
uert
dt=—du
t=—xeou=x

. g est continue sur les deux jntervalles R**et R™*.
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Dongc, f est impaire.
b. g est continue sur l'intervalle R**, donc g admet une primitive G sur cet intervalle d’apres le TFI. Pour tout

x € R**, 2x € R**donc le TFCI assure que : f(x) = Ji g(t)dt = G(x) — G G) .Or sur R*", (x - i)et G sont

de classe Clet vx € ]R**,i € R**.Donc (x -G (i) ) est de classe C! sur R**. Il en découle que f est de
classe C! sur R** et pour tout x € R**,

, , , arctan(X)  Arctan(x)+Arctan(: T
f (x)=G (x) _ (_ xl_z) G (i) _ g(x) +xl_2g (i) _ Arctin(x) +xi2 rc Zn(x) _ rctan(x - rc an(x) S % _ %
x car x>0

g est continue sur l'intervalle R™*, donc g admet une primitive. H sur cet intervalle d’aprés le TFI. Pour tout
x € R™*, 2x € R~*donc le TFCl assure que : f(x) = [ g(t)dt = H(x) — H G) .Orsur R, (x o i) et H sont

de classe Clet vx € ]R‘*,i € R™".Donc (x - H (i) ) est de classe C! sur R™ ; finalement, on peut conclure
que f estde classe C! sur R et pour tout x € R™%,

, o 1 , (1 1 1 Arctan(x) 1 Arctan(%) Arctan(x)+Arctan(§) -z T
F@=H'G) ~ (- 3)H () = 9@ + 59 () ="+ 5 = . = Y
x car x<0
c. Donc f et (x - gln(x)) sont deux primitives de (x - %) sur l'intervalle R**. J’en déduis qu'il existe une
constante c réelle telle que Vx > 0, f(x) = gln(x) +c.Alors ¢ = f(1) — gln(l) = 0.

car
F=J; g®dr=0
Ainsi, Vx > 0, f(x) = gln(x).
On peut faire de méme sur R™*. On peut aussi rédiger de cette maniére :
- X
Comme f(~1) = [ g(t)dt = 0, vx < 0,f(x) = [* f'(O)dt = [* —Zdt = [—§1n|1:|]_1 = —Zln|x|.
gln(x) six>0

Ainsi, Vx # 0, f(x) = .
f® —gln(—x) six<0



