TD 15 Polyndmes

| Opérations, unicité des coefficients, degré, les polyn6mes dérivés.
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Ex 1 Produit de deux fonctions polynomiales. Montrer que : f(x) =

Ex 2 Déterminer tous les polyndmes P tels que P(X?) = (X2 + 1)P(X) par analyse-synthése. Dans |’analyse, on cherchera
d’abord le degré d’un tel polynéme.

Ex 2 bis Solutions polynomiales d’'une équa. diff.

1. Chercher toutes les fonctions polynomiales solutions de I'équation différentielle (E): (x? + 1)y — 2y = —x.

2. Déterminer une solution polynomiale ¢ non nulle de (EH).

3. Endéduire toutes les solutions de (E') en les cherchant sous la forme y(x) = k(x)@(x) (c’est ce qu’on appelle la méthode
de variation de la constante pour les équa.diff. d’ordre 2 a coefficients non constants)

Ex 2 ter On cherche a résoudre (P')? = 4P d’inconnue P € R[X].
1) Déterminer le degré d’une solution non nulle.
2) En déduire les solutions.

Ex 3 Degré et unicité des coefficients

Soit f(P) = (X2 +X)P"(X) + 2X + DP'(X) .

1) Montrer que VP € R, [X], f(P) € R, [X].

2) Soit P € R[X] tel que P # 0 et tel qu’il existe A un réel vérifiant f(P) = AP.
Onnote d = deg(P) et P = Y%_,a,X*tqa, # 0.
a) Démontrerque:A=d(d+ 1) etVvk €{0,1,..,d —1},ap4, = %ak.

A ) _ (d+k)!

b) Endéduireque:Vk € {0,1,...,d},,a; = ey %o

c) Démontrer qu’il existe un seul polyndme Q@ unitaire, (i.e. codom(Q;) = 1) tel que f(Q,) = d(d + 1)Q,.

Il Division euclidienne-Taylor-Divisibilité-Racines.

Ex 4 Formules de Taylor pour les polyn6mes

1. Déterminer tous les polyndmes P € R,[X] telsque: P(—1) = 1,P'(—1) = -2 et P"(—1) = 3.
2. Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P(3) = P’(3) + P”(3).

Ex 5

1. Déterminer un polynéme U de degré 2 a coefficients dans Z qui admet 1 + v/2 comme racine.

2. Soit P = 2X% —4X* —2X3 + 3X? — 5X — 4. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par U.
3. Endéduire P(l + \/i)

Ex 6
1. Déterminer tous les polynémes de R[X] qui vérifient P(X + 1) = P(X).
2. Endéduire tous les polyndmes P de R[X] tels que : (X + 3)P(X) = XP(X + 1).

Ex 7 Déterminer le reste de la division euclidienne d’un polynéme P de K[X] quelconque par B = (X —a)(X — b) avecaet b
deux scalaires.
Ex 7 bis Soit n € N et 6 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = (cos(8) X + sin (0))" par B = X% + 1.
Ex 7 ter Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de P = (X +v/3)" par B = X? + 1.
Ex8 P(X) = X™*1 — — 31 X*
1. Montrer que 1 est racine de P et trouver sa multiplicité dans P.

2. Calculer Q = (X — 1)P. En déduire le nombre de racines distinctes de P et leur multiplicité.
Ex 9 Montrer que X* + 2X? + 4X — 1 n’a que des racines simples.
Ex 10 Déterminer tous les couples de réels (a,b) tels que X% + aX + 1 divise X* — X + b.

Ex 11 Soit n € N*. Montrer que (X — 1)3divise P = X?" — nX™*! + nX""1 — 1. Factoriser P par (X — 1)
Ex 11 bis Soit n € N*. Montrer que (X — 1) divise 4 = (XpZ5 X*)? — n2Xx™1,

Ex 12 Soit n € N*. Déterminer les réels a et b tels que : (X — 1)divise aX™*! + bX™ + 1 et on déterminera alors le quotient.



Ex 13Soitn € N*,
1. Montrer que (X — 2)(X — 3) divise (X —3)?" + (X —2)" — 1
2. Déterminer le quotient. (indication :on écrira (X —2) = (X —3)+ 1puis X —-3) =X —-2)—-1).

Ex 14 Soit n € N et a € R. Montrer que X? — 2Xcosa + 1 divise X"sina — Xsin(na) + sin(n — 1a.

Ex 15 Montrer que X? + X + 1 divise X3!* + X82 4 x15,
Ex 16 Pour quelles valeursden, B = (X2 + X + 1)* divise-t-ilP = (1 + X\)" — X" — 1

Ex 17 Soit f la fonction sur R\{1} définie par: f(x) = —

Justifier que f est de classe C*sur R\{1}.
e*Pp(x)
(1_x)n+1'

Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polynéme P, € R[X] tel que : Vx € R\{1},f™(x) =

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, et justifier votre réponse . Et Calculer 2,(1) .

Vérifier que f est solution d’une équa.diff. En déduire que : P, (X) = n(X — DP,_,(X) + ((n +2)— X)Pn(X).
En déduire que : pour tout entiern > 1, B,(X) = —nP,,_1(X) .

Démontrer, par I'absurde, que pour tout entiern > 1, P, n’a que des racines simples .

Soit n et k entiers tels que : 0 < k < n. Trouver une relation entre P(k) et P,_ et en déduire la valeur de Pn(k)(l).

_w\k
En déduire que : B,(X) = n! (1+(1 X)+(1 ~X)° +- +(1 X) )—n!( 2‘:0%).
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lll Relation nombre de racine/degré - Forme scindée - Relations coefficients/racines.
Ex 18 Déterminer tous les polynémes de degré 3 multiple de X — 1 et dont les restes des divisions euclidiennes par (X — 2), par
(X — 3) et par (X — 4) sont égaux.

Ex 19 Déterminer tous les polyndmes P de R[X] de degré 5 tels que P + 10 soit divisible par (X + 2)3 et P — 10 soit divisible
par (X — 2)3 (indication : considérer P’).

Ex 20 Soit P un polyndme de degré 2023 tel que P(0) = 1 et Vk € [1,2023], P(k) = k. Calculer P(—1).

Ex21Soit P = X3+ X2 +1.

1. Justifier que P admet une racine réelle et deux racines complexes conjuguées. On ne demande pas de les déterminer. On
les note a4, a,, a5 .

2. Calculerayazas , as +a,+az et aja, + a3 +a, a;z.

2 2 2 2 2 2
, . ar“+a a1“+a a1“+a
3. Endéduire a;* + @, + az®, a;® + ay® + a3®, — L L
1

azz a32
4. Déterminer le reste de la division euclidienne de X7 par X3 + X2 + 1. En déduire a;” + a,” + a3’

x(x 1) XX-1)(X-2)
2! 3!

X(X-1)...(X-n+1)
n!

Ex 22 Montrerque P =1 —
scindée.

+ 4+ (D" est scindé dans R[X] et trouver sa forme

Ex 23 Factorisation et application Soitn € N*et P = 1 + X + X2 + --- + X™ 1. Factoriser P sous forme scindée dans C[X] . En
2ikm
déduire [Tj= (e n — 1) puis [Tr= 1smk—”

Ex 24 Soit n un entier strictement positif et B, = zli[(X + )2 — (X — ()2,
1. Montrer que B, appartient a R [X]. Préciser le terme dominant de PB,.

2. Montrer que B, est scindé sur R et déterminer sa forme scindée.
3. Montrer qu’il existe un polynéme Q,, de R[X] tel que: P,(X) = Q,,(X?).
4. Factoriser @, sous forme scindée dans R [X].

k
5. Calculer les sommes : S,, = Y#_; cotan® (—n) et T, = 2:1;;m-

2n+1 sinz(—)

2n+1
6. Prouver I'inégalité suivante : Vx € ]0 [ cotan®(x) < = < 1
x2 sinZx

1
En déduire lim Syou Sy =)._1—.
Notoo N N = k—lkz



Ex 25
Soit Zy,... Z10 les racines complexes de P(X) = X190 4+ x10 — 1,
1. Montrer que zy,..., Z1gpSont tous distincts.

Zk—3 . . Zp—-3 P .
2. Calculer 1% zk+1' Indication : poser u;, = sz et trouver un polynéme dont les racines sont ug,..., Uyg0-
k k

Ex 26 Polynomes d’interpolation de Lagrange
X-b)(X-0),

(X—a)(X—c) _ (X-a)(X-b)
(a—b)(a—c) ’ o BCX) =

BOO = 000 (c—a)(c=b)"

Version simplifiée Soit a , b et c trois réels distincts. On pose A(X) =

1. Montrersanscalculque:A+B+C=1

2. Soit P € R,[X]. Montrer que P = P(a)A + P(b)B + P(c)C et prouver que cette écriture de P comme combinaison
linéaire de A, B et C est unique.

Version compléte Soit (ay)i—o.n (n + 1) réels distincts.

1. Montrer qu’il existe un unique polyndme L; € R,, [X] tel que : L;(a;) = let Vk € [0,n]\{i}, L;(ax) = 0.0On donnera son
expression sous forme factorisée (scindée).

2. Montrer que Y-y L; = 0.

Soit P € R,[X]. Montrer que P s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des polynémes Ly, ..., Ly,.

4. Application : On pose N(X) = [[r-o(X — ap).
Soit a et b deux réels tels a < min {a; /k € [0,n]} et b > max {a; /k € [0,n]}.
Soit f:([a, b] = R) une application .
a. Montrer qu’il existe un unique polynédme P de R,,[X] tel que : Vk € [0,n], P(ay) = f(ay).
b. On suppose de f est de classe C™*V sur [a, b].

w

i. Montrer que Vx € [a, b],3c €]a,b[, f(x) — P(x) = %f"“(c). (indication : on utilisera la fonction
w(e) = N)(f(©) = P(®) = N(O(f () — P())).

ii. Justifier que M = sup[a_b]lf"“l existe.

iii. En déduire que Vx € [a, b], [f(x) — P(x)| < u

(n+1)!

~ M
|N(x)| et Suppaplf — Pl < oy |b — a|™t.

(n

Ex 27 Soitn € N*,P = (X? — 1)"et L, = P™,
1. Donner une expression de L,. En déduire la valeur de Y3, G{l) .
Justifier que : pour tout I € [0,n — 1], X? — 1 divise P® .

2
3. Montrer que : pour tout [ € [0,n — 1], P® a au moins [ racines distinctes dans | — 1,1].
4. Endéduire que L, est scindé sur R et que toutes ses racines sont dans ] — 1,1] .

Ex 28 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. On note A le coefficient dominant de P et 4, .., a; les racines
de P de multiplicités respectives non nulles my,..,ms; ol s € N*. a4, .., @5 étant réels, on peut les ordonner. On impose donc :
a; < ay <...< ag.0Onaainsi, P =A[[;_1(X — a,)™.
1. Exprimer deg(P) en fonction de m,,.., ms. On note D = R\{ay, a5, .., a,]-
Quelle est la multiplicité de a4, .., a; en tant que racines de P'? (multiplicité nulle " =" pas racine)
3. ci, je suppose que s > 2 (i.e. P a au moins deux racines réelles distinctes). Justifier que pour tout k € [[1,s — 1], il
existe ¢, € Jay, ax1[ tel que P'(c,) = 0.
4. Déduire de ce qui précéde que P’ est aussi scindé sur R et donner sa forme scindée.

Ex 29 Soit neN. On va étudier I'existence et les propriétés des polynémes P, tels que :Vt C\{0}, P, ( t+ %) =t~

tn
Montrer que si P, existe alors P, est unique.
2
Justifier que Py(X) = 2 et P,(X) = X puis en développant (t + %) , déterminer P,(X).
Montrer que : pour tout neN, P, existe et pour tout neN, P,,,,(X) = X.P,,1(X) — B,(X).

Déterminer le degré de P, et son terme dominant (avec preuve) .
Montrer que : pour tout n € N*, B, est scindé dans R[X] et déterminer sa forme scindée

o hrwWN P

e . o T 3m
En utilisant les résultats précédents, donner les valeurs de cos (E) et cos (E)'

IV Factorisation en produit de facteurs irréductibles de R[X].
EX 30 Soit n € N*. Factoriser les polyndmes suivants en produit de facteurs irréductibles de R[X]
1. P= X% + X* + 1. 5. P=X?"—2cos(0) X"+ 1 oub €[0,m].
2. P= (1-X%)° + 8X° 6. P=3X5 — 10X* + 15X3 — 15X*+ 10X — 3.
3. P=X°+1
4. P = X™—R"™ouUR réel strictement positif



EX 31 Factoriser les polynémes réciproques suivants en produit de facteurs irréductibles de R[X]
1. P=X% +2X°+3x* +2X*+1.
2. P=X"-5X5+8X° — 4X*-4Xx3 +8X?—-5X+1.

EX 32 Sommes de Riemann. Soit f la fonction définie par : f(x) = fon In(1 — 2xcos(t) + x?2) dt (ou x variable réelle)
1. Domaine de définition de f.
a) Compléter la phrase : f(x) existe dés que .............
b) Montrer que pour tout x € R, g,: (t = In(1 — 2xcos(t) + x?))est continue sur ]0, .
c) Montrer que g,: (t = In(1 — 2xcos(t) + x?))est continue en 0 si etssi x # 1. Tourver une condition nécessaire et
suffisante sur x pour que g, soit continue en .
d) Endéduire que f est définie que R\{—1; 1}.

2. Soit x réel tel que |x| # 1 et n entier naturel non nul, on note S,,(x) = %Z’,}ﬂ In (1 — 2xcos ( ) + x2).

;1) (x + 1).

a) Montrerque: []p-,(1— 2xcos( ) + x?) = (
b) En déduire S, (x).
3. En déduire une expression simplifiée de f(x) selon que |x| > 1 ou |x| < 1.

V Décomposition en éléments simples

Ex 33 1) Calculer I = fo mdt aprés avoir justifié son existence. Faites de méme avec | = |/ r3ti1 dt.
3. Calculer Nl_im)() Syou Sy = anlﬁ.
4. Déterminer I'expression de la dérivée nieme de f(x) = %
Ex 34
1. Factoriser P(X) = X* + X2 + 1 en produit de facteurs irréductibles de R[X].
2. Endéduire f 3% g

0 1+t2+¢4

Ex 35 Soit I'équation différentielle (E) : x(x + 1)y" + (x — 2)y" — y = 0. Vérifier que (E) admet une solution polynomiale ¢
puis résoudre (E) sur ]2; +oo[ en cherchant les solutions sous la forme f(x) = k(x)p(x).

EX 36 Soit P € R[X] tel que P scindé sur R et deg (P) = 2. 0n note A le coefficient dominant de P et a4, .., & les racines
de P de multiplicités respectives non nulles my,..,m; ou s € N*. ay,.., a5 étant réels, on peut les ordonner. On impose donc :
a; < a; <...< ag.Onaainsi, P = A[[5-1(X — a;)™*.

. - J . P’ Lo
I. Décomposition en éléments simples de Fguand P est scindé sur R. On pose F(t) = P((t)) pour toutt € D.
1. Donner une expression de P’ grace a la forme scindée de P.(on utilisera la formule ([T¢=; Pc)' = )
2. Endéduire que Vt € Dg, F(t) = Y54 m;‘ (c’est la décomposition en éléments simples de F !l)
k

A < . 5t*—16t3+3t%+20t—4
3. Application : Déterminer [ —————
t5-4t*+t3+10t2—4t-8

1l. Décomposition en éléments simples de — guand P est scindé sur R a racines simples.

dt (on précisera sur quel intervalle on travaille).

On suppose iciquem; =m, =..=m, = 1 i.e. toutes les racines de P sont réelles et 5|mple .OnposeVt € D,G(t) = (t) .
La décomposition en éléments simples de G est de la forme : Vt € D, G(t) = X5—; t ou U4, .., Ugconstantes réelles.

4. Soitj € [1,s]. Justifier que ﬁ’(aj) # 0 et montrer que tlim (t a])G(t)
-aj

’(0.’

5. Endéduireque:Vt €D, G(t) = k=1$% (c’est la décomposition en éléments simples de G).
k)=

6. Application : On pose Sy = Zﬁzg,m. Déterminer la limite de Sy quand N — 4o,

lll. Partie polaire d’un pdle simple ou double.
. A L, .
Soit F = — 5 une fraction irréductible.

7. Montrer que si a est un pdle simple de F alors sa partie polaire est —teI quea = ﬁ ouB(t) = B(t)(t — a)
. . : : a b A@ (_) .
8. Montrer que si a est un pdle double de F alors sa partie polaire est )’ + P telquea = 5@ eth = 3 () ou

B(t) = B(t)(t — a)?



