
 

 

Relation coefficients                                            Démo  
Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] non constant et scindé sur 𝐾. Alors  

𝑃 = ∑ 𝑎𝑘𝑋𝑘𝑑
𝑘=0 = 𝜆 ∏ (𝑋 − 𝛼𝑘)𝑑

𝑘=1 . 
où 𝑑 = deg(𝑃) et 𝑎0,…, 𝑎𝑑les coefficients de 𝑃 , 𝛼1, … , 𝛼𝑑 les 
racines de 𝑃 dans 𝐾 et λ élément de 𝐾 . 
Alors 𝜆 = 𝑐𝑜𝑑𝑜𝑚(𝑃) = 𝑎𝑑  et  
𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑃 𝑣𝑎𝑢𝑡 ∑ 𝛼𝑘

𝑑
𝑘=1 = −

𝑎𝑑−1

𝑎𝑑
  et  

𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑃 𝑣𝑎𝑢𝑡 ∏ 𝛼𝑘
𝑑
𝑘=1 = (−1)𝑑 𝑎0

𝑎𝑑
.           𝟐𝟒 

 
Théorème de d’Alembert Gauss 
Tout polynôme de ℂ[𝑋] non constant admet une racine 
complexe.                                                                                                   𝟐𝟔     
 
 

Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋]. 𝑃 est dit scindé sur 𝐾 lorsque 𝑃 a un nombre de 
racines  dans 𝐾 comptées avec leur multiplicité exactement égal 
à son degré. Autrement dit ; 𝑃 est scindé lorsque :                Démo 
Ou bien 𝑃 est constant non nul  
Ou bien 𝑃 n’est pas constant et  𝑃 s’écrit sous la forme 
factorisée : 
 𝑃 = 𝜆(𝑋 − 𝛼1)(𝑋 − 𝛼2) … . (𝑋 − 𝛼𝑛) = 𝜆 ∏ (𝑋 − 𝛼𝑘)𝑛

𝑘=1   

𝑃 = 𝜆 ∏(𝑋 − 𝛽𝑘)𝑚𝑘

𝑠

𝑘=1

 

 où 𝑛 = 𝑑𝑒𝑔(𝑃) et  𝜆, 𝛼1, … , 𝛼𝑛  des éléments de 𝐾,   
𝛽1, … , 𝛽𝑠  des éléments distincts de 𝐾  
tq {𝛼1, … , 𝛼𝑛} = {𝛽1 , … , 𝛽𝑠} = ensemble des racines de 𝑃 et 
𝑚1, . . , 𝑚𝑠 entiers naturels strictement positifs.                              23 
 
 
2 

Théo de factorisation dans ℝ[𝑿] en produit de facteurs 
irréductibles                                                                                           Démo                                                                                                                    
𝑆𝑖 𝑃 ∈ ℝ[𝑋] tq 𝑃 ≠ 0 et 𝑑 = deg(𝑃) alors il existe des uniques réels 
𝛽1, … , 𝛽𝑠  distincts et 𝑚1, . . , 𝑚𝑠 , 𝑞1, . . , 𝑞𝑟  entiers naturels strictement 
positifs et ( 𝑏1, 𝑐1), … , (𝑏𝑟 , 𝑐𝑟) des couples distincts de réels et tels 
que :  
∀ 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}, 𝑏𝑗

2 − 4𝑐𝑗 < 0 et             

     𝑃 = 𝜆 ∏(𝑋 − 𝛽𝑘)𝑚𝑘

𝑠

𝑘=1

∏(𝑋2 − 𝑏𝑗𝑋 + 𝑐𝑗)
𝑞𝑗

𝑟

𝑗=1

 

et  𝛽1 , … , 𝛽𝑠  sont les racines réelles de 𝑃 de multiplicités respectives 
𝑚1, . . , 𝑚𝑠 et  ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑠⟧, ∑ 𝑚𝑘

𝑠
𝑘=1 + 2 ∑ 𝑞𝑘

𝑠
𝑘=1 = 𝑑 = deg (𝑃).    

mais 𝛽1 , … , 𝛽𝑠n’existent pas lorsque 𝑃 n’a pas de racines réelles et  
( 𝑏1, 𝑐1), … , (𝑏𝑟 , 𝑐𝑟) n’existent pas  lorsque 𝑃 n’a pas de racines 
complexes non réelles.     
Csq Tout polynôme réel de degré impair a au moins une racine réelle.        30                                                          
 

La forme scindée dans ℂ[𝑿] (théo de factorisation dans 
ℂ[𝑿] en produit de facteurs irréductibles)           Démo  

Tout polynôme de ℂ[𝑋] non nul est scindé sur ℂ.    
𝑆𝑖 𝑃 ∈  ℂ[𝑋] tq 𝑃 ≠ 0 et 𝑑 = 𝑑𝑒𝑔(𝑃) alors il existe des uniques 
complexes 𝛽1 , … , 𝛽𝑠  des complexes distincts et 
𝑚1, . . , 𝑚𝑠 entiers naturels strictement positifs tels que  

                          𝑃 = 𝜆 ∏(𝑋 − 𝛽𝑘)𝑚𝑘

𝑠

𝑘=1

 

et  𝛽1 , … , 𝛽𝑠  sont les racines complexes de 𝑃 de multiplicités 
respectives 𝑚1, . . , 𝑚𝑠 et  ∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑠⟧, ∑ 𝑚𝑘

𝑠
𝑘=1 = 𝑑 = deg (𝑃).    

mais 𝛽1 , … , 𝛽𝑠n’existent pas lorsque 𝑃 est constant.           𝟐𝟖 
            

Soit 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] .  𝑃 est irréductible lorsque 𝑃 n’est pas constant et   
les seuls diviseurs de 𝑃 sont constants ou de même degré que 𝑃. 
Les diviseurs d’un polynôme 𝑃  irréductible sont donc les 
polynômes de la forme 𝜆 𝑒𝑡 𝜆𝑃 tq 𝜆 ∈ 𝐾∗.                          Démo     24   
 
                            
 

en 
rassembla

nt les 
facteurs 

identiques  
( ceux pour 

lesquels  
𝛼𝑖 = 𝛼𝑗)  Polynômes irréductibles de ℂ[𝑿]                           Démo 

 Les polynômes irréductibles de ℂ[𝑋] sont les polynômes de 
degré 1.                                                                                   𝟐𝟕 

            

Racine complexe d’un polynôme réel                                 Démo     
  Soit 𝑃 est un polynôme à coefficients réels et 𝛼 ∈ ℂ et 𝑚 ∈ ℕ.  

𝛼 est racine de 𝑃 d’ordre de multiplicité 𝑚 
sietssi 

𝛼̅ est racine de 𝑃 d’ordre de multiplicité 𝑚. 
Conséquence : Tout polynôme non nul à coefficients réels possède un 
nombre pair de racines complexes non réelles.                                                       22 

Polynômes irréductibles de ℝ[𝑿]                                             Démo 
 Les polynômes irréductibles de ℝ[𝑋] sont les polynômes de 
ℝ[𝑋] degré 1 et ceux de degré 2 à discriminant strictement 
négatif.                                                                                                    𝟐𝟗 

            

Egalité de deux polynômes : Soit 𝐴 et 𝐵 deux polynômes à coefficients dans ℝ 𝑜𝑢 ℂ.  
𝐴 = 𝐵  
sietssi 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒𝑠 𝑚ê𝑚𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑠 
sietssi 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é et si 𝑐𝑒 𝑑𝑒𝑔𝑟é 𝑛′𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑎𝑠 − ∞,   

𝐴 𝑒𝑡 𝐵 𝑜𝑛𝑡 𝑙𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡, 𝑙𝑒𝑠  𝑚ê𝑚𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒𝑠  
𝑎𝑣𝑒𝑐, 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑐ℎ𝑎𝑐𝑢𝑛𝑒, 𝑙𝑎 𝑚ê𝑚𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡é 

sietssi il existe 𝛼 ∈ ℂ tel que : ∀𝑘 ∈ ℕ, 𝐴(𝑘)̃ (𝛼) = 𝐵(𝑘)̃ (𝛼)  
sietssi 𝐴 − 𝐵 a un nombre de racines strictement supérieur à son degré.  
sietssi deg(𝐴 − 𝐵) < 0.                                                                                                               31 
        
 

Divisibilité  : Soit 𝐴 et 𝐵 deux polynômes à coefficients dans ℝ 𝑜𝑢 ℂ tel que 
 𝐵 non nul. Alors,  𝐵 est scindé sur ℂ. 
𝐵  𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝐴  
sietssi ∃𝑄 ∈ ℂ[𝑋]/𝐴 = 𝐵𝑄 
sietssi 𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝐵 𝑒𝑠𝑡 𝑟𝑎𝑐𝑖𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝐴 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑢𝑛𝑒 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡é 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐴  

𝑠𝑢𝑝é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟𝑒 𝑜𝑢 é𝑔𝑎𝑙𝑒 à 𝑠𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡é 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐵 
sietssi le reste de la division euclidienne de 𝐴 par 𝐵 𝑒𝑠𝑡 𝑛𝑢𝑙.                        32 
                 

Compter les racines de 𝑃 avec leur multiplicité signifie que 
une ( chaque) racine de 𝑃 de multiplicité 𝑚 compte pour 𝑚 
racines de 𝑃.                                                                                          22bis 

la forme scindée ou la forme 
factorisée de 𝑷 (en produit de 
facteurs irréductibles)  dans ℂ[𝑿]  

la forme 
factorisée de 
𝑷 (en produit 
de facteurs 
irréductibles) 
dans ℝ[𝑿]  


