Préparation du DC de lundi 23 mars 26.

Apprendre les formules du produit de deux polynémes et celui de deux matrices.
Travailler les exercices suivants ( attention le dernier n’a pas été fait en classe !!!

Soit n un entier strictement positif et P, = %[(X + )2 — (X — )2t

1. Montrer que B, appartient a R [X]. Préciser le terme dominant de P,.

2. Montrer que P, est scindé sur R (dans R [X]) et déterminer sa forme scindée.
3. Montrer qu’il existe un polynéme Q,, de R[X] tel que P,(X) = Q,,(X?).
4. Factoriser @, sous forme scindée dans R [X].
T 1
5. Calculer les sommes: S, = Y7_; cotan® (ﬁ) et T, —Zk 1@.
6. Prouver Uinégalité suivante : VxE]O [ cotan®(x) < 5 L
) X sin? x
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P, = [Zp 0<2p+ 1)( 1)Px 2= p)] [Zp 0<2p+1)(_1)pxzn—2p].

J’en déduis que B, est a coefficients réels (et méme entiers) et deg P, = 2n et codom( B,) = (Zn +1

1 )=2n+1.

9. Soitz un nombre complexe.
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[\{%}. De plus, tan est injective sur |0, n[\{%} (puisque strictement croissante et strictement positive sur

]0,% [et strictement croissante etstricement négative sur | g, n[). Donc, les réels m tq € [1,2n] sont tous distincts et sont donc

2n+1

2nracines distinctes de P,. Comme deg(P,) = 2n, ces racines sont toutes simples dans P, et P, est scindée sur R tel que :
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racines de Q,,. Ces racmes ne peuvent pas étre dlstlnctes car deg(Q,,) = ndonc Q,, a au plus n racines distinctes.
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est strictement croissante et positive sur]O,E [et vk € ﬂl,nﬂ,ﬁ € ]0,%[. Donc lesréels u, = stels que k € [1,n] sont
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distinctes. Ainsi les réels u;, = W tels que k € [1,n] sont n racines distinctes de Q,,. Comme deg(Q,,) = n, les réelsw tels
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Or, sin est concave sur ]0,%[ et tan est convexe sur ]O,%[(car Vx € ]O,%[, sin”(x) = —sin(x) < O ettan”(x) = 2(1 + tan? (x)) tan(x) >

0). Donc sur ]O E[ la courbe de sin est en-dessous de sa tangente en 0 et la courbe de tan est au-dessus de sa tangente en 0. Ainsi,
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1. Les polyndmes P constants vérifient P(X + 1) = P(X).
Soit P un polyndme non constant. Imaginons un instant que P(X + 1) = P(X). DoncVz € C,P(z + 1) = P(2).
P étant non constant, le théoréme de d’Alembert Gauss, P admet au moins une racine complexe a. Alors P(a) = 0. Alors P(a + 1) =
P(a) = 0.Donc, @ + 1 estracinede P . Alors P(a + 2) = P(a + 1) = 0. Donc, a + 2 est racine de P . On montrer alors facilement par
récurrence que Yk € N, a + k estracine de P. Ainsi, P a une infinité de racines donc P est le polyndme nul ce qui contredit le fait que P
n’est pas constant. Ainsi, il n’existe pas de polyndme non constant vérifiant P(X + 1) = P(X) et les polyndmes constants sont les
solutions de notre probleme.
2. Le polynéme nul est solution et c’est le seul polyndme constant solutioncarsid € Ralors X +3)A=X1<=31=0<= 1=0.
Analyse : Soit P un polyndme non constant.
Supposons que XP(X +1) = (X + 3)P(X). Donc Vz € C,zP(z+ 1) = (z + 3)P(2).
En particulier pour z = 0, 0P(1) = (3)P(0) et ainsi, P(0) = 0.

=
En particulier pour z = —1, (—1) 1\3_(2») = (2)P(-1) et ainsi, P(-1) = 0.

=0
En particulier pour z = =2, (=2) 11;1) = P(=2) et ainsi, P(—2) = 0.

=0
Donc 0,—1 et —2 sontracines de P . Alors il existe Q € R[X] telque: P(X) = X(X + D)X + 2)Q(X).
Alors XP(X + 1) = (X +3)PX) sécrit X(X + DX +2)(X +3)QX +1) =X +3)XX + DX +2)QX).
Donc, X(X + DX +2)(X +3)[Q(X + 1) —Q(X)] = 0.
Comme le polyndme X (X + 1)(X + 2)(X + 3) n’est pas le polynéme nul ( puisque son coeff de X* est npn nul, vaut 1) et que la
multiplication interne de R[X] est integre, je peux affirmerque Q(X + 1) —Q(X) = 0i.e.Q(X + 1) = Q(X).
Alors d’apres ce qui précede, Q est un polyndme constant. Ainsi, P(X) = AX(X + 1)(X + 2) tel que A € R* ( car P non constant)
Donc, les candidates solutions non constantes de notre probléme sont de la forme AX(X + 1)(X + 2) tel que 1 € R*
Synthése : Soit P = AX(X + 1)(X + 2) tel que 1 € R*. Alors XP(X + 1) = XA(X + DX + 2)(X + 3) = (X + 3)P(X). Donc P est bien
solution.
Ainsi, les solutions de notre probléme sont tous les polyndmes de la forme AX(X + 1)(X +2) tq1 €R (pour 1 =
0, on retrouve le polynome nul)..

1. P=( 1= X - DX+ D)letP = (X2 - )" = 3, () (-1 kXK,

D’aprés la FBN, le terme dominant de P est X?™. En particulier degP = 2n > n. Donc, L, # 0 et le terme domiant de L, est (X?™)(™ =

@2 xn. Ainsi deg(Ly) = n et codom(Ly) = 2.

2. DapresLeibniz, L, = Tio (i) (X = NP + M@0 = 33 () L (X -k B+ 1K
Ainsi, L, =n! ¥7_, (2)2 X — DR (X + 1Dk,
or, vk € [0,n], deg ((Z)2 (X — 1)k (x + 1)k) - deg((Z)Z) +deg((X — 1)) + deg(X + 1)) = 04+ n—k+k =n.
Donc, Comme deg(L,) = n,codom(L,) = Yi-, codom ((Z)z X -1 kX + 1)") =Y, (Z)Z

Jen déduis que n! X}, (Z)Z @ pone, wn_ (Z)z _ (f:!lz)! _ (2:)

RQUE: on a une autre expression de Ly,:
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p=EJ sin pair

p=EJ +1sin impair

3. 1let—1sontlesracines de P et sontde multiplicité exactement ndans P .



Donc, pour tout ! € [0,n — 1], 1 et —1 sont racines de P(®. Donc, pour tout [ € [0,n — 1], X2 — 1 divise P® .

4. Jesaisque P(1) = P(—1).Deplus, P est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que :
P’ s’annule sur] — 1,1[enunréelcy ;.
Alors, P'(1) = P'(c;4) = P(—1) = 0. De plus, P’ est continue et dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P”
s’annulesur] —1,cyq[etsur]cyq, 1[enunréelc,; et ;5.
Soit I € [0,n — 2] Supposons que, P® a au moins [ racines distinctes ¢, 1, ¢ 2, ..., ¢y dans] — L1[tg -1 < ¢4 < << ¢y < 1.
Comme je sais de plus que PO (1) = PO(-1), j aidonc: PO(~1) = PO(1) = PO(=1) = --- = PO(—1). De plus, PO est continue et
dérivable sur [—1,1] donc le théoréme de Rolle assure que P@D) g'annule sur]—1,1[encie11, Cra1.2 - Clpra41 1A =1 < €411 < €1 <
C12 < 2 < < 11 < < Cpra41 < L

5. Enappliquant le théoréme de Rolle 8 P™~1 qui s’annule (n — 1) fois entre -1 et 1 €N Cy_1.1, Cp_1.2) -+» Cnein_1 td —1 <

Cnot1a < Cpo12 << Cpoin—z < Cn—in-1 < l.etquis’annule en 1 et —1, le théoreme de Rolle assure

que L, = PM s’annule sur ] — 1,1[en ¢,1, Cpzy - Crntelsquetq —1 < cpq < o1 < Cnz < Cno12 < < Cpne1 < Cpetne1 < Cnn-
6. Donc, ¢, 1,Cn2, -+, Cnn SONtdistinctes n racines réelles distinctes de L,, et sont strictement comprises entre —1 et 1.
Comme deg(L,) = n, lesréels ¢, 1,Cnz2, -, CnnSONt les seules racines de L, et elles sont toutes simples dans L, et L,, est scindée sur R

et ses racines sont toutes dans | — 1,1].



