Une matrice A4 a coefficients dans K de type (n, p) (ou n lignes et p colonnes) estun
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Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont la méme dimension et les mémes coefficients.
Une matrice colonne (resp ligne) est une matrice de type (n, 1) (resp. (1, p))-

Une matrice carrée d’ordre n est une matrice de type (n,n).

M, (K)est ’'ensemble des matrices n lignes et p colonnes a coefficients dans K et

M, (K) est ’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K .

La matrice nulle, n lignes p colonnes, est la matrice, n lignes p colonnes dont tous les

coefficients sont nuls, notée 0 ou (0) ou Oy, .
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Matrice identité :matrice carrée I, = < ) = (5ij)ie[[1,n]] tq: 6y = {1 zi i _ J
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symbole de Kronecker

Addition matricielle et multiplication par un scalaire
Soit4 = (aij)ie[[l_n]] et B = (bij)iE[[i.Tl]] € Mn’p(K) eta et B EK.
JjEl1,p] JEl1p]
A+ Betad (oua.A) € M, ,(K) sonttelles que : Vi € [1,n],Vj € [1,p],
A+ B)U = aij alx bU et (CIA)U =a X aij'
aay, + by, aay, + by,
aA+ B = : : € M, ,yest une combinaison linéaire (c.{) de
aay,; + Bby, aay, + by,
A et B . Généralisation : Une combinaison lingaire des matrices Ay, ..., As de M, ,(K) est toute matrice de la
forme 14, + --- + A;A; telle que 4,,.., Agscalaires.
Produit matriciel SoitA = (a;;)iein] € Mnp(K), B = (bij)icpip] € Mpq(K).
jel1,p] Jjel1,q]
A X B (ouAB) € My 4(K) esttelle que Vi € [1,n],Vj € [1,q], (AB);; = Xh_, aicby; . ¥®

Conséquence : si A et B sont dans M,, (K) alors a4 + BB et AB sont dans M,, (K).

Puissance et polyndme d’une matrice carrée. Soit A € M,,(K) . Par convention, A° = L.
et Vp EN* AP = APTIA = AAP"' = AXAX ..X A € M,(K).

p fois
SiP(X)=ay 1 +aX+...+a,X? € K[X] alors P(A) = aol, + a;4 + a,A%+.. +a,AP. 4

Transposée Soit A = (ai]-)ie[[lln]] € M,,,p(K), La matrice transposée de A est
jelLp]
AT € Mp'n(K) tq V(k, 1) € [1,n] x [1,p], (AT)lk = ay, ; autrement dit, la ligne i de A” est la colonne i

de Aetlacolonneide AT estlalisneide A.

Une matrice élémentaire. Dans M, ,(K) on note E;; la matrice élémentaire dont tous les

coefficients sont nuls sauf le coeff. ligne i et colonne j quivaut 1.

Une combinaison linéaire de A et B existe uniquement si

Regle de calcul. Soit A4, B C matrices et a et § des scalai
a.type(n,p) + B.type(n,p) = type(n,p).

A et B de méme taille. Le produit AB existe uniquement
sile nombre de colonnes de A est égal au nombre de

type(n,p) x type(p, q) = type(n, q).
Dés que les sommes ou/ et produits existent, ona:
1. A+(B+C)=A+B)+C et A+B=B+A4
L'addition matricielle est associative et commutative.
2. A+ Onp = A+ Onp = A 0, estlélément neutre de Uaddition matricielle.
3. A+ (—1)A = Onp (—1)A notée —A est le symétrique de A pour laddition.
4. a(A + B) =aA + aB et ((l + ﬁ)A =ad + ,BA La multiplication

externe est distributive a gauche et a droite sur addition dans K.

5. (dﬁ)A = (Z(ﬁA) = ﬂ((ZA) L'associativité mixte entre multiplication externe et
produitdans K.

6. aA=0A=0oua=0.
7. (AB)C = A(BC) Le produit matriciel est associatif.
8. A(B + C) = AB + AC et (A + B)C = AC + BC Le produit matriciel

est distributif sur 'addition matricielle

9. a(4B) = (aA)B = A(aB)eta(BB) = (aB)B = B(aB)

L’associativité du produit mixte entre produits externe et matriciel.
10. A(0) = 0 = (0)A
1. Al, = A=1,4
I int it
o Le plUS souvent, AB # BA. ' Le produit matriciel n’est pas commutatif.
Quand deux matrices vérifient AB = BA , on dit que ces
deux matrices commutent......c’est rare.
o AB=0# B=0ou A=0. etA2=O#A=O.Leproduit

I estl'élément neutre du produit matriciel.

matriciel n’est pas intégre '

o AB=AC » B=C ¥ Certaines matrices n'ont pas d’inverse.

Multiplication a droite par une matrice colonne

by
SiA €My, (K)et B = €M, (K) alors AB = Y4_, biCy ou
- _
4 combi.linéaire
des colonnes
de A

Cy, ..., Cp les colonnes de A.
SiA=(a; a, @3 ap) € My, (K) et B € My, ,(K) alors AB = ¥_, ay Lol
L,...,L, leslignes de B.

Régles de calcul de la transposition :

Soit A et B deux matrices a coeff. dans K et a, § des scalaires
1. ANT =A.

2. SiAet € M,,(K)alors (@A + BB)" = aA” + BB” .

3. SiAB existealors BTATexiste et (4B)T = BTAT.

Propriétés des matrices élémentaires

1.Si le produit existe alors Ej;Ey; = 8, Ej; -

2.8i M = (my;) € My, (K) alors M = X7, S7_ my;Ey; est
Lunique écriture de M comme c.£ des E;;.

Conséquences :

Sid € M,(K) P(X) e K[X]tqP =BQ +R
ou (B,Q,R) € K[X]?alors

P(A) = B(A)Q(A) + R(4).

FBN et formule de fact.

Soit 4,B € M,,(K) etp € N. SLAB = BA
alors (A+B)? =X0_, (Z) A¥BP=K et
AP — BP*1 = (A - B)(Xh_, B*AP7F). 6
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D = | —2 |. Quels produits entre ces matrices existent ?
2

Les calculer.

1 2 -3
Ex1 SoitA = <2 4 —6>. Trouver deux matrices
3 6 -9

colonnes X telles que AX = 0.
Ex2 Soita € Ret A = ( cos (@)  sin (a))A

—sin (a) cos (a)
Calculer A%, A3, A%, A5 . Déterminer A™ pour tout n € N.

1 0 0
Ex 3 SoitA = (6 =5 6). Montrer qu’il existe une
3 -3 4

1 0 0
suite u telleque : vn e N, A" = <2u,, 1-2u, 2u, )

Uy Uy 1+u,
Expliciter A™ en fonctionde n .



