Sup PCSI 2025-2026

Programme de colle 22

Révision : résolution des équations différentielles d’ordre 1 (**)
+ Chapitre 14 Polynémes (fin)

Factorisation en produit de facteurs irréductibles dans R[X].
+ Chapitre 15 Matrices
| Opérations sur les matrices.

1. Généralités définition d’une matrice, exemples (matrice nulle, identité, colonne ou ligne). Ensembles M, ,,(K) et
M, (K).

M, ,(K) estlensemble des matrices de type (n, p) & coefficients dans K.

M, (K) estlensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.

2. Opérations:
Définition de la somme de deux matrices et de la multiplication d’une matrice par un scalaire, combinaison linéaire
de matrices.
V(4,B) € M,,,,(K)2,V(a,B) € K*,V(i,j) € [1,n] x [1,p], (A+ B);; = a;; + b;; et (ad);; = aa;; et (@A + BB);; = aa;; + Bby;
Définition du produit matriciel. Cas particulier du produit d’une matrice X colonne ou de lignexmatrice.
VA = (a;;) € M,,,(K),VB = (b;;) € M, ,(K),V(i,j) € [1,n] X [1,q], (AXB);; = Xy durcby;
b
SiB = bl € M, ,(K) etA € M, ,,(K) alors AB = ZZ=1 bCy ou C;,..,C, sont les colonnes de A.
14
Regles de calcul : associativité, commutativité de ’addition mais pas du produit matriciel, distributivité, élément
neutre de addition et de la multiplication, produit mixte
Mises en garde il arrive trés souvent que :
AB # BA

AB=0et B#+0etA+0
AB=ACetB #C

3. Transposition
Définition et notation
VA € M,,,,(K),A" € M, ,(K) telle que ¥(i,j) € [1,p] x [1,n], (A7);; = A;.
Regles de calcul : transposée de la transposée, transposée d’une combinaison linéaire, d’un produit.
VA € M,,,,(K),VB € M,,,,(K),V(a, B) € K?, (AT)" = Aet (aA+BB)" = aA” + BB".
VA € M,,,,(K),VB € M, ,(K),(AB)" = BTA"

4. Matrices élémentaires

Définition
V(r,s) € [1,p] X [1,n], on définit E,; € M,,,,(K) par: le seul coefficient non nul de E, est le coefficient lighe r et colonne s et ce coefficient vaut 1.
Multiplication x matri Slémentair rré t écritur toute matri M, (K mm mbinai

linéair matri Slémentair M, . (K).
Y(7,s,u,v) € [1,n]* E sEypy = S5y Eyrp-
Toute matrice A = (a;;) € Mm,(l() s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des matrices élémentaires de M,,,, (K) et cette unique
écriture est A = YL, X7 By

1l Algorithme de Gau t rang.
1. Opérations élémentaires : Définitions des opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes. Matrices

équivalentes par lignes ou par colonnes . Matrices d’opérations élémentaires. Traduction des opérations
élémentaires par le produit avec matrices d’opérations élémentaires.

Opérations élémentaires produit matriciel Opérations élémentaires produit matriciel

correspondant inverses correspondant

Lo Ljresp.C; © G T;;A resp. AT;; Lo L; T;; A’ resp. A’ Ty;

. . . . * . . 1 1 1 ’ ' 1
L; < AL; resp.C; < AC; tqA € K* | D;(1) A resp.AD;(1) L e ILi resp.C; « zci tqd D, (;) A" resp. A'D; (E)

Li<L;+pBL respC; « C; + H;:(B)A resp. ,

i , i i] P < i @ p c K" Hi;(—=B)A" resp.

CitqfEK eti#j AH;; "
' " L; < L; — BL; resp.C; < C; — AMii(—p)
BCitqB EK eti+#j




2. Echelonnement : Matrice échelonnée (réduite) par lignes, pivots, rang. Théoreme de Gauss-Jordan.

Matrice échelonnée : une matrice A € Mn_p(K) est échelonnée par ligne (resp. colonne) lorsqu’elle est nulle ou lorsque chaque ligne ( resp. colonne)
non nulle débute par davantage de de zéros que la précédente. Les pivots d’une telle matrice sont les premiers coefficients non nuls des lignes ( resp.
colonnes) non nulles.

Matrice échelonnée réduite: une matrice A € M, ,,(K) est échelonnée réduite par ligne( resp. colonne) lorsqu’elle est échelonnée, que ses pivots
valent 1 et les autres coefficients se trouvant sur la colonne ( resp. ligne d’un pivot sont nuls. Le rang d’une telle matrice échelonnée réduite est le
nombre de ses pivots.

Théoréme de Gauss-Jordan. Toute matrice A € M, ,(K) est équivalente par ligne ( resp. colonne) a une matrice E échelonnée par ligne ( resp. colonne)
et a une unique matrice U (resp V)échelonnée réduite par ligne ( resp. colonne). De plus, rg(U = rg(V).

Le rang de A est par définition le rang de U (qui est aussi le rang de V).

Le rang de toute matrice échelonnée est égal a son nombre de pivots.

Le rang d’une matrice A est le rang de toute matrice équivalente par ligne( resp. colonne) a 4.

Sid € M, (K) alors [rg(4) =n & A~ 1,].

3. Systeme linéaire : Définition d’un systeme linéaire , d’un systeme homogene, de la matrice des coefficients et

écriture matricielle.

(Q11%; + A%, + -+ agpxy = by (@Q11%1 + Aip%; + o+ %, = 0

Ap1%1 + App%Xp + 0+ Aypx, = b, 1%y + A%, + o+ Appx, = 0
: § systeme homogene associé

(5):!

d’inconnue (1, Xy, ..., X, ) € KP. - (SH):

lamx1 + Appxp + o0+ Appxy, = by, An1X1 + AppXp + o+ A, = 0
(S) est échelonné lorsque en passant d’une ligne de (S) a la suivante, au moins une inconnue «disparait » ( cette inconnue a en fait son coefficient nul).
(S) est de Cramer lorsque n = p et (S) admet une unique solution.
(S) est compatible lorsque (S) admet au moins une solution. (S) estincompatible lorsque (S) n'admet aucune solution.

a;; Gz 7t oag, by
e @ - a . » b .

A=|("2 "2 T2 )lamatrice des coefficients de (S). EtB =| 2 |la matrice du second membre de (5).
Ani n2 - App by

rg(S) =rg(A).

Relation entre les solutions de (S) et celles de (SH): Si X,est une solution particuliere de (S) alors les solutions de (S) sont toutes les matrices de la
forme X, + Y ou Y solution de (SH).

Théoréme de Gauss-Jordan. Tout systeme linéaire est équivalent a un systeme linéaire échelonné.

Théoréme. Un systéme linéaire (S) n équations, n inconnues est de Cramer sietssirg(S) = n.

11l Matrices carrées
1. Définition et opérations.

2. Trace: définition et propriétés.

SoitA € M,, (K).tr(4) = 2=, Ay

Soit (4, B) € M,, (K)?et (a,B) € K2 tr(ad + BB) = atr(A) + Btr(B) ettr(AB) = tr(BA)
Soit A € M, ,(K). tr(A"A) = tr(4A") = ;;125?:1,45.

3. Matrices carrées particuliéres :
Matrice nulle. identité
Matrices diagonales ou triangulaires Définition. Le produit et les combinaisons linéaires de matrices diagonales
(resp. triangulaires supérieures, resp. inférieures) sont diagonales ( resp. triangulaires supérieures, respectivement
inférieures). Diagonale d’un produit de matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures, respectivement
inférieures).

5 0 0
Soit A = (a;;) € M, (K). A estdiagonale lorsque V(i, /) € [1,n]? (i # j = a;; = 0). On note diag(6y,6,,..,6,) = (0 0 )
0 0 &,
Soit A = (a;;) € M,, (K). A esttriangulaire supérieure lorsque V(i,j) € [1,n]%i > j = a;; = 0.
Soit A = (a;;) € M,, (K). A esttriangulaire inférieure lorsque V(i, /) € [1,n]?,i < j = a; = 0.
Soit (4, B) € M,, (K)?et (a,B) € K.
Si A et B sont diagonales alors @A + B et AB sont diagonales.
Si A et B sonttriangulaires supérieures ( resp. inférieures) alors aA + BB et AB sont triangulaires supérieures ( resp. inférieures).
Matrices symétrigues ou antisymétrigues. Définition. Les combinaisons linéaires de matrices symétriques (resp.
antisymétriques), sont symétriques (resp. antisymétriques). Toute matrice s’écrit de maniére unigue comme somme

d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.
Soit A € M,, (K). A est symétrique lorsque A” = A. A est antisymétrique lorsque AT = —A.
A = (a;;) symétrique < V(i,j) € [1,n]? a;; = aj; .
A = (a;;) antisymétrique < V(i,j) € [1,n]?, a;; = —a;; . A antisymétrique = Vi € [1,n],a; = 0.
Si A et B sont symétriques (resp. antisymétriques) alors a4 + B et AB sont symétriques (resp. antisymétriques).
M+MT

Toute matrice M de M,, (K) s’écrit de maniére unigue comme somme d’une matrice symétrique et d’une antisymétrique et U'écriture est M =

M-mMT
S

4. Puissances d’une matrice carrée



Définition :

SoitA € M,, (K) .A° =1 et Vm € N*,A™ = A™1A.
SiP(X) = ay + a, X + a,X*+.. +a,XP € K[X] alors P(A) = ayl + a,A + a,A*+.. +a,AP. P estannulateur de A lorsque P(4) = 0.
SiP(X) = Q(X)S(X) + R(X) alors P(A) = Q(A)S(A) + R(A).

Sid et B € M,, (K) telles que AB = BA (A et B commutent) alors (4 + B)Y = 2’:0(

Regles de calcul : formule du binbme de Newton, formule de factorisation.

II\(I) AkBN—k €tAN+1 _ BN+1 = (A _ B)(ZzzoAkBN—k).

Si(4,B) € M,, (K)%et (a, B) € K* telles que A et B commutent alors @A et §B commutent.

Exemples : puissance de 14 ,de I(= 1I,,) , de ] € M, (k) dont tous les coefficients valent 1, d’une matrice diagonale, du
produit de deux matrices qui commutent.

Si(A,B) € M, (K)?etA € K etm € N, alors (14)™ = ™A™ et si AB = BA alors (AB)™ = A™B™.
m =Iet]m={nm71]5‘im2 1

Isim=0

(diag(a,, ay,..,a,))™ = diag(a,™, a,™, .., a,™)

Matrices nilpotentes : définition, exemple : cas des matrices triangulaires avec la diagonale nulle

Soit N € M,, (K) . N est nilpotente lorsqu’il existe p € N telque N? = 0.
Toute matrice triangulaire avec diagonale nulle est nilpotente.

Méthodes pour calculerA™tgm € N.

a)
b)
c)
d)

Conjecture + récurrence (+ parfois suites)

Ecriture A = B + C ou B et C commutent + formule du bindbme de Newton.
Polynéme annulateur + division euclidienne.

A = P~'BP donc A* = P~1B¥P

IV Matrices carrées inversibles

1. Définition

SoitA € M,, (K) . A estinversible lorsqu’il existe B € M,, (K) telque AB = BA = I,,. Une telle matrice B lorsqu’elle existe est unique est appelée Uinverse
de A etestnotée A1 . Ainsi, A71, si elle existe, est Uunique matrice vérifiant AA™ = A™1A = [,,.

GL, (K) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K et inversibles.

SiA€GL,(K)alors[AB=AC ©B=C] et[AX=Y & X = A'Y].

2. Opérations

SiPetQ (E M, (K)) sontinversibles, A€ K*et k € N alors AP, PQ, PT, P* sontinversibles et

PQ*=Q'Pt , @AP)'= G) P (PMHt=PHT et (P¥)7t= (P H)* maisP + Q n’est pas toujours inversible.

Si P estinversible alors on définit Vk € N, P~% = (P~1)* = (P¥)~1,
Si P est inversible alors (P"*BP)* = P='B*P etsi, de plus, B est inversible alors (P~'BP)~! = P~'B'P.

3. Caractérisations

Soit A€ M, (K).

A estinversible sietssirg(A)= n sietssi A~ I, sietssi A est le produit de matrices d’opérations élémentaires.

A estinversible sietssi le systeme AX = 0 admet X = 0 comme unique solution.

A estinversible sietssi il existe B telque AB = |

A estinversible sietssi il existe B telque BA =1

A estinversible sietssi tout systéme linéaire AX = Y associé a A est de Cramer. Le cas échéant, 'unique solution est X = A~1Y.
A estinversible sietssi 'un des systemes linéaires associés a A est de Cramer.

A estinversible sietssi AT est inversible

A n’est pas inversible sietssirg(A) <n
An’est pas inversible sietssi il existe X € M,, ; (K) non nulle telle que AX = 0
A n’est pas inversible sietssi 'une des colonnes (resp. lignes) de A est combinaison linéaire des autres colonnes(resp. lignes).

5.
6.

4. Exemples de référence

I, et toute matrice d' opération élémentaires sont inversibles et I, " = I, T;;™* = T;;, D;(A) ™ = D; G),Hij(ﬁ)‘l = H;j(—B)

Toute matrice d’opération élémentaire est inversible et Uinverse est la matrice de Uopération inverse i.e.

V(i,j) € [L,n]? tel i # ,VB € K,VA € K", T;;™ =T et D,(2) = D; (3) et Hy(B) = Hyy(—p).

S’il existe B non nulle telle que AB = 0 ou BA = O alors A n’est pas inversible.

Si ’une des colonnes (resp. lignes) de A est combinaison linéaire des autres colonnes ( resp. lignes) alors A n’est pas inversible. ( en particulier si A
contient une ligne ou une colonne nulle alors A n’est pas inversible)

Soit D = diag(8,,8,, ..., 8,). D estinversible sietssi Vk € [1,n], 5, # 0. Et le cas échéant, D! = diag(é'l_l, 62_1, ...,Sn_l).

Soit A = (‘: Z) € M,(K).

A estinversible sietssidet(4) = ad — cb # 0. Et le cas échéant, A~ = L ( d _b).

7o

T det)\— a
SoitT = (t;;) € M,, (K) telle que T triangulaire. T est inversible sietssiVk € [1,n], ty, # 0. Et le cas échéant, T~ "est aussi triangulaire.

A savoirdémontrer :

1.
2.

Si N est nilpotente telle que NP = 0O alors pourtout A € K, I — AN estinversible et (I — AN)™! = Zi;é(AN)"’.
S’ ilexiste ay,ay, ..., a, € K tels que agl + a;A + a,A? + -+ a,AP = 0 eta, # 0 (autrement dit il existe un polyndme annulateur de A qui ne
s’annule pas en 0) alors 4 estinversible et on trouve A™! enisolant I d’un c6té de I'égalité puis en factorisant par A de Uautre c6té de U'égalité .



5. Méthodes pour prouver A est inversible et déterminer A~1.
1. Utiliser un polynédme annulateur
2. Ecrire A comme le produit de matrices inversibles, la transposée , une puissance d’une matrice inversible

Y1 X1
x
3. Résoudre le systéme linéaire (S) : AX =YouY = y;Z parametre et X = ;Z inconnue.
yTl xn

. Ou bien (S) a parfois plein de solutions et parfois aucune solution selon Y. Alors A n’est pas inversible
. Ou bien, pour toutY, (S) estde Cramer et A~se lit sur Uunique solution X = A~'Y.
4. Echelonner A en lignes (resp en colonnes) et faire, en paralléle, les mémes opérations sur [
. jusqu’a une matrice échelonnée pour connaitre rg(A) et savoir si A est inversible .
. jusqu’a 'obtention de I pour lire A~ qui sera la matrice obtenue, en paralléle, équivalence par ligne (resp. colonne) a I.

(**) résoudre deux ou trois équations différentielles linéaires d’ordre 1 pour se
remémorer la méthode... Cela pourra faire ’objet d’un exercice de colle.

Questions de cours :

QDC 1: Montrer que :

VA € M, ,(K),VB € M,,,(K),V(a,B) € K*, (aA+BB)" = aA” + BB".

vAeM, ,(K),VB € M, ,(K), (AB)T = BTAT

VA € M, ,(K), tr(ATA) =somme des carrés des coefficients de A.

QDC 2: Montrer que le produit de deux matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures est triangulaire supérieure.
QDC 3: Montrer que toute matrice carrée d’ordre n s’écrit de maniere unique comme somme d’une matrice symétrique
et d’'une matrice anti-symétrique.

QDC 4 : Soit A € M,, (K) . Démontrer que :

A estinversible

sietssiil existe B telque BA =1

sietssi le systetme AX = 0 admet X = 0 comme unique solution

sietssi rg(4d)=n

sietssi A~ [,

sietssi A est le produit de matrices d’opérations élémentaires

sietssi tout systeme linéaire, dont la matrice des coeff est 4, est de Cramer.



